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Vorwort  zum  zweiten  Bande. 


In  der  Vorrede  zum  ersten  Theile  des  vorliegenden  Werkes 
^Darstellende  und  projective  Geomtrie"  wurde  bereits  auf 
die  Wichtigkeit  der  Kenntnis  projectivischer  Eigenschaften  geometrischer 
Gebilde  für  den  darstellenden  Geometer  hingewiesen.  Dieser  Umstand 
1)estimmte  denn  auch  den  Verfasser  die  hervorragendsten  Sätze  über 
algebraische  Curven,  Flächen  und  deren  Systeme  in  den  vorliegenden 
zweiten  Band  seines  obbezeichneten  Werkes  aufzunehmen. 

Es  dürfte  an  dieser  Stelle  wohl  der  geeignete  Ort  sein^  um  in 
aller  Kürze  einerseits  die  Gesichtspunkte  zu  erörtern,  welche  dem  Ver- 
fasser bei  der  Conception  dieses  Theiles  seines  Werkes  als  Bichtschnur 
dienten  und  um  andererseits  das  Ziel  zu  kennzeichnen ;  welches  er 
dabei  im  Auge  hatte. 

Die  wissenschaftliche  Methode  der  darstellenden  Geometrie  be- 
steht, wie  bekannt,  wesentlich  darin ,  geometrische  Gebilde  in  Bezug 
auf  jene  Art  gegenseitigen  Zusammenhanges  zu  untersuchen ,  welche 
am  allgemeinsten  durch  den  Begriff  „Abbildung^  oder  ^geome- 
trische Verwandtschaft"  charakterisiert  wird. 

Diese  Untersuchungen  stützen  sich,  wie  in  der  Einleitung  zum 
ersten  Bande  zur  Genüge  dargethan  wurde,  hauptsächlich  auf  die 
„Erzeugung"  geometrischer  Gebilde  aus  den  Grundgebilden  und  auf 
jenes  Verhalten  derselben  zu  den  Grundgebilden,  welches  wir,  nach 
Graßmann,  als  „Incidenz"  und  „Coincidenz"  bezeichnen. 

Die  geometrischen  Gebilde,  welche  einem  diesbezüglichen  Studium 
am  nächsten  liegen,  sind  die  sogenannten  „algebraischen"  Curven 
und  Flächen  (mit  Einschluss  ihrer  Systeme),  d.  h.  solche,  welche 
ohne  Bücksicht  auf  irgend  welche  Maßbeziehungen  lediglich  durch 
Incidenzen  geometrisch  verwandter  Grundgebilde  erzeugt  gedacht  wer- 
den können. 

Peschka,  Darstellende  n.  projective  Geometrie.  II.  ^ 
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Die  projectivische  Geometrie  im  allgemeinen  Sinne  des 
Wortes,  welche  sich  einerseits  mit  den  Beziehungen  algebraischer 
Gebilde  zu  den  Grundgebilden  und  andererseits  mit  deren  Beziehungen 
zu  einander  beschäftigt,  kann  ihr  Ziel  auf  dem  Wege  dreier  verschie- 
denen Methoden  erreichen,  und  zwar  durch  Anwendung  der  Bechnung 
als  „projectivische  Coordinatentheorie",  oder  durch  symbo- 
lische Bechnungsoperationen  als  ^abzählende  Geometrie^,  oder 
endlich  auf  dem  Wege  der  geometrischen  Synthese,  d.  i.  als  „rein 
projectivische"  oder  „synthetisch  -  projectivische  Geo- 
metrie". 

Es  ist  unschwer  zu  erkennen ,  dass  dem  darstellenden  Geometer, 
sowohl  in  Bucksicht  auf  die  ihm  eigenthümliche  formale  Ausbildung 
als  auch  mit  Bücksicht  auf  das  zu  erreichende  Ziel,  die  letztangeführte 
Methode  die  naheliegendste  und  gleichzeitig  auch  zweckentsprechendste 
sein  werde.  Zum  besseren  Verständnisse  dieser  Behauptung  mögen 
nachstehende  Erörterungen  dienen. 

Vor  allem  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  der  darstellende 
Geometer  die  Baumgebilde  selbst,  und  nicht  irgend  welche  Sym- 
bole, welche  diese  Gebilde  resp.  ihren  Zusammenbang  vertreten,  zu 
betrachten  hat. 

Die  synthetische  Methode  geht  bei  ihren  Untersuchungen  haupt- 
sächlich von  der  Erzeugung  der  geometrischen  Gebilde  durch  Grund- 
gebilde aus  und  besteht  dem  Wesen  nach  darin,  durch  gleichzeitiges 
Zusammentretenlassen  von  bekannten  einfacheren  Beziehungen  compli- 
ciertere  oder  zusammengesetztere  herbeizuführen  und  kennen  zu  lernen. 
Diese  Methode  steht  aber  in  directem  Zusammenhange  mit  der  dem 
darstellenden  Geometer  geläufigen  „graphischen  Construction". 
Umgekehrt  ist  auch  einleuchtend,  dass  dem  darstellenden  Geo- 
meter derartige  projectivische  Beziehungen  geometrischer  Gebilde^  so- 
bald er  diese  letzteren  auf  dem  Wege  der  graphischen  Darstellung,  also 
successive  entstehen  lässt,  weit  weniger  entgehen  werden,  als  wenn  er 
bloß  vermöge  seiner  Gedankenthätigkeit  auf  die  Definition  der  Gebilde 
gestützt,  aus  vorhandenen  Bechnungsresultaten  Eigenschaften  ablesen, 
oder  gar  von  vornherein  zielbewusst  gewisse  Bechnungsresultate  her- 
beiführen soll. 

Ein  weiterer  Umstand,  welcher  diesbezüglich  in  Erwägung  zu 
ziehen  ist,  wäre  noch  der  folgende. 

Sobald  sich  die  geometrischen  Gebilde  in  Bezug  auf  ihr  Ent- 
stehungsgesetz verallgemeinern,  ist  es,  wie  bekannt,  nicht  leicht 
möglich,  sie  durch  Abbildung  dem  Gesichtssinne  vorzuführen  oder 
diese  irgendwie  anschaulich  zu  machen. 


VII 

Sollen  nun  derartige  Gebilde  ohne  Hilfe  einer  Figur  oder  eines 
Modelies  rQcksichtlich  ihrer  räumlichen  Eigenschaften  untersucht 
werden,  so  ist  hiefur  offenbar  jenes  wohlgeschulte  Yorstellungsver- 
mögen,  wie  es  eben  der  darstellende  Geometer  besitzt,  Bedürfnis 
und  ist  dieser  eben  infolge  des  genannten  Vermögens  vorzugsweise 
dazu  berufen,  dem  Studium  der  geometrischen  Gebilde  höherer  Ord- 
nung obzuliegen.  Dass  dieses  Studium  umgekehrt  wieder  zur  Ver- 
tie/ang  und  Verfeinerung  seines  Vorstellungs Vermögens  beitragen  wird, 
ist  zweifellos. 

Berücksichtigt  man  endlich ,  dass  bei  der  graphischen  Darstel- 
lung, selbst  der  einfachsten  Curven  und  Flächen  und  ihrer  gegen- 
seitigen Beziehungen,  bereits  projectivische  Gebilde  höherer  Ordnung 
auftreten  —  man  erinnere  sich  beispielsweise  nur  an  den  gegenseitigen 
Schnitt  zweier  Botationskegel  in  allgemeiner  Lage  «-  so  ist  einleuch- 
tend, dass  der  darstellende  Geometer  nur  dann  seiner  Aufgabe 
ganz  gewachsen  sein  wird,  wenn  ihm  die  wichtigsten  Eigenschaften 
der  geometrischen  Gebilde  höherer  Ordnung  geläufig  sind. 

Diese  wenigen  Vierte  dürften  genügen,  um  zu  der  Überzeugung 
zu  gelangen,  dass  sich  die  darstellende  Geometrie  und  die 
synthetisch-projectivische  Geometrie  der  Gebilde  höherer 
Ordnung  einerseits  gegenseitig  ergänzen,  und  dass  andererseits  zur 
Vertiefung  des  Wissens  in  dem  einen  Zweige  die  Kenntnis  des  an- 
deren erforderlich,  zum  mindesten  aber  höchst  wünschenswert  ist. 

Getragen  von  dieser  Überzeugung,  sah  sich  der  Verfasser  des 
yorli^enden  Werkes  veranlasst,  die  obgenannten  Theorien,  ganz  ab- 
gesehen von  dem  lebhaften  Interesse,  welches  sie  jedem  wissenschaft- 
lich Gebildeten  an  und  für  sich  einflößen,  seinem  Werke  einzuverleiben. 

Bezüglich  des  Inhaltes  und  der  Form  des  vorliegenden  zweiten 
Bandes  mögen  noch  folgende  Erklärungen,  beziehungsweise  Begrün- 
dungen, ein  Plätzchen  finden. 

Der  erste  Abschnitt  ist  der  Theorie  der  ebenen  Curven  ge- 
widmet. In  den  ersten  Capiteln  werden  auf  rein  synthetischem 
Wege  die  wichtigsten  fundamentalen  Eigenschaften  der  ebenen  alge- 
braischen Curven  entwickelt.  Dass  hierbei  das  zur  Verwendung  ge- 
langende Princip  von  der  „Erhaltung  der  Anzahl"  der  reinen 
Mathematik  entnommen  wurde,  ändert  nichts  an  der  Methode  der 
EntWickelungen  und  glaubt  der  Verfasser,  dass  es  vielleicht  doch  ein- 
mal gelingen  dürfte,  auch  diesem  Principe  einen  inductiven  Beweis 
zu  unterlegen. 
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Hieran  schließt  sich  die  Polarentheorie  algebraischer 
Gnryen,  deren  einfachste  Sätze,  nach  dem  Vorgänge  Schnr's,  durch 
Induction  aus  den  Polarensätzen  für  Kegelschnitte  gewonnen  wurden, 
wodurch  diese  Theorie  mehr  an  Anschaulichkeit  gewinnt,  als  es 
bei  Anwendung  der  im  r-ten  Grade  harmonisch  getheilten  Badien- 
vectoren,  deren  Cremona  sich  bedient,  erreichbar  ist. 

Weiters  folgen  zahlreiche  Anwendungen  der  Polaren- 
theorie zur  Ent Wickelung  von  Eigenschaften  algebraischer  Curven, 
sowie  ferner  die  Ableitung  des  C h a s  1  e s'schen  Correspondenz- 
^rincipes  (bezüglich  dessen  der  Verfasser  derselben  Meinung  ist,  die 
er  bereits  für  das  „Erhaltungsprincip"  auszusprechen  sich  erlaubte); 
endlich  die  Beweise  für  die  Plücker'schen  Oleichungen,  für  den 
Biemann'schen  Satz  von  der  „Erhaltung  des  Geschlechtes"  und  für 
den   Zeuthen'schen  Gorrespondenzsatz  u.  s.  w. 

Den  Schluss  des  ersten  Abschnittes  bildet  die  Theorie  der  Baum- 
curven,  der  sie  projicirenden  Kegel  und  der  ihnen  zukommenden 
developpablen  Tangentenflächen. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  die  wichtigsten  Eigenschaften  der 
algebraischen  Flächen  und  ihrer  Systeme  mit  Einschluss 
der  Polareigenschaften  entwickelt. 

Der  Aufbau  der  daselbst  gepflogenen  Untersuchungen  ist  in  analog 
systematischer  Weise  durchgefQhrt ,  wie  im  ersten  Abschnitte.  Den 
Schluss  des  Abschnittes  bilden  wieder  zahlreiche  Anwendungen  der 
Polarentheorie  und  des  Correspondenzsatzes. 

Hiermit  wurde  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Curven 
und  Flächen,  insoweit  sie  wichtiges  und  interessantes  für  den  dar- 
stellenden Geometer  birgt,  abgeschlossen« 

Der  dritte  Abschnitt  ist  der  projectivischen  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades  gewidmet.  Des  Verfassers  ursprüngliche 
Absicht  war,  diesen  Abschnitt  an  die  Spitze  des  dritten  Bandes  seiner 
darstellenden  und  projectiven  Geometrie  zu  stellen,  doch  bewog  ihn 
der  Gedanke,  dass  die  ^Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades*'  manchem 
der  geehrten  Leser  dieses  Buches  ein  willkommenes  Vorstudium  für 
die  verhältnismäßig  schwierigere  „allgemeine  Theorie  algebraischer 
Flächen^  bieten  dürfte,  derselben  noch  einen  geeigneten  Platz  im 
zweiten  Bande  anzuweisen. 

Mit  dem  vierten  Abschnitte  beginnt  die  specielle  graphische 
Darstellung  der  kru  m  m  en  Linien  und  der  krummen 
Flächen. 


II 

Gestützt  auf  die  in  der  allgemeinen  Theorie  gefundenen  Besnl- 
tate  finden  daselbst  zunächst  die  graphischen  Constractionen  bezog- 
lieh  der  ebenen  und  der  Baumcurven^  der  allgemeinen  Kegel-  und 
Cylinderflächen  ihre  Erledigung.  Anschließend  daran  wird  den  Kegeln 
und  Cyliodern  zweiten  Grades,  namentlich  in  constructiver  Beziehung, 
die  erforderliche  Aufmerksamkeit  zugewendet. 

An  die  Kegelfiächen,  als  einfächste  Formen  der  Developpablen, 
reihen  sich  die  aufwickelbaren  Flächen  mit  einer  Gnspidalcur?e 
und  unter  der  Voraussetzung  an ,  dass  behufs  Erzeugung  der  besagten 
Flächen  zwei  Leitcurven  vorliegen.  Schließlich  werden  die  zwei 
Kegelflächen  in  besonderer  und  allgemeiner  La^ire  umschriebenen  De- 
Teloppablen  einer  eingehenderen  Betrachtung  unterzogen. 

Die  im  Vergleiche  zum  ersten  Bande  unverhältnismäßig  geringe 
Figurenzahl  erklärt  sich  sofort,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  den 
ersten  und  zweiten  Abschnitt  dieses  Bandes  bildenden  allgemeinen 
Theorien  einer  graphischen  Behandlung  mehr  oder  wenige  unzugäng- 
lich sind. 

Nachdem  nunmehr  das  gesammte  Manuscript  des  Textes 
ebenso  wie  auch  die  zugehörigen  Original-Figurentafeln  vollendet  in  den 
Händen  des  hochgeehrten  Herrn  Verlegers  sich  befinden,  nachdem  weiters 
das  rasche  Erscheinen  eines  nach  vieljährigen  Mühen  seiner  Vollen- 
dung zugeführten  Werkes,  nicht  nur  im  Interesse  des  Autors  und 
Verlegers,  sondern  namentlich  auch  in  dem  vielfach  ausgesprochenen 
Wunsche  der  freundlichen  P.  T.  Herren  Leser  gelegen  ist,  so  dürfte 
die  altbewährte  Firma  des  Herrn  Carl  Gerold 's  Sohn  gewiss  keine 
Mühe  scheuen,  die  noch  folgenden  zwei  Bände  in  möglichst  kurzer 
Zeit  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben. 

Mit  aufrichtigem  Danke  muss  denn  auch  an  diesem  Platze  die 
seltene  Bereitwilligkeit  des  hochachtbaren  Herrn  Verlegers  hervor- 
gehoben werden,  mit  welcher  er  jedem  billigen 'Wunsche  des  Ver- 
fassers nicht  nur  entsprach,  sondern  förmlich  entgegenkam  und  so  für 
eine  würdige  Ausstattung  des  Werkes  eifrigst  Sorge  trug.  Auch  f&hle 
ich  mich  verpflichtet,  der  Buchdruckerei  des  P.  T.  Herrn  Carl  G  e  r  o  1  d's 
Sohn  für  die  bethätigte,  willfährige  Unterstützung  der  Wünsche  des 
Verftssers,  sowie  der  lithographischen  Anstalt  des  Herrn  Hermann 
Springer  in  Leipzig,  für  die  möglichst  genaue  Nachbildung  der 
Original-Figurentafeln,  welches,  namentlich  in  Bezug  auf  geometrische 
Constructionen ,  eine  anerkannt  schwierige  Aufgabe  ist,  meinen  ver- 
bindlichsten Dank  auszusprechen. 

Weiters  erfüllt  der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  eine  höchst 
angenehme  Pflicht,   indem  er  auch  an  dieser  Stelle  seines  gewesenen 
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Schülers  und  nachherigen  Assistenten  Herrn  Otto  Bupp  gedenkt, 
welcher  ihn  seinerzeit  bei  der  Bearbeitung  der  „allgemeinen  Theorie 
der  krummen  Flächen  und  Flächensysteme"  in  anerkennenswerter 
Weise  unterstützte. 

Indem  ich  somit  den  zweiten  Band  meiner  „Darstellenden  und 
projectiven  Geometrie"  der  Öffentlichkeit  übergebe,  drängt  es  mich  noch 
dankerfüllten  Herzens,  der  yielßltigen  Beweise  der  Anerkennung,  der 
überaus  freundlichen  Aufnahme  und  der  nachsichtsvollen  Beurtheilung 
zu  gedenken,  welche  der  erste  Band  des  obgenannten  Werkes  in  allen 
Kreisen,  namentlich  aber  bei  edlen  Freunden  der  Wissenschaft  fand 
und  kann  ich  daher  nur  noch  den  tiefinnigsten  Wunsch  und  die  Bitte 
hinzufügen,  es  möge  nun  auch  die  Fortsetzung  des  Werkes  mit  gleichem 
Wohlwollen  und  derselben  ungeschmälerten  Freundlichkeit  entgegen- 
genommen werden. 

Brunn,  den  24.  November  1883. 


Der  Verfasser» 
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Theorie  der  Curven  und  Flächen. 


Peiehlca,  Daniellende  n.  projectivo  Oeometrie.    II. 


Erster  Abschnitt. 
Curven  lehre. 

I.   Capitel. 
Fundamental-Elgenschaflen  algebraischer  Curven. 

§.  1. 

Binleitnng. 

Die  Geometrie  beschäftigt  sich  mit  der  Untersuchung  solcher 
Gebilde,  welche  durch  die  Zusammensetzung  der  Baumelemente 
„Punkt,  Gerade  und  Ebene^  nach  bestimmten  Gesetzen  entstehen. 

Jedes  geometrische^Gebilde,  welches  eine  unendliche  Anzahl 
stetig  aufeinanderfolgender  Baumelemente  enthält,  wird  ein  „geo- 
metrischer  Ort^  oder  schlechtweg  ein  „Ort^  genannt.  So  ist  bei- 
spielsweise eine  gerade  Punktreihe  der  geometrische  Ort  aller 
auf  ihr  liegenden  Punkte;  eine  Ebene  der  geometrische  Ort  von 
Punkten;  ein  Strahlenbflsohel  oder  beziehungsweise  ein  Strahlen- 
bfindel  der  geometrische  Ort  aller  durch  einen  festen  Punkt  gehen- 
den Geraden,  und  ein  Ebenenbüschel  der  Ort  aller  durch  eine 
feste  Gerade  gehenden  Ebenen. 

§.  2. 

Jedes  der  drei  Baumelemente  „Punkt,  Gerade  und  Ebene'^  kann, 
wie  schon  aus  den  wenigen  eben  angeführten  Beispielen  zu  ersehen 
ist,  in  unendlicher  Anzahl  einen  geometrischen  Ort  bilden. 

Je  nachdem  ein  geometrischer  Ort  von  Punkten,  Geraden  oder 
Ebenen  gebildet  wird,  bezeichnet  man  denselben  beziehungsweise  als 
„Punktort,  Linienort  oder  Ebenenort". 

Die  Ebenenorte,   sowie  auch   eine   gewisse  Art  der  Linienorte 

bezeichnet  man  als  „Enveloppen''. 

1* 


§.  3. 

Eine  andere,  sehr  wesentliche  Eintheilung  der  geometrischen 
Orte  fußt  auf  der  Anzahl  der  den  Ort  zusammensetzenden  Elemente. 

Betrachten  wir  beispielsweise  eine  gerade  Linie  und  eine  Ebene. 
Beide  bilden  eine  stetige  Folge  unendlich  vieler  Punkte;  doch  ist 
sofort  einleuchtend,  dass  die  Anzahl  d^  Punkte  in  einer  Ebene  weit 
größer  ist,  als  jene  in  einer  Geraden  sein  kann. 

Wir  nennen  die  unendliche  Anzahl  der  Punkte  in  einer  Ge* 
raden,  also  auch  die  Anzahl  der  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  und 
jener  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  (da  diese  beiden  Gebilde  in- 
folge der  möglichen  Projectivität  zu  einer  Punktreihe  offenbar  eben- 
soviel Elemente  wie  diese  besitzen)  eine  „einfache  unendliche 
Mannigfaltigkeit^  oder  eine  „^einfach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit" vonElementen  und  bezeichnen  diese  symbolisch  mit  u. 

§.  4. 

Es  ist  ferner  einleuchtend,  dass  eine  Ebene  auch  aufgefasst  werden 
kann  als  der  Inbegriff  aller  Strahlen  eine»  beliebigen  in  ihr  liegenden 
StraUeabüschels ;  eine  Ebena  eath&lt  somit  u  durch  einen 
Punkt  gehende  Stvahlen.  Jedidr  dieser  Strahlen  enthält  wiederum 
u  PunktOf,  so.  dass  die  Anzahl  der  Pttn*kte  einer  Ebene  s^or«- 
bolisch  durch  u?  ausgedrückt  erscheint.. 

Wir  bezeichnen  damgemäß  die  Anzahl  der  Punkte  eines  Ebene, 
also  auch  die  Anzahl  der  Strahlen  eines  Strablenbündelfi,  weil  dieses»  zu 
einer  beUebigen  Ebene  perspectivisch  gedacht  werden  kann^  ala  eine 

„zweifach  unendlicb&  Mannigfaltigkeit*'  oder  als  eioie 
„zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig.keit^  voa  Elementen. 

Erfüllen  einen  geometrischen  Ort  n  resp.  tt*  Baumelemante^ 
so  nennt  man  das  Gebilde  „einen  geemetrischen  Ort  einfach 
unendlicher''  oder  beziehungsweise  „zweifach  unendlicher 
Mannigfaltigkeit" 

oder  auch 

„ein.en.  geometrischen  Ort  erster  Stufe",  resp.  »zweiter 

Stufe." 

Berücksiahtigt  man  gleichzeitig  die  Art  der  das  Gebilde  zusam- 
mensetzenden Baumelemente,  so  unterscheidet  man: 

Ä»  Ortet  erster  Stufe: 

a)  „Punktörter  erster  Stufe"  oder  „Curven". 
h)  „Linienörter  erster  Stufe"  und  zwar  „Curven  als  Enveloppen", 
und  „Linien-  oder  Segelflächen". 


t)  Ebenenörter  erster  Stufe  und  zwar  „Curven'*  und  „developpaWe 
Flächen**  (beide  als  Enveloppen), 

JB.  örter  zweiter  Stufe: 

a)  Punktörter  zweiter  Stufe  oder  „Flächen". 

h)  „Linienörter  zweiter  Stufe"  oder  „Congruenzen"  und 

c)  Ebenenörter  oder  „Flächen"  (als  Enveloppen). 

Die  Untersuchun,g  dieser  Gebilde  soll  nun  Gegen- 
stand unserer  Besprechung  sein. 

Wenden  wir  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst  den  geometri- 
schen Örtern  erster  Stufe,  d.  i.  den  Curven  zu. 

§.  5. 
Allgemeine  Betrachtungen  nnd  Definitionen. 

Eine  Curve  entsteht«  wenn  eine  einfach  unendliche  Anzahl  von 
PunkteUi  Geraden  oder  Ebenen  nach  einem  bestimmten  Gesetze,  dem 
sogenannten  „Erzeugungsgesetz",  stetig  aufeinanderfolgen.  Im 
ersten  Falle  wird  die  Curve  eine.„Punktcurve"  oder  „Ortscurve", 
in  den  beiden  letzteren  eine  „Enveloppe*'  oder  eine  „Einhüllende" 
genannt. 

Das  Erzeugungsgesetz  ist  der  Inbegriff  gewisser  Eigen- 
schaften einer  Curve,  d.  i.  gewisser  Beziehungen,  welche  die  Elemente 
der  zu  erzeugenden  Curve  untereinander,  oder  zu  anderen  geometri- 
schen Gehilden  haben  sollen.  Analytisch  wird  das  Erzeugungsgesetz 
durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  des  erzeugenden 
Elementes  ausgedruclst;  so  zwar,  dass  stets  zwei  solche  Werte  der 
variablen  Coordinaten,  welche  der  genannten  Gleichung  entsprechen, 
eine  Lage  des  erzeugenden  Elementes  bestimmen.  Die  obenerwähnte 
Gleichung  wird  sodann  die  Gleichung  der  Curve  genannt. 

So  kann  beispielsweise  das  „Erzeugungsgesetz"  die  For- 
derung stellen,  dass  die  einzelnen  Lagen  des  erzeugenden  Pimktes 
einer  Ortscurve  als  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier 
projectivischen  Strahlenbüschel  bestimmt  seien.  In  diesem  Falle 
wissen  wir,  dass  der  geometrische  Ort  ein  Kegelschnitt  ist. 

Andererseits  kann  aber  der  Kegelschnitt  auch  als  Enveloppe 
von  Geraden  erzeugt  werden.  In  diesem  Falle  ist  das  Erzeugungs- 
gesetz dadurch  charakterisiert,  dass  jede  Lage  der  geradlinigen  Erzeu- 
genden durch  ein  Paar  entsprechender  Punkte  zweier  projectivischer 
Reihen  gehe. 

In  diesem  Sinne  aufgefasst,  kann  auch  die  gerade  Linie  — 
als  Erzeugnis  oder  geometrischer  Ort  der  stetig  aufeinanderfolgenden 


Punkte  —  als  die  einfachste  aller  Ortscurven,  und  derPunkt-— 
als  Einhüllende  oder  Enveloppe  aller  durch  ihn  gehenden  Strahlen,  — 
als  einfachste  der  Liniencurven  oder  Enveloppen  angesehen 
werden. 

§.  6. 

Die  Ortscurven,  so  wie  auch  die  HQllcurven  oder  Enve- 
loppen,  könnte  man  gleichfalls  in  der  Weise  in  Gattungen  eintheilen, 
dass  man  eine  oder  mehrere  gemeinsame  Eigenschaften,  die  in  ihrem 
Erzeugungsgesetze  ausgesprochen  sind,  als  unterscheidendes  Merkmal 
für  die  ganze  Oattung  aufstellt. 

Diese  Sonderung  wird  aber  in  Anbetracht  oder  zu  Gunsten  einer 
wichtigeren  Eintheilung,  welcher  die  ganze  Curven-  und  Flächen theorie 
ihre  derzeitige  Entwickelung  verdankt,  nahezu  gar  nicht  berücksichtigt. 

Man  unterscheidet  dieser  Einthellung  zufolge  Ortscurven: 
erster  —  zweiter  —  dritter . . .  .m-ter  Ordnung,  je  nachdem  dieselben 
von  einer  beliebigen  Ebene  in  höchstens  ein  —  zwei  —  drei . . . 
oder  m  Punkten  getroffen  werden. 

Demgemäß  versteht  man  unter  der  „Ordnung"  einer  Curve 
die  höchste  Anzahl  von  Punkten,  welche  dieselbe  mit  einer  Ebene 
gemein  haben  kann.  Spricht  man  daher  von  einer  Curve  m-ter 
Ordnung,  so  versteht  man  hierunter  eine  solche,  welche  mit  einer 
beliebigen  Ebene  höchstens  in  Punkte  gemein  hat. 

In  analoger  Weise  unterscheidet  man  Einhüllende  oder  Enve- 
loppen  erster  —  zweiter  ....n-ter  Classe,  je  nachdem  höchstens 
eine  —  zwei  .  • .  .n  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  eine  feste  willkür- 
lich angenommene  Gerade  schneiden. 

Unter  der  „Classe"  einer  Curve  versteht  man  mithin  die 
höchste  Anzahl  der  Erzeugenden  (Geraden),  welche  einer  belie- 
bigen Geraden  begegnen. 

Eine  Curve  n-ter  Classe  wird  demgemäß  eine  solche  sein, 
welche  höchstens  n  Erzeugenden  besitzt,  die  eine  feste  Gerade 
schneiden^). 

§.  7. 

Die  gerade  Linie  ist  die  einzige  Curve  erster  Ordnung,  da 
dieselbe  mit  jeder  beliebigen  Ebene  höchstens  einen  Punkt  gemein 
haben  kann.  Dass  Ebenen  existieren,  welche  alle  Punkte  einer  Geraden 
enthalten,  bringt,  wie  in  der  Folge  erklärt  werden  wird,  keine  Ände- 
rung in  der  Richtigkeit  dieser  Auffassung  hervor. 

Ebenso  ist  auch  der  Punkt  als  Enveloppe  eines  Strahlen- 
büschels die  einzige  Curve  erster  Classe.   Denn  es  gibt  nur 


eine  erzeugende  Gerade,  oder  mit  anderen  Worten,  nur  einen  Strahl 
des  Bflschels,  welcher  eine  willkürlieh  gewählte  Gerade  schneidet,  d.  i. 
jener  Strahl,  welcher  durch  den  Durohstoßpunkt  der  genannten  Ge- 
raden mit  der  Ebene  des  Büschels  geht. 

Wird  die  Gerade  in  der  Ebene  des  Strahlenbüschels  gew&hlt, 
so  schneidet  sie  allerdings  sämmtliche  Strahlen  des  Büschels  und  es 
hat  den  Anschein,  als  ob  man,  im  Widerspruch  mit  der  obigen  Be- 
hauptung, den  Punkt  als  eine  Gurve  von  der  Ciasso  ^unendlich*'  =  u 
betrachten  könnte.  In  Nachstehendem  wird  jedoch  gezeigt  werden,  dass 
dieser  scheinbare  Widerspruch  sich  auf  eine  höchst  einfache  Weise  löse. 

§.   8. 

Ein  hierher  gehörendes  bekanntes  Beispiel  bieten  die  Kegel- 
schnitte. 

Wird  ein  Kegelschnitt  als  geometrischer  Ort  des  Schnittpunktes 
entsprechender  Strahlen  zweier  projectivischen  Strahlenbüsohel  erzeugt 
gedacht,  so  wissen  wir,  dass  derselbe  mit  jeder  Geraden  seiner  Ebene, 
mitbin  auch  mit  jeder  diese  Ebene  schneidenden  willkürlichen  Ebene, 
zwei  Punkte  gemein  hat,  also  eine  Gurve  zweiter  Ordnnng 
vorstellt 

Wird  hingegen  der  Kegelschnitt  als  Enveloppe  der  Verbindungs- 
geraden  entsprecheuder  Punkte  zweier  projectivischen  Beihen  betrachtet, 
so  ist  bekannt,  dass  durch  jeden  Punkt  in  seiner  Ebene  zwei  erzeu- 
gende Geraden  gehen,  dass  es  mithin  immer  zwei  Erzeugende  gibt, 
welche  eine  beliebige  (nicht  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  liegende) 
Gerade  treffen,  d.  h.  dass  die  Curve  von  der  zweiten  Classe  ist. 

Selbstverständlich  gibt  es  auch  Curven  von  unendlich  hoher 
Ordnungs-  oder  unendlich  hoher  ClassenzahL  Auf  die- 
selben sind  unsere  diesfallsigen  Entwickelungen  nicht  anwendbar. 
Wir  werden  uns  daher  veranlasst  sehen,  diese  seinerzeit  in  einem 
selbständigen  Gapitel  einer  näheren  Betrachtung  zu  unterziehen.  Es 
sind  dies  die  sogenannten  „transcendenten  Curven^  im  Gegen- 
satze zu  den  „algebraischen  Curven^,  d.  h.  der  Curven  mit 
einer  endlichen  Ordnungs-  und  ClassenzahL 

§.  9. 
Hilfsmittel  ans  der  Analysis.  Prinoip  der  Erhaltnng  der  Anzahl. 

Obwohl  es  der  Natur  der  neueren  synthetischen  Geometrie,  sowie 
der  darstellenden  Geometrie  nicht  entspricht,  ja  im  allgemeinen  als 
anstatthaft  anzusehen  ist,  rein  mathematische,  resp.  analytische  Ent- 
wickelungen zu  Hilfe  zu  nehmen,  so  scheint  es  in  einigen  wenigen 
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Fällen  dennoch  geboten,  von  den  Anschauungen  der  Analysis  Qebrauch 
zu  machen. 

Die  Fortschritte,  welche  die  synthetische  Oeometrie  in  der 
letzten  Zeit  machte,  erlauben  uns  gegenwärtig,  das  der  Analysis  ent- 
lehnte Materiale  auf  zwei  allgemeine  Principe  zu  reducieren,  nämlich 
auf  das  ,,Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl^  und  das  „Princip 
der  Correspondenz^. 

Wahrscheinlich  ist  es  jedoch,  dass  man  in  nicht  ferner  Zeit  auch 
diese  beiden  Principe  rein  geometrisch  nachweisen  wird,  einerlei 
ob  es  dadurch  geschieht,  dass  man  die  Definitionen  der  geometrischen 
Gebilde  modificiert,  oder  dadurch,  dass  es  gelingt,  gewisse  fundamentale 
Beziehungen  zwischen  geometrischen  Gebilden,  welche  sich  bisher  viel- 
leicht ihrer  großen  Allgemeinheit  wegen  den  Betraditungen  entzogen 
haben,  oder  aber  ihrer  großen  Einfachheit  wegen  unbeachtet  blieben, 
festzustellen. 

Bis  dahin  mag  es  aber  erlaubt  sein,  die  Bewdse  für  die  beiden 
Principe  analytisch  zu  liefern« 

Wir  wollen  zunächst  das  erste  der  vorgenannten  Principe  auf- 
stdlen,  erklären  und  beweisen,  während  wir  das  zweite  an  anderem 
Orte  einer  eingehenderen  Betrachtung  würdigen  werden. 

§.  10. 

In  der  analytischen  Geometrie  ist  jedes  geometrische  Gebilde 
durch  eine  Gleichung  zwischen  seinen  Goordinaten,  oder  richtiger  gesagt, 
durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Goordinaten  der  das  Gebilde  zu- 
sammensetzenden Baumelemente  darstellbar. 

In  einer  jeden  solchen  Gleichung  kömmt  eine  gewisse  Anzahl 
von  Gonstanten  (CoefiGcienten)  vor.  Die  Anzahl  dieser  Constanten  und 
ebenso  ihre  Zusammensetzung  in  der  Gleichung  hängt  lediglich  von 
der  Definition  des  bezüglichen  geometrischen  Gebildes  ab.  Die  Werte 
oder  die  Größe  derselben  sind  jedoch  von  der  Definition  ganz  unab- 
hängig, so  zwar,  dass  wenn  man  in  derselben  Gleichung  die  Werte  der 
Constanten  beliebig  ändert,  durch  dieselbe  doch  stets  wieder  nur  Ge- 
bilde, welche  derselben  Definition  Genüge  leisten,  dargestellt  erscheinen« 
Ferner  ist  einleuchtend,  dass  es  bei  der  Auflösung  eines  geometrischen 
Problemes  mit  Hilfe  der  Analysis,  immer  darauf  ankömmt,  die  Goordi- 
naten von  Punkten  und  geraden  Linien  zu  bestimmen,  d.  h.  aus  einer 
bestimmten  Anzahl  von  Gleichungen  die  (Goordinaten)  unbekannten 
festzustellen. 

Jede  von  diesen  Gleichungen  drückt  eine  geometrische  Be- 
ziehung oder  eine  geometrische  Bedingung  aus.    Die  Constanten  in 


derselben  bangen  aber,  wie  soeben  gesagt  wurde,  bezüglich  der  An- 
zahl und  Zusammensetzung ,  von  der  Definition  der  erwähnten  geo- 
metrischen Beziehung  oder  Bedingung  ab,  während  ihre  Oröße,  resp. 
ihr  Wert,  bloß  von  zuftlligen  Verhältnissen,  wie  beispielsweise  durch 
die  Lage  gegen  das  Coordinatensjstem  bedingt  ist. 

Eine  Änderung  der  Werte  der  Constanten  in  jenen  Gleichungen 
drückt  daher  nichts  weiter  als  eine  Lagenveränderung,  eine  Größen- 
Veränderung  oder  auch  eine  Größen-  und  Lagen  Veränderung  der  in 
Beziehung  zu  einander  stehenden  Gebilde  aus,  ohne  dass  deren  wesent- 
liche (durch  die  Definition  festgestellte)  Natur  dadurch  irgend  eine 
Änderung  erfährt.  Ferner  ist  aber  auch  bekannt,  dass  die  Änderung 
der  Constantenwerte  in  einer  Gleichung  die  Anzahl  der  Wurzeln 
nicht  ändert. 

Findet  man  trotzdem  bei  einer  gewissen  Änderung  dieser  Werte 
auch  nur  eine  Wurzel  mehr,  als  früher,  so  besitzt  die  Gleichung  un- 
endlich viele  Wurzeln,  weil  sie  identisch  geworden  ist. 

Diese  Eigenschaft  gibt  mit  Beziehung  auf  das  früher  Erörterte 
folgenden  allgemeinen  Satz,  welcher  von  Prof.  H.  Schubert 
^Abzählende  Geometrie,  Glebsch  Annalen  für  Mathematik,  Band  10) 
aufgestellt  und  als  „Princip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl^ 
bezeichnet  wurde  ^). 

1.  f^Die  Anzahl  der  geometrischen  Gebilde,  welche  gewissen  gegebenen 
Bedingungen  genügen,  oder  gewisse  gegebene  Beziehungen  erfüllen^ 
bleibt  entweder  ungeändert^  oder  sie  wird  unendlich  groß,  wenn  man 
die  gegenseitige  Lage  und  die  Form  der  den  gegebenen  Beziehungen  und 
Bedingungen  entsprechenden  (gegebenen)  geometrischen  Gebilde  na,ch 
Belieben  ändert,  ohne  jedoch  deren  tvesentliche  Definition  zu  verletzen.^ 

Das  aufgestellte  Gesetz  werden  wir  in  der  Folge  immer  in  einer 
der  yier  nachstehenden  Formen  anwenden. 

a)  j^Die  Anzahl  der  resultierenden  geometrischen  Gebilde  bleibt 
erhallen,  oder  sie  wird  unendlich  groß,  wenn  man  den  gegebenen  Ge- 
bilden speciellere  Lagen  im  Baume  ertheilt,  dieselben  also 
beispielsweise  etwa  in  unendliche  Entfernung  rückt.  ^ 

b)  yjDie  Anzahl  bleibt  erhalten  oder  wird  unendlich,  wenn  man 
den  gegAenen  Gebilden  speciellere  Lagen  zu  einander  er- 
iheüt;  beispielsweise  also  etwa  für  gegebene  sich  nicht  schneidende 
Geraden^  sich  schneidende  Geraden  substituiert." 

c)  yjEine  Anzahl  bleibt  erhalten  oder  sie  wird  unendlich  groß, 
wenn  man  an  Stelle  der  gegebenen  allgemeinen  Gebilde  speciellere 
Gebilde,  welche  aber  derselben  Definition  entsprechen  müssen,  wie 
die  ersteren,  treten  lässt.^ 
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d)  j^Eine  Anzahl  wird  unter  Voraussetzung  einer  oder  mehrerer 
der  eben  angegebenen  Spedalisiriingen  nothwendig  unendlich  groß^  wenn 
sich  für  dieselbe  ein  größerer  Wert  ergibt,  als  der  der  constanten 
Anzahl  bei  anderen  Lagen.^ 

§.  11. 

Die  einfachsten  Anwendungen  des  Principes  von  der  Erhaltang 

der  Anzahl. 

Eine  Curve  m-ter  Ordnung  wurde  als  eine  solche  definiert,  welche 
D[iit  einer  beliebigen  Ebene  höchstens  m  Punkte  gemein  hat.  Nach 
dem  Princip  ^von  der  Erhaltung  der  Anzahl^  muss  aber  dann  auch 
jede  andere  Ebene  mit  der  Curve  m  Punkte  gemein  haben. 

Zum  besseren  Verständnis  mag,  wenigstens  für  den  Anfang,  noch 
die  analytische  Anschauung  beigezogen  werden. 

Bekanntlich  entspricht  einer  Ebene  eine  Gleichung  vom  ersten 
Grade.  Hat  nun  eine  Curve  (m-ter  Ordnung)  mit  dieser  Ebene  m 
Punkte  gemein,  so  müssen  die  Coordinanten  der  letzteren  die  gemein- 
schaftlichen Wurzeln  der  Gleichung  der  Ebene  und  der  Gleichungen 
der  Curve  vorstellen,  woraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  der  Curve 
vom  w-ten  Grade  sind. 

Dann  haben  aber  besagte  Curvengleichungen  mit  jeder  anderen 
Gleichung  vom  ersten  Grade  ebenfalls  m  Wurzeln  gemein;  die  Curve 
wird  also  von  jeder  anderen  Ebene  gleichfalls  in  m  Punkten  getroffen. 
Selbstverständlich  ist,  dass  bei  allen  derartigen  „Anzahlen'^  die 
imaginären  Elemente  immer  mitgerechnet  werden« 

Auf  Grund  dieser  Betrachtung  erhalten  wir  für  die  Ordnung 
einer  Curve  folgende  präcisere  Definition: 

jjJEine  Curve  m-ter  Ordnung  ist  eine  solchCf  welche  mit  jeder 
Ebene  m  Funkte  gemein  hat,^ 

Und  analog  ergibt  sich  für  Curven  n-ter  C lasse  die  Defi- 
nition: 

j^Ehie  Curve  n-ter  Classe  ist  eine  solche,  von  welcher  stets  n 
Erzeugende  (Geraden)  eine  beliebige  Gerade  schneiden.^ 

Hat  eine  Curve  m-ter  Ordnung  mit  einer  gewissen  Ebene  mehr 
als  m  Punkte  gemein,  so  hat  sie  mit  dieser  Ebene,  nach  der  Form 
d)  des  Princips  von  der  Erhaltung  der  Anzahl,  nothwendig  unendlich 
viele,  also  alle  Punkte  mit  dieser  Ebene  gemein,  d.  h.  mit  anderen 
Worten,  die  Curve  liegt  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in  der  be- 
treffenden Ebene.  Dies  ist  der  Grund,  warum  man  eine  solche  Curve 
eine  „ebene  Curve  w-ter  Ordnung"  nennt. 

Wir  können  somit  den  Satz  aufstellen: 
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2.  jtJSat  eine  Curve  m-ter  Ordnung  mit  einer  getvissen  Ebene 
mehr  als  m  Punkte  gemein^  so  ist  dieselbe  eine  ebene  Curve  "^ 

§.  12. 

Betrachten  wir  den  Schnitt  einer  ebenen  Curve  m-ter 
Ordnung  mit  einer  beliebigen  Ebene.  Bezeichnen  wir  kurz  die 
Ebene  der  Curve  mit  P  und  die  schneidende  Ebene  mit  8. 

Die  Ebene  8  schneidet  die  Curve  der  Voraussetzung  nach  in  m 
Punkten.  Da  jedoch  die  Curve  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in  der 
Ebene  P  liegt,  so  ist  klar,  dass  die  genannten  m  Schnittpunkte  in 
der  Schnittlinie  der  Ebenen  P  und  8y  also  in  einer  Geraden  liegen 
müssen.    Es  folgt  mithin  der  Satz: 

3.  j^Eine  ebene  Curve  m-ter  Ordnung  hat  mit  jeder  in  ihrer 
Ebene  liegenden  Geraden  m  Punkte  gemein.^ 

§.  13. 

Zu  einem  analogen  Besultate  gelangt  man  auch  für  die  Cur- 
ven  als  Enveloppen  gerader  Linien;  doch  müssten  wir  dies- 
bezüglich zuerst  nachgewiesen  haben,  dass  sich  zwei  unmittelbar  auf 
einander  folgende  Lagen  der  Erzeugenden  immer  schneiden  müssen. 
Nachdem  letzteres  aber  einer  erst  später  folgenden  Betrachtung  vor- 
behalten ist,  wollen  wir  den  nachstehenden  Weg  einschlagen. 

Wir  nennen  eine  ebene  Curve  w-ter  Classe  eine  solche, 
deren  sämmtliche  Erzeugenden  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  und  deren  je  n  eine  beliebig  angenommene 
Gerade  schneiden.  Es  ist  sofort  einleuchtend,  dass  eine  Gerade,  welche 
von  mehr  als  n  Erzeugenden  getroffen  wird,  nach  der  Form  d)  über- 
haupt von  allen  Erzeugenden  geschnitten  werden  muss,  d.  h.  in  der 
Ebene  der  Enveloppe  liegt.     Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

4.  „  Wird  eine  beliebige  Gerade  von  mehr  als  n  Erzeugenden 
einer  ebenen  Curve  n-ter  Classe  getroffen^  so  liegt  sie  in  der  Ebene 
dieser  Curve,  und  wird  von  allen  übrigen  Erzeugenden  geschnitten.^ 

§.  14 

Jede  nicht  in  der  Ebene  der  Curve  liegende  Gerade  wird  von 
n  Erzeugenden  der  Curve  getroffen.  Dieses  Treffen  kann,  nachdem 
alle  Erzeugenden  in  derselben  Ebene  li^en,  nur  in  demjenigen  Punkte 
stattfinden,  in  welchem  die  gewählte  Gerade  die  Ebene  der  Curve 
schneidet.  Hieraus  ergibt  sich  für  die  Classe  einer  ebenen 
Curve  folgende  specielle  Definition: 

„Eine  ebene  Curve  n-ter  Classe  schickt  je  m  Ergeugende  durch 
eifien  beliebigen  Punkt  ihrer  Ebene.^ 
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§  15. 

Diejenigen  Curven,  seien  es  Ortscurven  oder  Enveloppen, 
deren  erzeugende  Elemente  (Punkte  oder  Gerade)  nicht  sämmtlich 
in  einer  Ebene  liegen,  heißen  „Curven  doppelter  Krümmung, 
windschiefe  Curven"  oder  werden,  wie  es  am  häufigsten  vor- 
kömmt, mit  dem  Namen  ^Baumcurven"  bezeichnet.  Wir  wollen  uns 
»mächst  speciell  mit  den  ebenen  algebraischen  Curven  beschäftigen. 

§.  16. 
Allgemeine  Eigensohafton  der  ebenen  algebraischen  Carven. 

Eine  ebene  Curve  m-ter  Ordnung  hat  mit  jeder  Geraden  in  ihrer 
Ebene  m  Funkte  gemein.  Existiert  nun  eine  bestimmte  Lage  der 
Geraden,  in  welcher  dieselbe  mit  der  Curve  mehr  als  m  Punkte 
gemein  hat,  so  hat  sie,  nach  dem  Principe  von  der  „Erhaltung  der 
Anzahl"  (Form  d),  nothwendig  alle,  also  unendlich  viele  Punkte  gemein; 
jeder  Punkt  der  Geraden  ist  somit  zugleich  ein  Punkt  der  Curve, 
oder  die  Gerade  selbst  bildet  einen  Bestandtheil  der  Curve  m-ter 
Ordnung. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  jede  andere  Gerade  in  der  Ebene  der 
Curve,  da  sie  mit  der  Curve  m  Punkte,  mit  der  bezeichneten  Geraden 
jedoch  einen  Punkt  gemeinscliaftllch  hat,  mit  dem  noch  übrigen  Beste 
{m  —  1)  Punkte  gemein  haben  muss.  Hieraus  folgt,  dass  in  diesem 
Falle  die  Curve  m-ter  Ordnung  aus  einer  Geraden  und  einer  Curve 
(m— l)-ter  Ordnung  besteht. 

Dass  ein  solcher  Fall  eintreten  kann,  zeigt,  mit  Zuhilfenahme 
der  Analysis,  folgende  einfache  Überlegung. 

Eine  Gleichung  m-ten  Grades  zwischen  den  Coordinaten  reprä- 
sentiert, wie  bereits  frQher  gezeigt  wurde,  eine  Curve  m-ter  Ordnung. 
Besteht  nun  diese  Gleichung  aus  einem  Factor  des  (m — l)ten  Grades 
ujmI  einem  Factor  ersten  Grades,  so  werden  olBfenbar  die  Coordinaten 
der  durch  den  letzteren  Factor  dargestellten  Geraden,  der  vollständigen 
Curvengleichung  genügen,  da  sie  den  betreffenden  Factor  gleich  Null 
machen.  Die  durch  den  linearen  Factor  repräsentierte  Gerade  bildet 
also  einen  Theil  der  Curve  m-ter  Ordnnng.  Der  Best  ist  durch  eine 
Curve  (m — l)-ter  Ordnung  dargestellt,  welcher  der  Factor  (m — l)-ten 
<jtr«des  als  Glaidhung  eflttsprieht 

Wir  können  aber  noch  weiter  gehen.  Denken  wir  uns  das 
Product  von  mehreren  Gleichungen  gebildet  und  setzen  wir,  um  einen 
bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  ein  Product  voraus,  welches 
aus  drei  Factoren  m^,  m,  und  m^'-ten  Grades  besteht.  Das  Product  ist 
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sodann  von  m,  -[-  w,  +  w,  =  w-ten  Grade  und  stellt  eine  Curve  der 
w,  +  ^Wj  +  mg  =  w-ten  Ordnung  vor. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  gewisse  Coordinaten  den  einen  Factor  gleiok 
0  (Null)  machen,  sie  die  ganze  Froductgleichung  auf  0  (Null)  bringen. 
Hieraus  folgt,  dass  alle  Coordinaten,  welche  einen  oder  den  anderen 
der  drei  Factoren  gleich  Null  machen,  der  Froductgleichung  genügen, 
d.  h.  dass  die  durch  die  drei  Factoren  repräsentierten  Curven  mi-ter, 
Wj-ter  und mg-ter  Ordnung,  zusammen  die  Curve  m^-^-m^  +  fn^^m-ter 
Ordnung  bilden. 

Aus  diesem  Ergebnisse  ziehen  wir  die  überaus  wichtige  Folgerung, 
dass  eine  Curve  w-ter  Ordnung  keine  wirkliche  Curve  w-ter  Ordnung 
sein  muss,  sondern  dass  dieselbe  aus  Curven  niederer  Ordnung  bestehen 
könne,  deren  Ordnungssumme  gleich  m  ist. 

Das  gleiche  Besultat  ergibt  sich  aber  auch  direct  aus  der  Defi- 
nition einer  ebenen  Curve  w-ter  Ordnung. 

Diese  Definition  verlangt  eben  nur,  dass  die  Curve  m-ter  Ordnung 
mit  einer  beliebigen  Geraden  ihrer  Ebene  m  Punkte  gemein  habe. 

Sind  nun  mehrere  Curven  von  den  bezuglichen  Ordnungen  m,^ 
m,....  niny  deren  Summe  gleich  m  ist,  vorhanden,  so  wird  jede  Ge- 
rade  mit  diesen  Curven  m,,  m^,  ....nin  Punkte,  im  ganzen  also  tn 
Punkte  gemein  haben. 

Auf  Grund  der  Definition  gelangen  wir  sonach  zu  dem  Schlüsse, 
dass  die  Gesammtheit  dieser  Curven  eine  Curve  oder  einen  Ort  der 
w-ten  Ordnung  vorstelle. 

Curven  tw-ter  Ordnung,  welche  nicht  aus  zwei  oder  mehreren 
Curven  niederer  Ordnung  bestehen,  wollen  wir  „eigentliche  oder 
einfache  Curven  m-ter  Ordnung"  heißen,  und  solche  Curven, 
welche  aus  zwei  oder  mehreren  Curven  niederer  Ordnung  zusammen- 
gesetzt sind,  „ausgeartete"  oder  „degenerierte"  Curven  w-ter 
Ordnung"   nennen. 

§.  17. 

In  gleicher  Weise  können  wir  die  Curven  w-ter  Classe  ein- 
theilen  in  „eigentliche"  Curven  n-tor  Classe  und  in  „degene- 
rierte" oder  „ausgeartete"  Curven  w-ter  Classe,.  je  nachdem 
dieselben  nicht  in  Theilcurven  niederer  Classe  zerfallen  oder  solche 
Bestandtbeile  wirklich  vorhanden  .sind. 

Die  Theilcurven,  in  welche  Curven  w-ter  Ordnung,  resp.  Curven 
n-ter  Classe  zerfallen,  sind,  was  ihre  Natur  anbelangt,  vorderhand 
gleichgiltig,"  nothwendige  Bedingung  ist  nur,  dass  im  ersten  Falle  die 
Summe  ihrer  Ordnungen,  im  zweiten  Falle  die  Summe  ihrer  Classen 
beziehungsweise  gleich  m  oder  gleich  n  sei. 
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So  kann  beispielsweise  eine  Gurve  dritter  Ordnang  aus  drei  Ge- 
raden bestehen,  oder  aus  einer  Oeraden  und  einer  Carve  zweiter 
Ordnung  (Kegelschnitt).  Eine  Curve  dritter  Classe  aus  drei  Punkten 
(als  Enveloppen  erster  Classe  betrachtet)  oder  aus  einem  Punkte  und 
einer  Curve  zweiter  Classe  (Kegelschnitt).  Eine  Curve  m-ter  Ordnung 
kann  in  m  Geraden  und  eine  Curve  n-ter  Classe  in  n  Punkte  dege- 
nerieren. 

§.  18. 

Vermittelst  dieser  Eigenschaften  und  des  Prinoipes  von  der  Er- 
haltung der  Anzahl,  kann  man  ohne  jedwelche  Schwierigkeit  eine 
Beihe  fundamentaler  Eigenschaften  der  algebraischen 
Curven  ableiten. 

Vor  allem  ist  es  wichtig,  die  Zahl  der  Punkte  festzustellen, 
welche  zwei  Curven  von  den  Ordnungen  m^  und  m,  gemeinschaftlich 
sind,  und  die  Anzahl  der  Erzeugenden,  welche  zwei  Curven  von  den 
Classen  n^  und  n,  gemein  haben,  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  von  der  Form  c)  des  Principes 
von  der  Erhaltung  der  Anzahl,  Gebrauch. 

Um  nämlich  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  einer  Curve  m,-ter 
Ordnung  mit  einer  Curve  m^-ter  Ordnung  zu  ermitteln,  substituieren 
wir  für  die  eine  der  beiden  Curven  eine  besondere  Curve  der- 
selben Ordnung,  welche  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  leicht 
ermöglicht. 

Dies  wird  wohl  am  einfachsten  geschehen,  wenn  wir  beispielsweise 
die  Curve  m^-ter  Ordnung  als  eine  degenerierte  ansehen,  d.h.  vor- 
aussetzen, dass  sie  in  m,  gerade  Linien  zerfalle.  Jede  dieser  Geraden 
trifft  die  Curve  mj-ter  Ordnung  in  m,  Punkten,  so  dass  im  ganzen 
m^  m,  Schnittpunkte  der  Curve  m^-ter  Ordnung  und  der  degenerierten 
Curve  m^-ter  Ordnung  existieren. 

Was  aber  fQr  die  degenerierte  Curve  gilt,  muss  nach  dem  Er- 
haltungsprinoipe  offenbar  auch  für  eine  eigentliche  Curve  gelten,  da 
erstere  bloß  eine  specielle  Form  der  letzteren  vorstellt. 

Wir  gelangen  mithin  zu  dem  Satze: 

5.  j^Zwei  Curven  von  den  Ordnungen  m^  resp.  m^  haben  m^m^ 
Funkte  gemein ^.*^ 

§.  19. 

In  analoger  Weise  kann  vorgegangen  werden,  um  die  Anzahl 
der  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  einer  Curve  n^-ter 
Classe  und  einer  Curve  n^-ter  Classe  zu  bestimmen. 

Wir  ersetzen  diesfalls  die  Curve  n^-ter  Classe  gleichwertig 
durch  n,  Punkte.    Jeder  dieser  Punkte  hat,  als  Enveloppe  betrachtet, 
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mit  der  Gurve  ni-ter  Classe  n^  Erzeugende  gemein.  Die  Gurve  n^-ter 
Cla&se  wird  mithin  mit  der  degenerierten  Gurve  n,-ter  Giasse  n,  n. 
Erzeugende  gemein  haben.  Was  aber  für  die  degenerierte  Gurve  gilt, 
hat  auch  fQr  jede  eigentliche  Gurve  nach  der  Form  c)  des  Erhaltungs- 
principes  seine  Richtigkeit. 

Es  gilt  folglich  allgemein  der  Satz: 

6.  j^Zwei  Curven  n^-ter  und  n^-ter  Classe  hohen  »,  w.  Er- 
zeugende  (Gerade)  gemein.^ 

§.  20. 

Tangenten,  fier&hrnngspnnkte,  Doppelpunkte,  RQckkehrpunkte,  Doppel- 
tangenten nnd  Inflexionstangenten  algebraischer  Curven. 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  einer  Gurve  m-ter  Ordnung  hat 
mit  dieser  m  Punkte  gemeinschaftlich,  und  wird  eine  ^Seoante^ 
der  Gurve  genannt.  Fallen  jedoch  zwei  von  den  m  Schnittpunkten 
zusammen,  geht  also  die  Secante  insbesondere  durch  zwei  unmittelbar 
aufeinander  folgende  Lagen  des  erzeugenden  Punktes,  so  nennt  man 
in  diesem  Falle  die  Secante  eine  „Tangente^  der  Gurve  und  die 
beiden  zusammenfallenden  oder  benachbarten  Gurvenpunkte^  welche 
diese  Tangente  enthält,  ihren  „Berahrungspunkf*. 

Da  dieser ' Berührungspunkt  zwei  Schnittpunkte  der  Gurve 
mit  der  Tangente  repräsentiert,  so  folgt,  dass  außer  demselben 
die  Tangente  mit  der  Gurve  noch  m  — 2  Punkte  gemein  hat.  Daher 
der  Satz: 

7.  jfJede  Tangente  einer  Curve  m-ter  Ordnung  hai  mit  der 
Ourve  außer  dem  (doppelteählenden)  Berührungspunkte  noch  m  —  2 
Punkte  gemein.^ 

Wenn  m=z  2  ist,  die  Gurve  also  einen  Kegelschnitt  vorstellt, 
so  wird  m  —  2=0,  d.  h.  die  Tangente  eines  Kegelschnittes  hat  mit 
diesem,  außer  dem  doppelt  zählenden  Berührungspunkte; 
keinen  weiteren  Punkt  gemein. 

Wenn  weiters  m  =  1  ist,  die  Gurve  also  eine  Gerade  darstellt, 
so  wird  dieselbe  von  jeder  Geraden  in  ihrer  Ebene  bloß  in  einem 
Punkte  getroffen.  Soll  also  eine  Gerade  die  vorbezeichnete  Gerade 
berühren,  d.  h.  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  mit  ihr  gemein 
haben,  so  folgt  unbedingt,  weil  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
(2)  die  Ordnungszahl  (1)  übersteigt,  dass  sie  auch  alle  andern  Punkte 
mit  ihr  gemein  hat.    Hiernach  gilt  der  Satz: 

8.  j^Die  gerade  Linie  ist  in  jedem  ihrer  Punkte  ihre  eigene 
Tangente.^ 
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§.  21. 

Analoge  Betrachtungea  können  nunmehr  auch  für  Curven  n-ter 
C lasse  angestellt  werden. 

Eine  Curve  «^ter  Classe  hat  mit  jedem  in  ihrer  Ebene  liegenden 
Punkte  n  Erzeugende  gemein,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  ihrer  Ebene 
gehen  n  Erzeugende. 

Nehmen  wir  nun  zunächst  den  besonderen  Fall  an,  dass  der 
genannte  Punkt  mit  dem  Schnittpunkte  zweier  auf  einander  folgenden 
Erzeugenden  zusammenfalle.  Dies  vorausgesetzt,  lassen  sich  durch 
den  besagten  Punkt  außer  den  beiden  genannten  Erzeugenden  nur 
noch  n  —  2  Erzeugende  legen.  Nennen  wir  einen  solchen  Punkt  einen 
„Berührungspunkt^,  so  folgt,  analog  einer  früheren  Betrachtung, 
der  Satz: 

9.  „Durch  einen  Punkt  einer  Curve  'n-ter  Classe  lassen  sich, 
außer  den  beiden  durch  ihn  gehenden  unmittelbar  aufeinander  fol- 
genden Erzeugenden,  noch  n  —  2  Erzeugende  legen,^ 

§.  22. 

Gonstruiert  man  zu  allen  Punkten  einer  Curve  m-ter  Ordnung 
die  Tangenten,  so  bilden  dieselben  ein  System  von  Geraden,  als  deren 
Enveloppe  die  obige  Curve  betrachtet  werden  kann.  Hieraus  ist  zu 
ersehen,  dass  jede  Lage  der  erzeugende^n  Geraden  die  Enve- 
lopjpe  berührt,  oder  mit  anderen  Worten,  zwei  zusammenfallende 
Punkte  mit  ihr  gemein  hat. 

Bezüglich  dieses  Zusammenhanges  ist  noch  Folgendes  anzuführen : 

Denken  wir  uns  drei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte 
1,  2  und  3  einer  Ortscurve,  so  bestimmen  die  Punkte  1  und  2 
ebenso  wie  die  Punkte  2  und  3  eine  Tange&te.  Diese  beiden  Tan- 
genten folgen  offenbar  unmittelbar  aufeinander  und  sehneiden  sich 
in  dem  Punkte  2  der  Curve.  Denkt  man  sich  nun  zu  einer  Punkts- 
curve  ihre  sämmtlichen  Tangenten  hinzu,  so  folgt  aus  der  ange- 
stellten Betrachtung,  dass  die  Schnittpunkte  der  unmittelbar  aufein- 
ander folgenden  Tangenten  der  Curve  selbst  angehören. 

Eine  weitere  Folge  der  vorhergehenden  Betrachtung  ist,  dass 
eine  jede  HüUcurve  oder  Enveloppe  als  Ortscurve  der 
Schnittpunkte  unmittelbar  aufeinander  folgender  Ge- 
raden (Erzeugenden)  betrachtet  werden  kann. 

Auf  jeder  Erzeugenden  liegen  demgemäß  zwdi  unmittelbar  auf 
einander  folgende  Punkte  der  Curve,  nämlich  die  beiden  Schnitt- 
punkte mit  der  unmittelbar  vorhergehenden  und  der  unmittelbar 
folgenden  Erzeugenden.  Diese  beiden  unmittelbar  auf  einander  folgenden 
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Caryenpunkte  der  Enveloppe  auf  jeder  ihrer  erzeugenden  Tangente 
repräsentieren  den  Berührungspunkt  der  letzteren.  Wir  können 
mithin  den  Satz  aufstellen: 

10.  j^Jede  Ortscurve  kann  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten  und 
^umgekehrt  ^  jede  Enveloppe  als  Punktcurve  ihrer  Berührungspunkte 
betrautet  werden.^ 

Die  Beziehung,  welche  diesfalls  zwischen  der  Ordnung  und 
der  Ciasse  einer  und  derselben  Curve  besteht,  wird  Gegenstand 
einer  späteren  Untersuchung  sein. 

§.  23. 

Eine  Curve  kann  besondere  Formen  zeigen,  welche  auf  der  Natur 
ihres  Erzeugungsgesetzes  beruhen. 

Insbesondere  können  sich  gewisse  besondere  Lagen  der  erzeugenden 
Elemente  durch  ausgezeichnete  Eigenschaften  von  den  übrigen  unter- 
scheiden. Man  nennt  solche  besondere  Elemente  einer  Curve  deren 
„ausgezeichnete"  oder  „singulare  Elemente^  oder  kurz  die 
„Singularitäten"  der  Curve. 

Wir  wollen  nun  /die  wichtigsten  Singularitäten  der  ebenen 
Gurren  aufzählen,  sowie  die  wesentlichsten,  die  Singularitäten  betref- 
fenden Sätze  aufstellen. 

§.  24. 
Singularitäten  ebener  Garven. 

Auf  das  Vorhandensein  und  namentlich  auf  die  Zahl  der  aus- 
gezeichneten und  singulären  Elemente  einer  Curve  stützen  sich  so  viele 
Untersuchungen,  dass  es  wichtig  erscheint,  ihre  Natur  eingehender  zu 
studieren.  Bei  Punktcurven  entsteht  ein  singuläres  Element, 
wenn  der  die  Curve  erzeugende  Funkt  zwei-  oder  mehrmal  dieselbe 
Lage  einnimmt;  das  bezeichnete  Element  wird  sodann  ein  Doppel- 
punkt, resp.  ein  vielfacher  Punkt  genannt. 

Bei  Enveloppen  entsteht  ein  singuläres  Element,  wenn  die  er- 
zeugende Tangente  zwei-  oder  mehreremal  dieselbe  Lage  einnimmt; 
dieselbe  wird  in  diesem  Falle  beziehungsweise  eine  Doppeltangente 
oder  eine  vielfache  Tangente  der  Curve  sein. 

A.  Doppelpunkte  und  vielfache  Punkte  ebener  Carven. 

Im  Falle  eine  Curve  ein^n  Doppelpunkt  Ä  (Taf.  I,  Fig.  1)  be- 
sitzt, so  wird  der  erzeugende  Curvenpunkt  im  allgemeinen  das  erste- 
mal von  einem  Nachbarpunkte  a,,  das  zweitemal  von  einem  anderen 
NachbarpuuKte  o,  in  die  Lage  Ä  gelangen.  Die  beiden  im  Punkte  Ä  sich 

P«sclika,  Dustelleiide  n.  projeeüTe  Oeomeirie.   II.  2 
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durchschneidenden  Curvenzweige  besitzen  also  im  allgemeinen  in  diesem 
Punkte  zwei  von  einander  verschiedene  Tangenten ^la,  oder  t^ 
und  A  a,  oder  t^. 

Jede  Gerade,  welche  durch  den  Doppelpunkt  geht,  hat  in  dem- 
selben zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein,  indem  man  den  besagten 
Punkt  A  einmal  als  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  dem  einen  Curven- 
zweige, das  anderemal  aber  als  Schnittpunkt  mit  dem  zweiten  Curven- 
zweige aufzufassen  bat. 

Von  der  Richtigkeit  des  Gesagten  kann  man  sich  leicht  die 
Überzeugung  dadurch  verschaffen,  dass  man  zunächst  eine  Gerade  g 
annimmt,  welche  nahe  bei  dem  Doppelpunkt  vorbei,  nicht  aber  durch 
ihn  selbst  geht;  eine  solche  Gerade  g  wird  die  beiden  Curvenzweige 
c,  und  C9  in  den  Punkten  p^  und  p^  schneiden.  Nähert  sich  die 
Gerade  g  dem  Doppelpunkte  A  so  lange,  bis  sie  mit  demselben  zu- 
sammentrifft ,  so  werden  sich  auch  die  beiden  Punkte  p^  und  p^  dem 
Punkte  A  ohne  ünterlass  nähern,  bis  sie  endlich  mit  demselben  zu- 
sammenfallen. 

Auf  diese  Eigenschaft  stützt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

11.  j^Besüsft  eine  Curve  n-ter  Ordnung  einen  Doppelpunkt^  so 
schneidet  jede  durch  letzteren  gehende  Gerade  dieselbe  in  n-^Z  weiteren 
Punkten,'^ 

Von  diesen  n — 2  Punkten  fällt  aber  für  die  beiden  Tangenten  t^ 
und  t^  noch  je  einer  (a,,  resp.  a,)  mit  dem  Doppelpunkte  A  selbst  zu- 
sammen, so  dass  ^1  und  t^  mit  der  Curve  im  Doppelpunkte  drei  zu- 
sammenfallende Punkte  gemein  haben.     Daher  der  Satz: 

12.  y^Jede  der  beiden  Tangenten  einer  Curve  n-ter  Ordnung  in 
einem  Doppelpunkte  hat  mit  der  Curve  in  letzterem  drei  Punkte,  und 
weiterhin  noch  n — 3  Punkte  gemein.^ 

§.  25. 

Nach  der  speciellen  Form  des  Erzeugungsgesetzes  kann  auch  der 
Fall  eintreten,  dass  die  beiden  Tangenten  der  Curve  im  Doppelpunkte 
in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammenfallen.  Unter  solchen 
Verhältnissen  hat  die  Curve  im  Doppelpunkte  nicht  mehr  die  Form 
einer  Schleife,  sondern  jene  einer  Spitze,  wie  in  (Tafel  I,  Fig.  2a 
und  2b)  ersichtlich  ist.  Hiebei  können  die  beiden  Curvenzweige  ent- 
weder auf  verschiedenen  Seiten  (Taf.  I,  Fig.  2  a)  der  Tangente  oder 
auf  derselben  Seite  (Taf.  I,  Fig.  2b)  der  Tangente  liegen. 

Eine  derartige  besondere  Singularität  heißt  eine  ^Spitze*^  oder 
auch  ein  „Rückkehr-",  „Cuspidal-**  oder  „stationärer  Punkt**, 
und  die  zugehörige  Tangente  t  daher  eine  „Rückkehr-",  „Cuspidal-" 
oder  „stationäre  Tangente^. 
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Aaf  Grund  der  früheren  Erl&uteriing  des  „Doppelpunktes^  könnte 
man  leicht  auf  den  Gedanken  kommen,  dass  ein  Bückkehrpunkt 
dann  entstehe,  wenn  sich  zwei  Curvenzweige  in  einem  Punkte  Ä 
(Taf.  I,  Fig.  3)  berühren,  d.  h.  wenn  dieselben  in  Ä  eine  gemein- 
sehaftliche  Tangente  ^|  t^  besitzen.  Nun  hätte  aber  die  besagte  Tan- 
gente mit  der  Curve  in  ^  nicht  drei  Punkte ,  wie  es  bei  jedem 
Doppelpunkte  und  Bückkehrpunkte  der  Fall  ist,  sondern  vier  Punkte, 
n.  zw.  mit  jedem  Curvenzweige  je  zwei  zusammenfallende  Punkte  ge- 
mein. Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  eine  solche  Berührungsstelle  keinen 
Bflckkehrpunkt,  sondern  eine  Singularität  höheren  Banges  vorstellt. 

Weiters  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  beiden  Tangenten 
im  Doppelpunkte  nicht  reell  sind.  In  diesem  Falle  scheint  es, 
als  ob  der  Doppelpunkt  Ä  (Taf.  I;  Fig.  4)  der  Curve  gar  nicht  an- 
gehöre, indem  derselbe  außerhalb  der  Ourve  liegt.  Einen  solchen  Punkt 
pflegt  man  einen  „isolierten^  oder  „conjugiert.en^  Funkt  der  Curve 
zu  nennen.  Dass  aber  ein  solcher  Punkt  ein  wirklicher  Doppel- 
punkt der  Curve  ist,  erkennt  man  aus  [seinen  sonstigen  Eigen- 
schaften. So  wird  beispielsweise  eine  beliebige^  durch  den  bezeich- 
neten Punkt  gehende  Gerade  die  Curve  nur  mehr  in  m  —  2  weiteren 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  schneiden. 

§.  26. 

Geht  eine  Curve,  oder  richtiger  gehen  n  Zweige  einerCurve 
durch  einen  festen  Punkt,  so  wird  dieser  ein  „n-f  acher  Punkt^ 
der  Cnrve  genannt. 

Jeder  der  Curvenzweige  besitzt  in  diesem  Punkte  eine  bestimmte 
Tangente,  so  dass  die  Curve  im  n-fachen  Punkte  n  Tangenten  besitzt, 
von  welchen  entweder  sämmtliche  reell  und  verschieden,  oder  theil- 
weise  zusammenfallend,  oder  auch  paarweise  imaginär  sein  können, 
wie  wir  weiter  unten  an  einem  Beispiele  darthun  wollen. 

Ein  n-facher  Punkt  einer  Curve  kann  immer  als  mehr- 
facher Doppelpunkt  angesehen  werden. 

Da  nämlich  durch  einen  derartigen  Pnnkt  n  Zweige  der  Curve  hin- 
durchgehen und  jeder  dieser  Zweige  mit  jedem  anderen  bereits  einen 
Doppelpunkt  der  Curve  bildet,  so  ist  offenbar  die  Anzahl  der  in  einem 
n-fachen  Punkte  vereinigten  Doppelpunkte  gleich  der  Anzahl  der 

Gombinationen  zu  zwei  zwischen  n  Elementen,  also   |  j)  =  ^7^    - 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

13.  j^Ein  n-facher  Funkt  einer  Curve  ist  äquivalent  mit  — ^ — '- 
Doppelpunkten. " 

2» 
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So  kann  beispielsweise  der  dreifachePunkt  (ABC)  (Taf.  1, 
Fig.  5h)  als  eine  Vereinigung  der  dre  i  Doppelpunkte  Ä,  B  und  C 
(Taf.  I,  Fig.  5a)  betrachtet  werden;  ebenso  kann  der  dreifache  Punkt 
{ABC)  (Taf.  I,  Fig.  6&)  mit  einer  gewöhnlichen  und  einer  Bückkehr- 
tangente  als  die  Vereinigung  zweier  Doppelpunkte  JS  und  G  (Taf.  I, 
Fig.  6a)  mit  einem  Bückkehrpunkt  A  und  ferner  der  drei- 
fache Punkt  (ABC)  (Taf.  I,  Fig.  76)  als  die  Vereinigung  zweier 
Bückkehrpunkte  B  und  C  mit  einem  Doppelpunkte  A  (Taf.  I, 
Fig.  7  a)  angesehen  werden. 

Ein  derartig  dreifacher  Punkt  ist,  ohne  Kenntnis  seiner  ander- 
weitigen Eigenschaften,  von  einem  gewöhnlichen  Gurvenpunkte  im  all- 
gemeinen nicht  zu  unterscheiden,  es  sei  denn,  dass  die  Curve  in  dem- 
selben eine  kaum  bemerkbare  schärfere  Krümmung  besitzt. 

Endlich  kann  ein  dreifacher  Punkt  noch  entstehen,  wenn 
ein  Curvenzweig  c^  (Taf.  I,  Fig.  8)  durch  einen  isolierten  Punkt 
ABC  hindurchgeht.  In  diesem  Falle  sind  zwei  von  den  Tangenten 
des  dreifachen  Punktes  imaginär  und  die  dritte  reell.  Ein  solcher 
Punkt  unterscheidet  sich  für  das  Auge  von  einem  gewöhnlichen 
Gurvenpunkte  gar  nicht. 

Je  höher  die  Vielfachheit  eines  Gnrvenpunktes  ist,  desto 
mannigfaltiger  sind  offenbar  auch  die  möglichen  Formen  desselben. 

Da  ein  r-facher  Punkt  einer  Gurve  ein  solcher  ist,  welcher 
gleichzeitig  r  Zweigen  der  Gurve  angehört,  so  ist  klar,  dass  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  die  Gur?e  in  diesem  Punkte  r-mal  schneidet, 
d.  h.,  dass  jede  durch  den  r-fachen  Punkt  gehende  Gerade  mit  der 
Gurve  in  diesem  Punkte  r  vereinigte  Punkte  gemein  hat. 

Ist  nun  die  Gurve  von  der  m-ten  Ordnung,  so  wird  dieselbe  von 
einer  derartigen  Geraden  in  noch  m—r  weiteren  Punkten  getroffen. 
Diese  ergeben  mit  den  r  im  r-fachen  Punkte  vereinigten  Schnitt- 
punkten die  m  —  r  +  r  =:z  m  Punkte,  welche  die  Gurve  w-ter  Ordnung 
mit  einer  Geraden  gemein  haben  muss. 

Eine  Gurve  m-ter  Ordnung  kann  keinen  (f»-}-l)-fachen  und  noch 
viel  weniger  einen  noch  höheren  Punkt  besitzen,  weil  jede  Gerade, 
welche  durch  denselben  hindurchgienge,  mit  der  Gurve  m  +  1,  d.  h. 
mehr  als  m  Punkte  gemein  haben  würde,  daher  selbst  einen  Theil  der 
Gurve  bilden  müsste,  was  offenbar  nicht  möglich  ist. 

§.  27. 
Besitzt  eine  Gurve   m-ter  Ordnung   einen   m-fachen  Punkt,   so 
wird  jede  Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  und  durch  einen  weiteren 
beliebigen  Curvenpnnkt   geht,   mit  der  Gurve  m  +  1  Punkte  gemein 
haben,  mithin  einen  Theil  der  Gurve  bilden. 
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Um  diesen  Fall  näher  zu  untersuchen,  denken  wir  uns  die  Curve 
tn-ter  Ordnung  durch  eine  Gerade  g  geschnitten,  welche  durch  den  m- 
fachen  Punkt  A  nicht  geht.  Die  sich  ergebenden  Schnittpunkte  seien 
1,  2j  3. . . .  m.  Verbindet  man  den  Punkt  1  mit  dem  m*fachen  Punkte 
A^  so  erhält  man  eine  Gerade,  welche  mit  der  Curve  m-ter  Ordnung 
m  4-  1  Punkte  gemein  hat,  also  selbst  einen  Bestandtheil  erster 
Ordnung   in  derselben  repräsentiert.    Das  gleiche  gilt  auch  von  den 

Geraden  2  A,  3A^  mA,  Nachdem  einerseits  diese  m  Geraden 

sämmtlich  der  Curve  m^ter  Ordnung  angehören  und  nachdem  sie  anderer- 
seits zusammen  selbst  einen  Ort  m-ter  Ordnung  bilden,  so  kann  offenbar 
kein  weiterer  Punkt  der  Ebene  mehr  der  Curve  angehören.  Es  gilt 
mithin  der  Satz: 

14,  y^Eine  Ortscurve  m-ter  Ordnung  mit  einem  m-fachen  Punkte 
besteht  aus  m  durch  diesen  Funkt  gehenden  Geraden.^ 

§.  28. 

Jede  Ortscurve  wird  offenbar  durch  eine  bestimmte  Anzahl  von 
„Ortsbedingungen"  gegeben  sein. 

Unter  einer  „einfachen  Ortsbedingung"  verstehen  wir  die- 
jenige, welche  fordert,  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe. 

Jede  andere  (zusammengesetzte  oder  mehrfache)  Ortsbedingung 
mag  eine  solche  sein^  welche  sich  auf  irgend  eine  bestimmte  Anzahl 
einfacher  Ortsbedingungen  reducieren  lässt,  oder  mit  anderen  Worten, 
welche  durch  die  Bedingung  ersetzt  werden  kann,  dass  die  Curve 
durch  eine  bestimmte  Anzahl  gegebener  Punkte  zu  fuhren  sei. 

Soll  eine  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  A  gehen,  so  ist 
dies  eine  einfache  Ortsbedingung ;  soll  dagegen  die  Curve  eine  bestimmte 
durch  A  gehende  Gerade  t  berühren,  so  ist  dies  nicht,  wie  es  dem 
ersten  Anscheinenach  dunkt,  eine  Tangenteubedingung,  sondern 
vielmehr  eine  Forderung,  welche  sich  als  eine  zusammengesetzte  und 
zwar  „zweifache  Ortsbedingung"  herausstellt. 

Denn,  soll  die  Curve  eine  Gerade  t  im  Punkte  A  berühren,  so 
heißt  dies  nichts  anderes,  als  dass  die  Curve  außer  dem  Punkte  A 
auch  noch  den  unmittelbar  auf  A  folgenden  und  gleichzeitig  den  der 
Geraden  t  angehörenden  Punkt  a  enthalte.  Die  genannte  Bedingung 
reduciert  sich  mithin  auf  die  beiden  einfachen  Ortsbedingungen 
j1,  a;  bildet  daher  eine  zweifache  Ortsbedingung. 

Hierbei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  zwei  unendlich  nahe  Punkte 
A  und  a  überhaupt  nicht  anders  gegeben  sein  können,  als  durch  einen 
dieser  Punkte,  beispielsweise  durch  A  und  durch  die  Richtung  t 
seiner  Verbindungslinie  Aa  mit  dem  anderen  Punkte,  a. 
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§•  29. 

Wenn  eine  Curve  in  einem  gegebenen  Pankte  Ä  einen  bestimm- 
ten Doppelpunkt  haben,  d.  h.  zwei  gegebene  durch  Ä  gehende 
Geraden  t^  und  t^  berühren  soll,  so  ist  dies  auf  Grund  des  Vorher- 
gegangenen leicht  als  eine  dreifache  Ortsbedingung  zu  erkennen^ 
da  die  Curve  durch  den  Punkt  Ä  und  durch  die  beiden  unmittelbar 
auf  Ä  folgenden,  beziehungsweise  auf  t^  und  t^  liegenden  Punkte 
a,  und  a,  —  im  ganzen  also  durch  drei  gegebene  Punkte  —  zu  gehen 
hat.  Ein  Doppelpunkt  mit  gegebenen  Tangenten  zählt  mithin 
für  eine  dreifache  oder  für  drei  einfache  Ortsbedingungen. 

Soll  nun  eine  Curve  -J-  r  (r  —  1)  gegebene  Doppelpunkte  (mit 
gegebenen  Tangenten-Paaren)  besitzen,  so  ist  diese  Forderung,  dem 
früheren  gemäß,  äquivalent  mit 

■?r(r-l) 

einfachen    Bedingungen,    indem  jeder    der   -^  r  (r  —  1)  gegebenen 
Doppelpunkte  für  drei  einfache  Bedingungen  gilt. 

Setzen  wir  aber  insbesondere  voraus,  die  Curve  solle  einen 
r-fachen  Punkt  mit  r  gegebenen  Tangenten  besitzen. 

Dieser  r-fache  Punkt  ist,  wie  nachgewiesen  wurde,  gleichwertig 
mit  -J-  r  (r — 1)  gewöhnlichen  Doppelpunkten,  und  würde  daher 
I  r  (r —  1)  einfache  Ortsbedingungen  repräsentieren,  wenn  nicht  die 
einzelnen  gegebenen  Bedingungen  wiederholt  mitgezählt  worden  wären. 
Es  wird  also,  um  zu  der  richtigen  Bedingungszahl  zu  gelangen,  noth- 
wendig  sein,  die  überzähligen  (wiederholt  gezählten)  Bedingungen  zu 
ermitteln  und  auszuscheiden. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Besitzt  eine  Curve  ■^r{r — 1)  getrennte  gegebene  Doppel- 
punkte mit  gegebenen  Tangentenpaaren,  so  zählt  dies,  wie  gezeigt 
wurde,  für  •|r(r — 1)  einfache  Bedingungen. 

Ist  aber  ein  r-facher  Punkt  mit  r  Tangenten  gegeben,  so  ist 
einleuchtend,  dass  jede  der  r  Tangenten  mit  jeder  anderen  Tangente 
ein  Tangentenpaar  für  einen  Doppelpunkt  repräsentiert. 

Der  r-fache  Punkt  löst  sich  somit  in  |  r  (r—  1)  gewöhnliche 
Doppelpunkte  auf. 

um  dies  näher  zu  erörtern,  legen  wir  dem  betrachteten  Gebilde 
folgende  Bezeichnungen  bei. 

Ä  sei  der  r-fache  Punkt,  ^, ,  t^,  t^.^  .tr  seien  die  r  durch  den- 
selben hindurchgehenden  Curventangenten.  Jede  derselben  hat  mit  der 
Curve  außer  dem  Punkte  Ä  auch  den  jeweilig  unmittelbar  folgenden 
Punkt  a^,  a^,...ar  gemein. 
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Nennen  wir  den  Doppelpunkt,  welcher  von  den  Curvenzweigen 
mit  den  Tangenten  i^  und  t^  gebildet  wird,  {ty  <,),  so  erhalten  wir 
die  Doppelpunkte: 

Die  Zahl  der  Doppelpunkte  ist  mithin,  wie  oben  hervorgehoben 
wurde,  durch  |  r  (r — 1)  ausgedrückt. 

Wären  diese  Doppelpunkte  sämmtlich  von  einander  getrennt, 
so  würden  sie,  wie  schon  gezeigt  wurde,  -f  r  (r— 1)  einfache  Orts- 
bedingungen für  die  Cure  repräsentieren. 

Im  vorliegenden  Falle  aber  sind  sämmtliche  Bedingungen  wieder- 
holt gezählt  worden.  In  der  Bedingungszahl  -|  r  (r — 1)  erscheint  so- 
mit die  Bedingung,  dass  die  Curve  die  Gerade  t^  berühren,  also  den 
Punkt  a^  enthalten  solle,  bezüglich  der  Doppelpunkte 

(^,    t^)    ih    g    (^1    g    (^1    ^r-l)    (^    tr), 

(r — l)-mal  gezählt. 

Hieraus  folgt,  dass  man  in  der  Zahl  ir  (r — 1)  die  Bedingung, 
dass  die  Curve  den  Punkt  a^  enthalten  solle,  (r  —  l)-mal,  statt  einmal» 
also  (r  —  2)-mal  zu  viel  gezählt  hat. 

Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von  den  Punkten  a,,  a^,  ...  ar^ 
so  dass  in  der  Zahl  i  r  (r — 1)  im  ganzen  r  (r — 2)  Bedingungen 
zu  viel  gezählt  wurden. 

Die  richtige  Zahl  ergibt  sich  daher  in 

■I  r  (r— 1)  —  r  (r— 2)  =  |  r  (r  -f  1). 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

15.  jfSoll  eine  Curve  in  einem  gegebenen  Punkte  einen  r-fachen 
Punkt  mit  gegebenen  r  Tangenten  besitzen^  so  zahlt  dies  als  eine 
^  r  (>  +  l)-fache  Bedingung  oder  für  -^  r  {r  +  1)  einfache  Bedin- 
gungen.'* 

Hiernach  repräsentiert  ein  dreifacher  Punkt  sechs,  ein  vierfacher 
Punkt  zehn,  ein  f&nffacher  Punkt  fünfzehn  einfache  Bedingungen  etc. 

Für  einen  einfachen  Curven-Punkt  erhält  man  die  Bedingung 

i  1  (l  +  l)=i.2  =  1. 

§.  30. 

Die  gefundene  Zahl  erlaubt  uns  auch  die  Anzahl  der  ein- 
fachen Ortsbedingungen  festzustellen,  durch  welche  eine 
Curve  m-ter  Ordnung  vollständig  bestimmt  ist. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  die  Curve  m-ter  Ordnung  solle  einen 
m-fachen  Punkt  besitzen,  also  in  m  Gerade  zerfallen.  Die  Curve  wird 
offenbar  dann  bestimmt  sein,  wenn  der  m-fache  Punkt  Ä^  und  außer 
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demselben  noch  m  Punkte  1,  2,  3  ....  m  gegeben  sind,  da  die 
Gesammtheit  der  m  Geraden  Äl^  Ä2,,..  Am  in  diesem  Falle  die 
Curve  bereits  vorstellt. 

Dass  die  Curve  den  «n-fachen  Punkt  Ä  enthalte,  gilt,  nach  dem 
vorhergehenden  Satze,  für  |  m  (m  +  1)  Bedingungen,  und  dass  die- 
selbe durch  die  Punkte  1,  2 m  gehen  solle,  für  m  einfache 

Bedingungen.    Es  sind  demgemäß  im  ganzen: 

^  m  (m  '{'  1)  '\'  m  =  -^  m  {m  -\-di) 

einfache  Bedingungen  nöthig,  damit  die  Curve  vollständig  be- 
stimmt sei. 

Nach  der  Form  c)  des  „Erhaltungsprincipes''  gilt  aber  diese  Zahl 
für  jede  beliebige  Curve  w-ter  Ordnung. 

Es  kann  somit  der  Satz: 

16.  „Eine  Curve  m-ter  Ordnung  ist  durch  \  m  (m  ^  3) 
einfache  Ortsbedingungen  {allenfalls  durch  \  m  {m  -^^  3)  der  Curve 
angehörige  Punkte)  gegeben^  *) 

ganz  allgemein  aufgestellt  werden. 

In  der  Analysis  stellt  die  oben  genannte  Zahl  die  Anzahl  der 
von  einander  unabhängigen  Constanten  in  einer  Gleichung  m-ten 
Grades  zwischen  den  variablen  Coordinaten  x  und  y  der  Cnrvenpunkte 
vor.  Es  ist  mithin  klar,  dass  zu  ihrer  Bestimmung,  also  zur  Fest- 
stellung obgenannter  Gleichung,  ebenso  viele  Bedingungsgleichungen, 
aus  welchen  sich  jene  Constanten  als  gemeinschaftliche  Wurzeln 
ergeben,  erforderlich  sind. 

Selbstverständlich  ist  es  gleichgiltig,  ob  die  Gleichung  der  Curve 
dabei  eine  einfache  ist,  oder  aber  aus  Factoren  niederen  Grades 
zusammengesetzt  erscheint,  d.  h.  ob  man  es  mit  einem  einfachen 
oder  einem  degenerierten  Orte  m-ter  Ordnung  zu  thun  hat. 

§.  31. 

B.  Doppeltangenten  und  vielfache  Tangenten.   (Tangenten- 

Singnlaritäten. ) 

Obwohl  nach  dem  Principe  der  Dualität  oder  Beciprocität 
aus  den  Eigenschaften  der  Punktcurven  sofort  jene  der  Enveloppen  ab- 
geleitet werden  können  —  ein  Princip,  dessen  wir  uns  in  der  Folge 
mit  großem  Yortheil  bedienen  werden  —  so  erscheint  es  dennoch 
zweckmäßig,  die  fundamentalen  Eigenschaften  der  Enveloppen  ebenso 
direct  zu  untersuchen,  wie  es  im  Vorhergehenden  bei  der  Betrach- 
tung der  Punktcurven  der  Fall  war,  indem  namentlich  der  Charakter 
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der  BerAhruogserscheinuDgen  und  der  Singularitäten  anschaulicher  und 
bestimmter  hervortritt 

Bewegt  sich  eine  Gerade  in  einer  Ebene  nach  einem  bestimmten 
Gesetze  derart,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  n  Lagen  der- 
selben hindurch  gehen,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser 
Geraden  eine  „Enveloppe  n-ter  Classe^. 

Wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  ist  eine  solche  Enveloppe  von 
einer  Punktcurve  nicht  wesentlich  verschieden,  da  dieselbe  als  Ort 
der  Schnittpunkte  unmittelbar  aufeinander  folgender  er- 
zeugender Geraden  betrachtet  werden  kann. 

Da  nun  eine  jede  Lage  t^  der  Erzeugenden,  sowohl  von  der  un- 
mittelbar vorhergehenden  Lage  ti^j,  als  auch  von  der  unmittelbar  fol- 
genden tk  +  2  in  einem  Punkte  geschnitten  wird,  und  diese  Punkte 
selbst  infolge  der  Stetigkeit  der  Aufeinanderfolge  jener  Erzeugenden, 
unendlich  nahe  aneinander  liegen ,  so  ist  die  Erzeugende  tk  eine  Tan- 
gente der  als  Punktcurve  aufgefassten  Enveloppe  und  das  Paar  der 
genannten  (zusammenfallenden)  Punkte,  der  Berührungspunkt 
derselben. 

Ferner  folgt  aus  dieser  Betrachtung,  dass  durch  jeden  Punkt 
der  als  Punktcurve  aufgefassten  Enveloppe  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  Lagen  der  Erzeugenden,  d.  i.  zwei  unmittelbar  aufeinander- 
folgende Tangenten  gehen. 

Es  ergibt  sich  hieraus  unmittelbar  der  Satz: 

17.  „An  eine  Curve  n-ter  Classe  Jcann  man  von  jedem  ihrer 
Punkte^  außer  den  zwei  zusammenfallenden,  in  dem  betreffenden 
PurJcte  berührenden  Tangenten,  noch  n — 2  weitere  Tangenten  legen^, 

§.  32. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Erzeugende  t  einer  Curve  n-ter 
Classe  zweimal  dieselbe  Lage  {tk^ti)  einnimmt,  d.  h.  dass  zwei 
verschiedene  Tangenten  tk  und  ti  (Taf.  I,  Fig.  9)  in  eine  und  dieselbe 
Gerade  zusammenfallen.  Eine  solche  Gerade  nennt  man  eine  „Doppel- 
tangente" der  Curve. 

Hierbei  unterscheidet  man  folgende  Fälle: 

a)  Die  beiden  Berührungspunkte  {A^  A^  ■=  A  und  (B^  B^  =  B 
(Taf.*  ly  Fig.  9)  sind  reell  und  fallen  nicht  zusammen.  In  diesem 
Falle  nennen  wir  die  Tangente  eine  „eigentliche  Doppeltangente*^ 
oder  schlechtweg  „Doppeltangente". 

Da  dieselbe  mit  der  Curve  mindestens  vier  Punkte  gemein  hat, 
nämlich  die  beiden  Paare  von  Punkten,  welche  in  den  Berührungs- 
punkten (A^  At^)  und  {B^  B^)  vereinigt  sind,  so  folgt,  dass  eine  Curve, 
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welche  eine  Doppeltangente  besitzt,  mindestens  von  der  vierten 
Ordnung  sein  müsse.  Nimmt  man  in  der  Doppeltangente  einen  belie- 
bigen Punkt  P  an,  und  ist  die  Curve  von  der  n-ten  Classe,  so  können 
durch  diesen  Punkt  an  die  Curve  n  Tangenten  gezogen  werden. 

Von  diesen  n-Taogenten  fallen  aber  offenbar  zwei  mit  der  Doppel- 
tangente zusammen.  Es  gibt  daher  noch  n — 2  von  der  Doppeltangente 
verschiedene  Tangenten.  Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

18.  „  Von  einem  Punkte ,  wSlcher  einer  Doppeltangente  einer 
Curve  n-ter  Classe  angehört ^  lassen  sich  noch  (w — 2)  weitere  Tangenten 
an  die  Curve  eiehen.^ 

Ist  aber  der  Punkt  P  speciell  einer  der  Berührungspunkte  der 
Doppeltangente,  beispielsweise  etwa  der  Punkt  A,  so  gehen  durch 
denselben  nach  einer  früheren  Erörterung  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  (zusammenfallende)  Tangenten,  d.  h.  von  den  aus  A  oder  B 
gezogenen  Tangenten  der  Curve  fallen  drei  mit  der  Doppeltangente 
zusammen.  Es  gibt  daher  durch  A  oder  B  noch  n  — 3  weitere  Cur- 
ventangenten;  mithin  besteht  der  Satz: 

19,  jfVon  einem  BerührungspunJcte  der  Doppeltangente  einer 
Curve  n-ter  Classe  können  an  letztere,  außer  der  Doppdtangente^  noch 
n  —  3  Tangenten  gezogen  werden,^ 

§^  33- 

h)  Die  beiden  Berührungspunkte  fallen  zusammen. 
Unter  dieser  Voraussetzung  nehmen  zwei  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  dieselbe  Lage  t  (Taf.  I, 
Fig.  10)  ein.  Die  Curve  hat  sodann  mit  der  Geraden  ^  drei  unmittel- 
bar auf  einander  folgende  Punkte  A^  A^A^  gemein.  Eine  solche 
singulare  Tangente  nennt  man  eine  ^stationäre^  ^Wende-"  oder 
„Inflexions-Tangente^  und  ihren  dreifachen  Berührungs- 
punkt einen  „Wendepunkt**  oder  „Inflexionspunkt**  der 
Curve. 

In  einem  solchen  Punkte  berührt  die  Tangente  die  Curve  und 
schneidet  sie  gleichzeitig,  so  dass  die  beiden  Curvenzweige,  welche 
im  Inflexionspunkte  zusammenstoßen,  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Inflexionstangente  liegen. 

§.  34, 

c)  Endlich  kann  der  Fall  eintreten,  dass  zwar  die  Doppel- 
tangente t  (Taf.  ly  Fig.  11)  reell  ist,  deren  Berührungspunkte 
aber  imaginär  sind.  Unter  diesen  Verhältnissen  heißt  dieselbe  eine 
„isolierte^  Doppeltangente  der  Curve. 
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§.  35. 

Wenn  die  erzengende  Tangente  r-mal  die  nämliche  Lage  einnimmt, 
so  wird  dieselbe  eine  r-fache  Tangente  der  Curve  genannt. 

Besitzt  eine  Cnrve  n-ter  Classe  eine  r-fache  Tangente,  so 
fallen  von  den  n  Tangenten,  welche  von  einem  Pnnkte  der  letzteren 
an  dieselbe  gezogen  werden  können,  r  mit  der  r-fachen  Tangente  zu- 
sammen; es  gibt  mithin  durch  einen  solchen  Punkt  (n  —  r)  weitere 
mit  der  r-fachen  Tangente  nicht  zusammenfallende  Tangenten.  Hier- 
aus folgt  der  Satz: 

20,  „Von  einem  beliebigen  Punkte  einer  r-fachen  Tangente  einer 
Curve  n-ter  Classe  können  an  die  letztere  nur  n  —  r  mit  der  r-fachen 
Tangente  nicht  zusammenfallende  Tangenten  gezogen  werden.*" 

§.  36. 

Setzen  wir  voraus,  eine  Oerade  sei  r-fache  Tangente  einer  Curve 
und  berühre  dieselbe  in  den  r  Punkten  1,  2,  3....  r. 

Wir  können  die]  r-fache  Tangente  als  mehrfache  Doppel- 
tangente betrachten,  indem  wir  alle  Combinationen  zu  zwei  zwischen 
den  r  Berühmngspunkten  aufstellen.  Da  diese  Zahl  von  Combinationen 
gleich  \r  {r  —  1)  ist,  so  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

21,  „Eine  r-fache  Tangente  einer  Curve  ist  gleichwertig  mit 
\r  {r  ^  1)  Doppeltangenten,^ 

So  kann  beispielsweise  die  dreifache  Tangente  t  (Taf.  I, 
Fig.  12)  als  die  Vereinigung  der  drei  Doppeltangenten  AB,  BC,  ÄC, 
die  Tangente  t  (Taf.  I,  Fig.  13),  als  Vereinigung  der  Doppeltan- 
gente tk  und  der  beiden  Inflexionstangenten  t^  und  tg  (Taf.  I,  Fig.  9) 
betrachtet  werden.  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  sich  eine  derartige 
dreifache  Tangente  für  das  Auge  von  einer  gewöhnlichen  Tangente 
kaum  unterscheidet,  indem  im  besten  Falle  in  der  Nähe  des  Berüh- 
rungspunktes A  eine  innigere  Berührung  mit  der  Tangente  zu  bemer- 
ken ist.  Eine  solche  dreifache  Tangente  heißt  eine  „ündulations- 
tangente"   und  ihr  Berührungspunkt  ein   „Undulationspunkt". 

Endlich  kann  der  Fall  eintreten,  dass  eine  isolierte  Doppel- 
tangente noch  einen  weiteren  Curvenzweig  berührt,  und  hierdurch 
zu  einer  dreifachen  Tangente  wird.  Besagte  dreifache  Tangente 
ist  als  solche  für  das  Auge  nicht  kennbar,  und  nur  ihre  Eigen- 
schaften verrathen  den  Charakter  derselben. 

'§.  37. 

Wir  wollen  nun,  analog  einer  früheren  Betrachtung,  die  Enve- 
loppe  n-ter  Classe  mit  einer  n-fachen  Tangente  näher 
untersnchen. 
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Sei  T  (Taf.  I,  Fig.  14)  die  n-fache  Tangente  und  seien  i^jt^..An 
die  n  von  einem  beliebigen  Punkte  P  gezogenen  Curventangenten, 
welche  die  »-fache  Tangente  T  beziehungsweise  in  den  n  Punkten  A^, 
A^...,  An  schneiden. 

Man  sieht  sofort  ein,  dass  jeder  dieser  Punkte  eine  Enveloppe 
erster  Classe,  als  Bestand theil  der  betrachteten Curve  n-ter  Classe, 
vorstellt,  indem  durch  denselben  mehr  als  n  Tangenten  und  zwar  die 
^i-fache Tangente  und  beziehungsweise  eine  der  Tangenten  t^...tn^  im 
ganzen  also  n-|-l  Tangenten  gehen.  Hieraus  folgt,  dass  die  n  Punkte 
^1,  A^.,..An  in  ihrer  Gesammtbeit  selbst  die  Curve  n-ter  Classe 
vorstellen.    Wir  erhalten  demgemäß  den  Satz: 

22.  y^Besitzt  eine  Curve  n-ter  Classe  eine  n-fache  Tangente^  so 
zerfällt  sie  in  n  auf  dieser  Tangente  lieget^  Punkte,"' 

§.  38. 

Nennen  wir  die  Bedingung,  dass  eine  Curve  eine  .gerade  Linie 
berühren  solle,  eine  ,,e  in  fache  Linienbedinguug^,  bezeichnen  wir 
ferner  jede  Bedingung,  welche  sich  auf  s  derartige  Bedingungen  redu- 
eieren  lässt,  als  eine  s-fache  Linienbedingung,  und  untersuchen 
wir  die  Zahl  der  Linienbedingungen,  welche  eine  r-fache 
Tangente  einer  Curve  erfüllt. 

Hat  eine  Curve  eine  gerade  Linie  zu  berühren,  so  ist  dies,  wie 
gesagt,  eine  einfache  Linienbedingung;  soll  hingegen  diese  Gerade 
mit  der  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte  eine  Berührung  ein- 
gehen, soll  also  die  Curve  auch  die  durch  den  Berührungspunkt 
gehende  unmittelbar  folgende  Gerade  berühren,  so  ist  dies  selbstver- 
ständlich eine  weitere  Bedingung;  es  wird  mithin  eine  Tangente 
mit  Einschluss  ihres  Berührungspunktes  als  eine  zweifache 
Linienbedingung  zu  gelten  haben. 

Sollte  aber  die  Curve  die  vorher  genannte  Gerade  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  berühren,  muss  also  auch  noch  die  neu  hinzugekom- 
mene Bedingung,  dass  die  Curve  auch  die  durch  den  zweiten  Berüh- 
rungspunkt gehende,  unmittelbar  folgende  Gerade  tangiere,  erfüllt 
werden,  so  wird  die  gegebene  Gerade,  als  die  Curve  zweimal  berührend, 
eine  Doppeltangente  derselben  vorstellen,  und  folglich  eine  drei- 
fache Linienbedingung  repräsentieren. 

Setzen  wir  nun  voraus,  eine  Curve  besitze  ^r  (r  —  1)  verschie- 
dene Doppeltangenten;  jede  derselben  für  sich  betrachtet  repräsentiert 
drei,  alle  zusammen  genommen  daher  |r  (r  —  ])  Bedingungen. 

Hat  eine  Curve  eine  Gerade  in  r  Punkten  zu  berühren,  wie  bei- 
spielsweise die  gegebene  Gerade  T  in  den  Punkten  A^....Ar  (Taf.  I, 
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Fig.  14),  so  ist  dies  äquivalent  mit  der  Forderung,  dass  sie  -J-  r  (r — 1) 
Doppeltangenten  besitze.  Nach  dem  Vorhergehenden  repräsentieren 
diese  dann,  wenn  sie  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind, 
f  r  (r  —  1)  einfache  Bedingungen.  Da  aber  diesfalls  die  -J-  r  (r  —  1) 
Doppeltangenten  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammenfallen,  so  wur- 
den gewisse  Bedingungen  wiederholt  gezählt,  und  sind  daher,  als 
bereits  in  der  Bedingungszahl  \r(r — 1)  enthalten,  gemäß  der  fol- 
genden Betrachtung  wieder  auszuscheiden. 

Bezeichnen  wir  die  Oerade  T  mit  Rflcksicht  darauf,  dass  sie  die 
Cunre  in  Ay^  und  A^  berührt,  als  Doppeltangente  {A^A^^  so  erhalten 
wir  die  r-fache  Tangente  in  die  Doppeltangenten 

\A\A^\  \A^A^\  \A^A^  ...  \AyAr)\ 
\A^  A^  \  \A^ A^ ; \A^ Ar) ; 

{Ar-Ur) 

aufgelöst^  deren  Zahl  bekanntlich  \r  (ir  —  1)  ist. 

Die  Doppeltangente  {^A^A^  repräsentiert  nun  die  dreifache  Be- 
dingung: die  Gerade  T  sowohl  als  auch  die  beiden  unmittelbar  auf  T 
folgenden;  beziehungsweise  durch  A^  und  A^  gehenden  Geraden  zu 
berühren;  ebenso  erfüllt  die  Doppeltangente  [A\A^  die  drei  Be- 
dingungen, dass  sie  mit  der  Geraden  T^  und  mit  den  beiden  auf  T 
unmittelbar  folgenden  durch  A^  resp.  A^  gehenden  Geraden  eine  Be- 
rührung eingeht;  woraus  zu  ersehen  ist,  dass,  sobald  jede  der  Doppel- 
tangenten (^1^1«)  und  {A^A^  als  dreifache  Bedingung  betrachtet 
wird,  eine  Bedingung,  und  zwar  jene,  dass  die  Curve  die  auf  T  fol- 
gende durch  A^  gehende  Gerade  berühren  soll,  zweimal  gezählt  wurde. 

Im  ganzen  finden  wir,  dass,  sobald  die  Doppeltangenten  {Ay^  A^... 
(^  Ai)  als  dreifache  Bedingungen  aufgefasst  werden,  die  einfache  Be- 
dingung ilj  statt  einmal  (r  —  l)-mal,  also  (r  —  2) -mal  zu  viel  gezählt 
wurde. 

Desgleichen  sind  die  einfachen  Linienbedingungen 

iSLg    •   •    •    •    -Af 

(r  —  2)-mal  zu  viel  gezählt  worden ;  in  der  Zahl 

haben  wir  demgemäß:  r  (r  --  2)  überzählige  Bedingungen,  so  dass 
sich  die  richtige  Bedingungszahl  als  die  Differenz: 

4  r  (r  -  1)  —  r  (r  -  2)  =  I  r  [3r  -  3-2r  -f  4J  =  i  r  (r  + 1) 

eqpbt.    Mithin  gilt  der  Satz: 

;85.  „jKne  r^fdche  Tangente  einer  Curve  repräsentiert  \r  {r-^-l) 
einfathe  Linienbedingungen.^ 
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So  wird  beispielsweise  eine  dreifache  Tangente  sechs,  eine  Tier- 
fache Tangente  zehn  Bedingungen  erftlUen  etc.  .  •  . 

§.  39. 

Auf  Grund  des  oben  aufgestellten  Satzes  wird  es  keiner  Schwierig- 
keit unterliegen,  die  Zahl  der  Bedingungen  festzustellen, 
welche   eine  Curve  n-ter  Glasse  Tollständig   bestimmen. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  die  Curve  n-ter  Classe  besitze  eine 
n  fache  Tangente  T  (Taf.  I,  Fig.  14),  sei  also  durch  n  Punkte  A^.,  .An 
dargestellt. 

Nach  dem  Satze  23  gilt  die  Gerade  T,  als  n-fache  Tangente,  fSr 
4n  (n-\'l)  einfache  Linienbedingungen. 

Damit  die  Curve,  in  diesem  Falle  also  die  n  Punkte  A^,  ..An 
vollständig  auf  T  bestimmt  seien,  muss  für  jeden  derselben  eine  weitere 
Tangente  t^..Jn  (d.  h.  eine  Gerade,  auf  welcher  der  Punkt  liegt) 
gegeben  sein. 

Die  Feststellung  der  Curve  erfordert  somit  außer  der  obigen 
^n(n-|-  l)-fachen  Linienbedingung  noch  weitere  n  einfache  Linienbedin- 
gungen ;  dieselbe  beansprucht  daher  zu  ihrer  Bestimmung  im  ganzen : 

-^-»(n+l)  +w=  i^  C^^  +  S) 
einfache  Linienbedingungen. 

Nach  der  Form  c)  des  Principes  von  der  „Erhaltung  der  An- 
zahl^ wird  diese  Bedingungszahl  aber  für  jede  beliebige  Curve  der 
n-ten  Classe  gelten,  so  dass  wir  ganz  allgemein  den  Satz  aufstellen 
können : 

24.  y^Eine  Curve  n-ter  Classe  ist  durch  \r^'{n'\'3)  einfache 
Linienbedingungen  j  beispielsweise  durch  -^n  (n-f-d)  Tangenten  voU^ 
kommen  bestimmt.^ 

§.  40. 

Das  Princip  der  Dualität  oder  Beciprooität  als  Obertragongsmittel  der 
Sätze  fiber  Ponktcnrven  auf  Enveloppen  und  umgekehrt 

Fassen  wir  die  bisher  gewonnenen  Resultate  näher  in  das  Auge, 
so  finden  wir  eine  gewisse,  höchst  Wichtige  Übereinstimmung  zwischen 
den  Sätzen  über  die  Punktcurven  und  jenen  über  die  Linien- 
curven  oder  Enveloppen.  Es  wird  sich  diesbezüglich  bei  näherer 
Untersuchung  herausstellen,  dass  dort,  wo  in  einem  Satze  über  Punkt- 
curven eine  Zahl  auftritt,  in  einem  analogen  Satze  über  En- 
veloppen eine  Zahl  von  derselben  Bildung  wiederkehrt. 

So  wurde  beispielsweise  gefunden,  dass  zwei  Curven  m^  und  m^-ter 
Ordnung  m^  m^  Punkte,  zwei  Curven  n,  und  n,-ter  Classe  »j  n, 
Tangenten  gemein  haben;  dass  ein  r-facher  Punkt  mit  |  r  (r — 1) 
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Doppelpunkten  und  eine  r-fache  Tangente  mit  -J-  r  (r— 1) 
Doppeltangenten  Äquivalent  ist;  endlich  wnrde  festgestellt,  dass 
eine  Carve  m-ter  Ordnung  durch  -^m  {m  +  3)  einfache  Ortsbedin- 
gangen  und  eine  Curve  n-ter  G lasse  durch  |n(n4-3)  einfache 
Linienbedingungen  gegeben  sei. 

Um  auf  den  Grund  und  die  Ursache  dieser  Übereinstimmung 
zu  kommen,  denken  wir  uns  eine  Curve  2  von  der  n-ten  Ordnung 
gegeben ,  und  in  ihrer  Ebene  einen  festen  Kegelschnitt  D  als  Directrix 
der  Beciprocitftt  angenommen. 

Bestimmt  man  zu  allen  Funkten  der  Curve  2  die  Polaren  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  D,  so  werden  diese  eine  zweite  Curve  2* 
umhüllen,   welche   wir  als  die  Polarreciproke   zu  2  bezeichnen. 

Handelt  es  sich  nun  darum,  die  Eigenschaften  der  Curve  2  aus 
jenen  der  Curve  2  abzuleiten ,  so  wird  man  bloß  von  dem  bekannten 
Satze  Gebrauch  zu  machen  haben,  dass  die  Polaren  von  Punkten,  welche 
auf  einer  Geraden  g  liegen,  sich  in  einem  und  demselben  Punkte,  näm- 
lich dem  Pole  von  g  treffen  und  umgekehrt. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Curve  2  durch  eine  Gerade  g  ge- 
schnitten. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  ist  diesfalls  gleich  n,  da  die  Curve  2 
als  von  der  n-ten  Ordnung  vorausgesetzt  wurde.  Jedem  dieser  n  Curven- 
punkte  entspricht  als  Polare  eine  Tangente  der  polarreciproken 
Curve  2^  und  alle  diese  n  Tangenten  werden  sich,  nach  dem  eben 
citierten  Polarensatze,  in  einem  Punkte  6r,  d.  i.  dem  Pole  von  ^, 
schneiden,  woraus  zu  ersehen  ist,  dass  sich  durch  einen  Punkt  an 
die  Curve  2  n  Tangenten  ziehen  lassen. 

Daher  der  Satz: 

25.  jfDie  polarreciproke  Curve  einer  Curve  n^ter  Ordnung  ist 
eine  Curve  n-ter  Classe  und  umgekehrt.^ 

§.  41. 

Denken  wir  uns  weiter  zu  zwei  Curven  2^  und  2^  von  den 
Ordnungen  n^  und  n,  die  polarreciproken  Curven  2^  und  2^  bestimmt. 
Diese  letzteren  sind  nach  obigem  Satze,  beziehungsweise  von  der  n^-ten 
und  n^-ten  Classe. 

Den  einzelnen  Punkten  der  Curven  2i  und  2^2  entsprechen  aber 
als  Polaren,  Tangenten  der  Curven  2^  und  2'^^  mithin  den  gemein- 
schaftlichen Punkten  von  2^  und  2^  gemeinschaftliche  Tangenten  von 
2^  und  2*^. 

Da  die  Curven  2^  und  27,,  welche  von  der  nj-ten,  resp.  n^-teu 
Ordnung  sind,  jn^  n,  Punkte  gemein  haben,   so  besitzen,  wie  bereits 
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direct  nachgewiesen  wurde/  die  polarreciproken  Curven  27/  und  2^', 
welche  beziehungsweise  von  der  n^-ten  und  n,-ten  Classe  sind,  n^  n^ 
gemeinschaftliche  Tangenten. 

Denken  wir  uns  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Punkte 
der  Curve  2  ?erbunden,  so  erhalten  wir  bekanntlich  die  Tangente 
in  dem  zusammenfallenden  Punktepaar.  Dieser  Tangente  entspricht 
als  Polare  der  Schnittpunkt  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgenden 
Tangenten  der  Curye  2^  oder  mit  anderen  Worten  der  Berührungs- 
punkt des  zusammenfallenden  Tangentenpaares. 

Durch  jeden  Punkt  der  Curve  2J  gehen  zwei  Tangenten  der- 
selben, d.  s.  die  Verbindungslinien  des  betreffenden  Punktes  mit  dem 
unmittelbar  yorhergehenden  und  dem  unmittelbar  folgenden  Curyen- 
punkte. 

In  der  polarreciproken  Curve  Z'  dagegen  findet  man,  dass  in 
jeder  Tangente  zwei  Curvenpunkte,  d.  s.  die  Schnittpunkte  mit  der 
vorhergehenden  und  der  folgenden  Tangente  liegen. 

Geht  die  Curve  2  zweimal  durch  den  nämlichen  Punkt  A 
und  besitzt  sie  in  diesem  Punkte  zwei  verschiedene  Tangenten 
t^  und  t^t  d*  h.  ist  A  ein  Doppelpunkt  der  Curve,  so  entspricht  dem 
Punkte  A  polarreciprok  eine  Gerade  a,  welche  die  polarreciproke  Curve 
2?  zweimal  berührt,  indem  den  beiden  durch  A  gehenden  Tan- 
genten t^  und  ^3  die  Berührungspunkte  T,  und  T,  auf  a  entsprechen. 
Hieraus  ist  leicht  zu  entnehmen,  dass  einem  Doppelpunkte  polar- 
reciprok eine  Doppeltangente  entspricht. 

Fallen  überdies  die  Tangenten  ^,  und  t^  in  eine  Gerade  zu- 
sammen, d.  h.  ist  speciell  der  Doppelpunkt  ^  ein  Bückkehr  punkt, 
so  werden  auch  die  polar  entsprechenden  Berührungspunkte  T^  und 
T,  zusammenfallen ;  es  wird  mithin  die  Doppeltangente  a  speciell  eine 
Inflexionstangente  darstellen. 

Ebenso  leicht  ist  einzusehen,  dass  einem  r-fachen  Punkte  der 
Curve  U  eine  r-fache  Tangente  der  Curve  2^  und  den  r  Tangenten 
in  dem  ersteren  Punkte,  die  r  Berührungspunkte  in  der  letzteren 
polarreciprok  entsprechen. 

Fassen  wir  diese  Ergebnisse  zusammen,  so  erhalten  wir  den  Satz : 

26.  jfSind  27  und  2f  gwei  einander  pclarreciprck  entsprechende 
Curver^j  so  entspricht  einem  Punkte  der  einen^  eine  Tangente  der 
anderen-^  der  Tangente  in  jencm^  der  Berührungspunkt  in  dieser;  den 
Doppelpunkten  der  einen,  die  Doppeltangenten  der  andern;  den  Bück- 
kehrpunkten  der  einen,  die  Inflexionstangenten  der  andern;  den  viel- 
fachen (r^fachen)  Punkten  der  einen^   die  vielfachen  (r^fachen)  Tan- 
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genten  der  andern.  Ist  die  eine  Curve  von  der  n-ten  Ordnung,  so  ist 
die  andere  von  der  n-ten  Classe  und  umgekehrt^ 

Im  Folgenden  soll  von  diesem  Satze  immer  in  der  Weise  Ge- 
brauch gemacht  werden,  dass  jedem  Satze^  der  bezüglich  einer  Gorve 
n-ter  Ordnung  gefunden  wurde,  direct  der  analoge  Satz  bezüglich  einer 
Curve  m-ter  Classe  darch  das  Beciprocitätsgesetz  abgeleitet,  folgen  soll. 

In  allen  jenen  Fällen,  in  welchen  eine  besondere  Betrachtung 
der  Curyen  m-ter  Classe  nothwendig  oder  wünschenswert  erscheint,  wird 
dies  auch  besonders  heryorgehoben  werden. 


IL   C  a  p  i  t  e  1. 

Allgemeine  Eigenschaften  ebener,  aigebraisciier  Curven, 

§.  42. 

Zahl   der  Dorchschnittspiinkte  zweier  Panktciiryen  und   der  gemein« 
sehafUichen   Tangenten  zweier  Enveloppen  unter  bestunniten  Lagen« 

yerhftltnissen. 

Der  Kürze  halber  wollen  wir  uns  einiger  Symbole  bedienen, 
und  zwar  werden  wir  yon  nun  an  eine  Curye  n-ter  Ordnung  mit  dem 
Buchstaben  C,  welchem  wir,[der  Ordnungszahl  entsprechend,  deu  Kopf- 
index n  beifügen,  bezeichnen.  Es  wird  mithin  O  immer  eine  Curye 
p-tei  Ordnung  yorstellen.  Desgleichen  mag  eine  Curye  49i-tar  Classe 
durch  den  Buchstaben  C  mit  dem  Fußindex  m  —  also  durch  Cm  — 
bezdchnet  werden.  Weitere  Symbole  werden  später  eingeführt  werden. 

Aus  Früherem  wissen  wir,  dass  sich  zwei  Curyen  yon  den  Ord- 
nungen n  und  Pj  also  eine  (7**  und  eine  O  in  np  Punkten  schneiden. 

Ist  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Punkte  größer  als  np 
und  setzen  wir  beispielsweise  n>p  yoraus,  so  wird  bekanntlich  O 
eine  degenerierte  Curye  und  O  einen  Bestandtheil  derselben  yorstellen. 

Betrachten  wir  yorerst  den  Fall,  in  welchem  ein  Punkt  Ä  in 
der  Ebene  beider  Curyen  ein  r-facher  Punkt  für  die  Curye  C^ 
und  ein  5-facher  Punkt  für  die  Curye  O  ist. 

Indem  yorderhand  yorausgesetzt  werden  mag,  dass  die  beiden 
Curyen  O  und  Cf  in  Ä  keine  gemeinschaftlichen  Tangenten 
besitzen,  wollen  wir  ermitteln,  wie  yiele  yon  den  np  gemeinschaft- 
lichen Punkten  auf  den  yielfachen  Punkt  Ä  entfallen. 

P«sclika,  D«rstoll«nd«  u.  projeetive  Geometrie.  IL  3 
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Durch  A  gehen  r  Zweige  der  6"  und  s  Zweige  der  C*.  Jeder 
der  r  Zweige  trifft  im  Punkte  A  jeden  der  s  Zweige,  und  jeder  dieser 
Schnittpunkte  ist  gleichzeitig  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  von 
O  und  &. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  rs  Schnittpunkte  der  beiden 
Curven  im  Punkte  A  vereinigt  sind. 

Auch  durch  bloße  Anschauung  kann  man  sich  hieven  leicht 
überzeugen,  wenn  man  die  eine  Curve  ein  wenig  verschoben  denkt, 
so  zwar,  dass  die  beiden  vielfachen  Punkte  nicht  mehr  in  A  coinci- 
dieren.  Man  findet  diesfalls  in  der  Nähe  von  A  unschwer  die  rs 
Schnittpunkte,  welche  in  A  zusammenfallen  werden,  indem  man 
durch  eine  entgegengesetzte  Verschiebung  die  beiden  vielfachen  Punkte 
wieder  zur  Coiucidenz  bringt. 

Nehmen  wir  nun  weiter  an,  dass  O'*  und  O  in  A  auch  t 
gemeinschaftliche  Tangenten  besitzen. 

Jede  dieser  Tangenten  bat  sowohl  mit  G^  als  auch  mit  C^  noch 
einen  weiteren  mit  A  zusammenfallenden  (unmittelbar  auf  A  folgenden) 
Punkt  gemein,  welcher  offenbar  einen  neuen  Schnittpunkt  der  beiden 
Curven  vorstellt,  so  dass  unter  dieser  Voraussetzung  im  betreffenden 
Punkte  rs-\-t  Schnittpunkte  von  C*»  und  O  vereinigt  sind. 

Verallgemeinern  wir  dieses  Besultat,  indem  wir  voraussetzen, 
dass  von  den  r  Tangenten  der  O  im  Punkte  J.,  t'  in  eine  Gerade  T 
fallen,  und  von  den  s  Tangenten  der  O,  t'*  in  der  nämlichen 
Geraden  T  coincidieren. 

Ist  beispielsweise  t'  >  V\  so  repräsentiert  offenbar  die  genannte 
Gerade  V*  zusammenfallende  Tangenten,  also  weitere  V  gemeinschaft- 
liche Punkte  der  beiden  Curven  C**  und  O*,  so  zwar,  dass  die  letzteren 
in  diesem  Falle   rs  +  t'*  gemeinschaftliche  PuLkte  besitzen. 

Wir  haben  daher  den  Satz: 

27.  „Ist  irgend  ein  Punkt  A  ein  r-facher  Punkt  einer  C*  und 

ein  S'facher  Punkt  einer  O,  und  besitzen  die  beiden  Curven  O  und 

C'  in  A   V  gemeinschaftliche  Tangenten]   oder  auch,  existiert  eine 

durch  A  gehende  Gerade  T,   tvelche  V  Zweige  der  einen  Curve  und 

t"  Zweige   der   anderen  in   A  berührt^    wobei  t'  größer  als  t"  sein 

soll,  so  ist  die  Anzahl  der  in  A  vereinigten  Schnittpunkte  der  Curve 

C"  und  O  gleich 

rs  +  <", 

die  beiden  Curven  haben  daher  nur  noch 

np  —  rs  —  ^" 
Punkte  gefnein.^ 
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Und  reciprok: 

28.  „Stellt  eine  Gerade  Ä  eine  r-fache  Tangente  einer  Cm  w»^ 

eine  s-fache  Tangente  einer  Gq  vor,  und  haben  beide  Curven  in  Ä, 

if*  gemeinschaftliche  BerahrungspunUe ;  oder  auch,  existiert  ein  Punkt j 

in  welchem  A  von  V  Zweigen  der  einen  Curve  und  von  V  Zweigen 

der  zweiten  Curve  berührt  wird,  wobei  V  größer  als  t"  sein  solly  so 

ist  die  Zahl  der  in  Ä  vereinigten  gemeinschaftlichen  Tangenten  von 

Cm  ^f^  Cq  gleich 

rs  +  ^" 

und  beide  Curven  besitzen  mithin  nur  noch 

mq  —  rs  —  <" 

von  A  verschiedene  gemeinschaftliche  Tangenten.^ 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  von  den  np  Schnitt- 
punkten einer  Cn  und  einer  Cp  auch  2,  3,  ...Tc  unendlich  nahe 
aneinander  liegen  oder  zusammenfallen  können. 

In  diesem  Falle  sagt  man,  dass  die  beiden  Our^ren  beziehungs- 
weise eine  zweipunktige  (gewöhnliche),  eine  dreip'unktige 
(osculierende),  eine  vierpunktige  ...  eine  X;-punktige  Be- 
rührung eingehen. 

§.  43. 

Bestimiifiuig    der    MaximabEahl    Ton    Doppelpunkten   einer    einfachen 

algebraischen  Curve. 

Um  die  größtmögliche  Zahl  von  Doppelpunkten  (Rückkehr- 
pankte  als  Doppelpunkte  mit  zusammenfallenden  Tan- 
genten eingeschlossen)  bei  einer  einfachen  Curve  n-ter  Ordnung, 
d.  i.  bei  einer  Curve,  welche  nicht  aus  Bestandtheilen  niederer  Ord- 
nung besteht,  zu  bestimmen,  wenden  wir  den  vorher  aufgestellten 
Satz  in  einer  speciellen  Form  an. 

Als  Maximal  zahl  der  Doppelpunkte  und  Bückkehrpunkte 
einer  einfachen  (7^  findet  man  die  Zahl: 

l(n-l)  (n-2) 
durch  folgende  Betrachtung. 

Hätte  nämlich  die  Curve  C*^  auch  nur  einen  Doppelpunkt  mehr, 
besäße  dieselbe  also  \  (w— 1)  (w— 2)  +  1  Doppelpunkte,  und  würde 
man  auf  derselben  noch  n  — 3  Punkte  wählen,  so  erhielte  man: 

4.(n-l)(n-2)  +  (n-2)  = 

|(n-2)(n-H-2)  = 

i[n-2]([n-.2]  +  3) 

Punkte,  durch  welche  (nach  Satz  16)  eine  Curve  [n — 2]-ter  Ordnung 

bestimmt  ist. 

3» 
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Diese  Curve  0-*  hat  mit  O  die  [|  (n  —  1)  (n— 2)  +  1] 
Doppelpunkte^  deren  jeder,  nach  dem  vorher  aufgestellten  Satze,  im 
Schnitte  doppelt  zählt,  und  die  gewählten  n  — 3  Punkte  gemein. 

Unter  dieser  Voraussetzung  hätten  die  beiden  Curyen  OundO~* 
mehr  als  n  (»—2)  Punkte,  und  zwar  (n  — l)(n — 2)-|-2+ w — 3  = 
(w  —  1)  (n  ~  2)  +  n  —  1  =  (»  -  1)  (n  -  1)  =  n  (n  —  2)  +  1 
Punkte  gemein,  oder  mit  anderen  Worten,  O^^  wäre  ein  Bestand- 
theil  Yon  C'S  diese  also  keine  einfache  Curve. 

Daher  der  Satz; 

29.  „Eine  Curve  n^ter  Ordnung  kann  nicht  mehr  als 

i  (n-i)  (n-2) 
Doppelpimkte,   die   RückkehrpunMe  mitgerechnet^    besitzen,   ohne    in 
Curven  von  niederer  Ordnung  eu  degenerieren.^^ 
Und  reciprok: 

30.  „Eine  Curve  m-ter  Classe  kann  nicht  mehr  als 

|(m— i)(w  — ^) 
Dqppeltangenten    (mit  Einschluss  der  Inflexionstangenten)   besitzen  ^ 
ohne  in  Curven  niederer  Classe  gu  degenerieren.^ 

« 

§.  44. 

Nachdem  ein  r-facher  Punkt  \r{r — 1)  Doppelpunkte  vertritt, 
so  sind  4- (n — 1)  (n — 2)  Doppelpunkte  mit  einem  {n — l)-fechen 
Punkte  äquivalent.  Eine  einfache  Curve  n-ter  Ordnung  kann  daher 
höchstens  einen  (n — l)-&chen  Punkt  besitzen. 

Dies  ist  auch  unmittelbar  einleuchtend,  wenn  man  einerseits 
bedenkt,  dass  eine  Curve  n-ter  Ordnung  mit  einem  n-fachen  Punkte 
in  n  Gerade  ausartet,  und  andererseits  in  Betracht  zieht,  dass,  wenn 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  außer  einem  (n  — -  l)-fachen  Punkte  auch 
nur  einen  einzigen  Doppelpunkt  besäße,  die  Verbindungslinie  dieser 
beiden  Punkte  mit  der  O 

(n  — 1)  +  2==n-f-l 
Pnnkte   gemein    hätte,   also   einen  Bestandtheil  derselben  vorstellen 
würde.    Dann  wäre  aber  C*^  keine  einfache  Curve  mehr. 

Wir  haben  mithin  den  Satz: 

31.  „Eine  einfache  Curve  n-ter  Ordnung  kann  höchstens 
einen  (n — ly fachen  Punkt  besUaen,  darf  aber  außer  demselben 
keinen  weiteren  Doppel-  oder  mehrfachen  Funkt  mehr  besitzen.^ 

Und  reciprok  den  Satz: 

32.  y^Eine  einfache  Curve  m-ter  Classe  kann  Iwchstens  eine 
(n — ly  fache  Tangente  besitzen,  darf  aber  außer  derselben  keine 
tveitere  Doppel-  oder  mehrfache  Tangente  mehr  besitzen.^. 
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Es  besitzt  demnach  eine  Gurve  dritter  Ordnung  höchstens 
einen  Doppelpunkt  und  eine  Gurve  dritter  Glasse  höchstens 
eine  Doppeltangente. 

Aus  dem  eben  durch  directe  Betrachtung  gewonnenen  Satze, 
dass  eine  einfache  Gurve  n-ter  Ordnung  höchstens  einen  (n — 1)- 
fachen  Punkt  und  außerdem  keinen  Doppelpunkt  besitzen  könne, 
l&sst  sich,  vermittelst  des  Principes  von  der  Erhaltung  der  Anzahl, 
umgekehrt  auch  der  vorhergehende  Satz  29),  dass  eine  einfache  Gurve 
^-ter  Ordnung  höchstens  -^{n—l)  (n  —  2)  Doppelpunkte  besitzen 
könne,  ableiten,  da  diese  Anzahl  von  Punkten  mit  einem  (n  — !)• 
fachen  Punkte  äquivalent  ist. 

§.  46. 
Der  Satz  Ton  JacobL 

Wir  haben  nachgewiesen,  dass  eine  Gurve  n-ter  Ordnung  durch 
I  »  (n  -j-  3)  Punkte  vollkommen  bestimmt  sei.  Die  durch  diese  Punkte 
bestimmte  Gurve  braucht  aber  durchaus  keine  einfache  Gurve  zu  sein, 
sondern  kann  auch  in  Gurven  niederer  Ordnung  degenerieren. 

Es  ist  sofort  einleuchtend ,  dass  wenn  von  den  ^n  (n  -^^  3) 
Punkten  mehr  als  np,  (p  <.  n),  also  beispielsweise  etwa  np  -^^  x 
Punkte  auf  einer  Gurve  p-tev  Ordnung  liegen  würden,  diese  Cp  und  (7** 
sich  in  np  -)-  ^i  &lso  in  mehr  als  np  Punkten  schneiden  müssten, 
woraus  folgen  würde,  dass  C^  ein  Bestandtheil  von  C^  wäre. 

Unter  den  1  n  (n  -|-  3)  Punkten,  welche  eine  O  bestimmen, 
können  daher,  wenn  diese  Gurve  eine  einfache  sein  soll,  nicht  beliebig 
viele  auf  einer  C^  angenommen  werden.  Als  oberste  Orenze,  d.  h. 
als  Maximalzahl  der  Punkte,  welche  beliebig  auf  einer  C^  ange- 
nomnlien  werden  können  ohne  dass  C^  einen  Bestandtheil  von  O 
bildet,  findet  man  die  Zahl 

np  —  i{p  —  l)  (p  — 2); 

denn  nimmt  man  auf  der  Gurve  C^  auch  nur  einen  Punkt  mehr,  also 

np-iip-1)  (p-2)  +  l 
an,  so  bleiben  von  den  4*  ^  (^  +  3)  Punkten^  noch 

^n  (n  +  3)  -  np  +  i  (j>  -  1)  {p  ^  2)  —  1  = 

i(n—p)(n-p  +  3) 

Punkte  übrig,  welche  eine  Gurve  der  (n  — j))-ten  Ordnung  bestimmen, 
die  zusammengenommen  mit  der  O  bereits  einen  durch  die  |  n  (n  -f-  3) 
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Punkte  gehenden    degenerierten   Ort   von   der  p  +  n  —  ^  =  n-ten 
Ordnung  bestimmen. 

Hieraus  folgt  der  Jacob i*sche  Satz: 

33.  „  Von  den  -^n  {n-^3)  Punkten^  welche  eine  einfache  Gurve 
n-ter  Ordnung  hestimmeny  können  höchstens  np  —  -^  (p  —  1)  {p  —  Z) 
Punkte  jjWillkürlich^  auf  einer  Curve  p-ter  Ordnung  angenommen 
werden.  (Selbstverständlich  ist  hierbei  p  <  n.)" 

Beciprok  ergibt  sich  der  Satz: 

34.  „  Von  den  4  w  (♦»  +  5)  Tangenten^  welche  eit^e  Curve  m4er 
Classe  bestimmen^  können  höchstens 

als   Tangenten  einer  Curve  q-ter  Classe,   wobei  (q  <  m)   willkürlich 
gewählt  werden,^ 

§.  46. 

Nachdem  somit  auf  Grund  des  vorausgeschickten  Nachweises 
sichergestellt  ist,  dass  eine  Curve  n-ter  Ordnung  durch  ^n  (n  +  S) 
Punkte  vollständig  bestimmt  sei,  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  durch 
I  n  (n -)-  3)  —  1  beliebig  gegebene  Punkte  eine  einfach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  von  Curven  n-ter  Ordnung  gehe.  Letz- 
teres erhellt  auch  aus  dem  Umstände,  dass  wir  eine  einfache  Orts- 
bedingung weniger  als  zuvor  haben.  Durch  jeden  weiter  hinzugefügten 
Punkt  geht  eine  bestimmte  Curve  der  unendlichen  Schar. 

Nachdem  weiters  feststeht,  dass  durch  4  n  (n  +  3)  gegebene 
Punkte  eine  einzige  Curve  n-ter  Ordnung  geht,  so  mässten,  falls 
es  möglich  wäre ,  durch  dieselben  i  n  (n  -|-  3)  Punkte  noch  eine 
zweite  Curve  n-ter  Ordnung  zu  legen,  nach  der  Form  d)  des  Prin- 
cipes  von  der  Erhaltung  der  Anzahl,  unendlich  viele  Curven  durch 
die  nämlichen  Punkte  geführt  werden  können. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dieser  Fall  wirklich  eintreten  kann. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  einer  Ebene  zwei  Curven  von  der 
n-ten  Ordnung,  so  werden  sich  diese  in  n^  Punkten  schneiden.  Von 
diesen  n'  Punkten  hätte  man,  um  bereits  den  oben  angedeuteten  Fall 
vor  sich  zu  haben,  ^  n  {n  +  S)  Punkte  willkürlich  zu  wählen.  Denn 
durch  die  gewählten  i  n  (n  +  3)  Punkte  gehen  zwei  Curven  n-ter 
Ordnung,  mithin  einfach  unendlich  viele  Curven  n-ter  Ordnung 
hindurch. 

Äußerst  wichtig  ist  jedoch,  dass  alle  diese  Curven  auch  durch 

die  übrigen 

n«  —  4  n  (n  +  3)  =  4-  n  (n  —  3) 
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Schnittpankte  der  beiden  ersten  Curven    gehen.    Dies   lässt   sich   wie 
folgt  nachweisen. 

Wenn  wir  |  n  (n  4-  3)  —  1  Punkte  beliebig  annehmen,  so  geht 
dnrch  dieselben,  wie  eingangs  dieser  Betrachtung  gezeigt  wurde^  eine 
einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Curven  n  ter  Ordnung.  Setzen 
wir  voraus,  es  wären  O  und  (?"•  zwei  derselben.  Diese  Curven  haben 
außer  den  angenommenen  Punkten  noch 

n«  -  I  n  (n  +  3)  +  1  =  -f  (n  —  1)  (n  —  2) 
Punkte  gemein,  welche  wir  mit  AkAi....Ag  bezeichnen  wollen. 

Da  durch  die  gewählten  t  ^  (^  +  3)  —  1  Punkte  und  durch 
den  Punkt  Äk  zwei  Curven  n-ter  Ordnung  fuhren,  so  gehen,  nach 
dem  Erhaltungsprincipe,  unendlich  viele  Curven  der  n-ten  Ordnung 
hindurch,  unter  welchen  eine  beliebige  Curve  durch  die  Bedingung, 
dass  sie  nebstbei  durch  einen  willkührlich  gewählten  Punkt  P  in 
ihrer  Ebene  gehe,  ausgeschieden  werden  kann.  Ein  Gleiches  gilt 
offenbar  auch  von  den  übrigen  Punkten  Ai....Am, 

Fassen  wir  die  Resultate  dieser  Betrachtungen  zusammen,  so 
ergibt  sich  Folgendes: 

a)  Durch  |  n  (n  +  3)  —  1  beliebig  gewählte  Punkte  kann  eine 
einfach  unendliche  Reihe  von  Curven  n-ter  Ordnung  derart  geführt 
werden,  dass  durch  jeden  weiteren  Punkt  P  bloß  eine  einzige,  also 
nur  eine,  im  allgemeinen  bestimmte  Curve  geht. 

b)  Denkt  man  sich  zwei  beliebige  Curven  C  und  C  der  genannten 
Schar  bestimmt,  so  schneiden  sich  diese  außer  in  den  ^n  (n  +  3)  —  1 
angenommenen  Punkten  noch  in  weiteren  n'  —  ^  n  (n  -f-  3)  -|-  1  "= 
I  (»  —  1)  (n  —  2)  Punkten  Ak... .  A,. 

c)  Durch  die  -^  n  {n  -^  3)  --  1  angenommenen  Punkte  und  durch 
jeden  der  Punkte  A  geben  einfH.ch  unendlich  viele  Curven,  unter 
d(>nen  wiederum  irgend  eine  beliebige  Curve  durch  die  Angabe  eines 
weiteren  Punktes  eindeutig  vollkommen  bestimmt  ist. 

Denken  wir  uns  nun  nach  c)  durch  die  ^  w  (n  -|-  3)  — -  1  gege- 
b^^nen  Punkte,  ferner  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Gruppe  A^  so 
wie  durch  einen  willkürlich  angenommenen  Punkt  P  eine  Curve  n-ter 
Ordnung  festgestellt,  so  muss  dieselbe  identisch  mit  allen  jenen  Cur- 
ven sein,  welche  in  gleicher  Weise  durch  P,  durch  die  gegebenen 
I  «  (»  +  3)  —  1  Punkte  und  durch  jeden  beliebigen  anderen  Punkt 
At^  ^«....  oder  Ag  gehen,  da  es  sonst  mehr  als  eine  Curve  geben 
wurde,  welche  durch  P  und  die  ^  n  (n  +  3)  —  1  Punkte  geführt 
werden  könnte,  was  aber  nach  a)  nicht  möglich  ist. 

Hiernach  ist  klar,  dass  die  Curve,  welche  durch  die  gegebenen 
4  »  (n  +  3)  ■—  1    Punkte,    und    einen   beliebig   gewählten   Punkt   P 


40 

geht,  alle  Punkte  A  enthält,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  durch 
die  I  n  (n  +  3)  —  1  Punkte  bestimmte  unendliche  Curvenreihe  sämmt- 
liche  Punkte  A  enthält,  in  welchen  sich  irgend  zwei  Curven  dieser 
Reihe  weiterhin  schneiden  können. 

Daher  der  wichtige  Satz: 

55.  „Alle  Curven  n4er  Ordnung,  welche  durch  i  n  {n-^  3)  —  1 
beliebig  gewählte  Punkte  gehen,  haben  noch 

n^  —  in{n  +  3)  +  l  =  ^{n  —  l){n  —  2) 
feste  Punkte  und  ewar  jene  Punkte  gemein,  in  welchen  sieh  jswei  der 
bezeichneten  Curven  weiterhin  schneiden.^ 

Dieser  Satz  lässt  sich  ebenso  auch  in  folgender  Form  aussprechen : 

36.  ytDurch  die  n*  SchniUpunkte  zweier  Curven  n^ter  Ordnung 
kann  man  eine  einfach  unendliche  An/sohl  der  gena/nnten  Curven 
legen;  jede  derselben  ist  durch  die  Angabe  eines  beliebigen  weiteren 
Punktes  vollkommen  bestimmt.^  ^) 

Durch  Übertragung,  vermittelst  der  Polarreciprocit&t,  erhalten 
wir  die  analogen  Sätze: 

37.  y^Alle  Curven  m-ter  Classe,  welche  -^  m  (m  -{-  3)  —  1  beliebig 
gegebene  Geraden  berühren,  berühren  außerdem  noch  weitere 

m«  —  I  m  (t»  +  5)  +  I  =  -i-  (m  -^  J)  (m  —  5) 

feste  Geraden,   nämlich  jene,   welclie  außer  den  gegebenen  Geraden 
irgend  ewei  dieser  Curven  gleichseitig  berühren.^ 
Oder  auch  in  der  Form: 

38.  „Die  m*  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Curven  m-ter 
Classe  werden  von  einer  einfach  unendlichen  Anzahl  solcher  Curven 
berührt,  deren  jede  durch  die  Angabe  einer  beliebigen  weiteren  Tan- 
gente vollkommen  bestimmt  ist,"' 

§.  47. 

Die  unendliche  Reihe  von  Curven  n-ter  Ordnung,  welche  durch 
die  n'  Schnittpunkte  zweier  solcher  Curven  gehen,  nennt  man  ein 
„Gurvenbflschel*',  die  n*  festen  Punkte  die  ^Basispunkte**  und 
deren  Gesammtheit  die  „Basis"  des  Büschels.  Jede  einzelne 
Cnrve  des  Büschels  wird  ein  ^Element  des  Curvenbüschels" 
genannt.  Hieraus  ergibt  sich  mit  Bezugnahme  auf  die  vorhergehenden 
Betrachtungen  der  Satz: 

39.  jiEin  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  ist  durch  die  Angabe 
von  \n  {n  '\-  3)  —  1  beliebigen  Punkten  als  Basispunkten,  oder  durch 
die  Angabe  zweier  Elemente  des  Büschels  vollkommen  bestimmt.^ 

Im  ersten  Falle  ergeben  sich  die  fehlenden  |  (n  —  1)  (n  —  2) 
Basispunkte    als    weitere    Schnittpunkte    irgend    zweier    durch    die 
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I »  (»  +  3)  —  1  Punkte  gelegten  Curven  n-ter  Ordnung.  Im  zweiten 
Falle  dagegen  sind  die  Basispunkte  die  n^  Schnittpunkte  der  beiden 
Elemente. 

§.  48. 

Das  reciproke  Gebilde  eines  Curvenbüschels,  nämlich 
die  einfach  unendliche  Reihe  von  Curven  m-ter  Glasse,  welche  von 
m'  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  solcher  Curven  berührt  wer- 
den^ nennt  man  eine  ^Curvenschar  m-ter  Classe^;  die  m'  festen 
Tangenten  werden  die  „Basistangenten^  der  Schar,  und  ihre 
Gesammthdit  die  ^Basis*^  der  Schar  genannt.  Irgend  eine  Curve 
der  Schar  irird  als  ein  „Element  der  Curvenschar*'  bezeichnet. 
Es  gilt  somit  der  Satz: 

40.  ^Eine  Curvenschar  m-ter  Glaste  ist  durch  die  Angabe  von 
bdidngen  ^  m  (m  +  3)  —  1  Geraden  als  Basistangentenj  oder  durch 
die  Angabe  zweier  beliebiger  Elemente  der  Schar  vollständig  gegeben.^ 

Im  ersten  Falle  ergeben  sich  die  fehlenden  \  (m  —  1)  (w  —  2) 
Basistangenten  als  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier  beliebiger,  die 
I  n»  (m  +  3)  —  1  Geraden  berührender  Curven  m-ter  Classe;  im 
zweiten  Falle  dagegen  sind  die  m'  Basistangenten  als  Schnittpunkte 
der  beiden  Elemente  der  Curvenschar  bestimmt. 

§.49. 
Sats  von  Flacker. 

Untersuchen  wir  nun,  wie  sich  die  n'  Schnittpunkte  zweier  Curven 
der  n-ten  Ordnung  vertheilen,  wenn  eine  derselben  in  zwei  niedere 
Curven  degeneriert 

Setzen  wir  zwei  Curven  O  und  O  von  der  ^-ten,  resp.  g-ten 
Ordnung  voraus,  welche  zusammen  einen  Ort  der  n-ten  Ordnung 
vorstellen  sollen.  Es  ist  daher 

p  +  q  =  n. 
Nehmen  wir  auf  diesem  Orte  n-ter  Ordnung 

V«  n  (n  +  3)  -  l 
Punkte   willkürlich  an,   so   bestinomen  diese  ein  Gurvenbüschel  n-ter 
Ordnung,   in  welchem  die   beiden  Curven  O  und  C^  zusammen  ein 
Element  desselben  repräsentieren.    Auf  diesen  beiden  Curven  müssen 
mithin  noch  die  weiteren 

V,  (n-1)  (n-2) 
Basispunkte  des  Büschels  liegen. 
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Es  ist  zunächst  einleuchtend,  dass  sich  ioi  ganzen  auf  der  Gurve 
C^  np  und  auf  der  Curve  C^,  nq  Basispunkte,  d.  i.  die  bezüglichen 
np  und  nq  Schnittpunkte  dieser  Curven  mit  irgend  einer  dem  BQschel 
angehörenden  Curven  n-ter  Ordnung,  vorfioden  müssen. 

Nehmen  wir  weiters  an,  dass  es  unter  den  np  Basispunkten 
auf  der  C^ 

np  —  g 
solche  gäbe,  welche  der  Zahl 

V«  n  (n  +  3)  -  1 
augehöreu  oder,   richtiger  gesagt,  auf  O  willkürlich  gewählt  wurden. 
Ebenso   sei   die  Anzahl   der  auf  C^  beliebig  gewählten  Punkte  gleich 

n  q  —  h. 

Dieser  Annahme  gemäß  entfallen  von  den  weiter  sich  ergebenden 
*/'«  (**  — 1)  (** — 2)  Basispunkten  g  auf  die  Curve  O  und  h  auf  die 
Cur?e  O.  Es  ist  mithin 

g  +  h=  y,{n-l)  (n-2). 

Sollen  aber  gleichzeitig  die  beiden  Curven  O  und  G^  durch  die 
gewählten  7«  n  {n  -\-  3)  —  1  Punkte  bestimmt  sein,  so  muss  die  Ver- 
theilung  der  letzteren  in  np  —  g  Punkte  auf  C'*  und  n  q  —  h  Punkte 
auf  C^  eine  derartige  sein,  dass  zum  mindesten 

np'-g  =r  y^p  (p  +  3) 
und  nq  —  h  =  V,  g  (?  +  3) 

wird.  Nachdem  aber  die  Zahl  7«  w  (»  -f  8)  —  1  der  gewählten  Punkte, 
wegen  jp  +  2  =  ^i  gleich 

7.  (P  +  2)  Ö>  4-  ?  +  3)  -  1  = 
=  7.P  (i>  +  3)  +   \f,q  (3  +  3)  +  (pq-1), 

also  größer  als  die  zur  Bestimmung  von  C^  und  C^  nothwendige  Zahl 

V«i>(i>  +  3)  +  %q  (2  +  3), 

ist,  so  wird  im  allgemeinen 

np  —  g^^  VaJP  (P  +  3) 
und  w  3  —  Ä  >  7«  2  (2  i-  3) 

sein  mQssen. 

Hieraus  ergeben  sich  aber  f&r  g  und  h  die  oberen  Grenzen 

fl'  <  7«  1>  (p  -  3)  +  p  g 

fc  <  7«  2  (2  -  3)  +  i>  2 
oder,  nach  einer  geringfügigen  Umformung: 

9^  '/2  (P  -  1)  (j?-2)  +  p  {n-p)-l 
A  <   V«  (2-  1)  (2  -  2)  +  g  (n  -  3)  -  1. 
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Aus  den  vorher  angeführten  Ausdrucken: 

wi>  — S'  >  V«i>  O  +  3) 
und  9  +  h  =  Vj  (n  —  1)  (n  —  2) 

folgt  ferner,  dass: 

A  >  VsrP  (P  +  3)  +  V»  (w-1)  (n-2)  -  np 
sei. 

Der  Ausdruck  rechts  lässt  sich,    da  n  =:  jp  -j-  S»  ^^^b  auf  eine 
andere  Form  bringen,  und  in  nachstehender  Weise  reducieren 
V,P(P  +  ^)  +  %  [P  +  ii-1)]  [p  +  (S-2)]-np 

=  P^+Pi-  np  +  %  (g-1)  (g-2)  =  V«  (3-1)  (2-2). 
Hiernach  ergibt  sich  fQr  h  die  untere  Grenze: 

•       Ä5%(j-l)(g-2) 
Ebenso  finden  wir  fQr  g  die  untere  Grenze: 

9^  V»  (1>-1)  (p-2) 
und  sonach  der  P lücker 'sehe  Satz: 

41.  j^Alle  Curven  n-ter  Ordnung,  welche  durch  7«  w  (n  +  3)  —  1 
Punkte  gehen,  wovon  n  p  —  g  Funkte  auf  einer  Gurve  p-ter  Ordnung 
und  n  q — h  Punkte  auf  einer  Gurve  q-ter  Ordnung  {vorausgesetzt,  dass 
p-\-q  =  n  sei)  beliebig  gewählt  werden,  schneiden  die  erstere  Gurve 
noch  in  g,  die  zweite  Gurve  'noch  in  h  festen  Punkten,^ 

Hierbei  muss  nothwendig 
%  (l>-l)(i)-2)^i7<  V.  (1>-1)  (P-2)  +  p  (n-p)-  1; 
V.  (ff-1)  (ff-2)  <Ä<  V«  (2-1)  (2-2)  4-  2  (n-2)  -  1 
sein,   d.  h.  g  und  h   können  beziehungsweise    nicht    kleiner   als 
V^iP — ^)iP^^)  uod  Va(2— 1)(2  — 2)  sein,  dürfen  aber  diese  Werte 
auch  nicht  um  p  (n  — jp)  —  1,  resp.  q  (n  —  g)  —  1  übersteigen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  weitere  Satz: 

42.  j^Damit  durch  die  w*  Basispunkte  eines  Gurvenbüschels  n-ter 
Ordnung  ein  degenerirtes  Element  O  +  G**^^  gelegt  werden  könne,  ist 
es  nöthig,  aber  auch  hinreichend,  dass  von  den  w'  Punkten  np — g 
auf  einer  Gurve  p-ter  Ordnung  und  n  {7i-'p)  —  h  auf  der  Gurve 
(n — p)'ter  Ordnung  liegen.^ 

Nimmt  man  für  g  den  kleinsten  Wert  t(p  — l)(p— 2)  an, 
so  erhält  man  den  Satz: 

43.  j^Jede  Gurve   n-ter  Ordnung,  welche  durch 

np-\{p-l)(p-2) 
beliebige  Punkte  einer  Gurve  p-ter  Ordnung  geht,  trifft  letztere  noch 
in  ^{p — 1)  (p — 2)  weiteren  und  zwar  festen  Punkten,*^ 
Oder: 

44.  „  Wenn  von  den  n'^  Basispunkten  eines  Gurvenbiischels  n-ter 
Ordnung    np  —  ^  (jp — ^)  (p  — 5)    auf  einer   Gurve  p-ter    Ordnung 
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liegen,  so  werden  noch  T(p  —  f)(p  —  2)  weitere  Basispunkte  auf  dieser 
(Jurve  liegen,  während  sich  die  übrigen  n  (n  — p)  Punkte  auf  einer 
CuTve  {n—pyter  Ordnung  befinden.^'') 

§.  50. 
Cayley'g  Sätze. 

Die  aufgestellten  Sätze  sind  von  Cayley  in  folgender  Weise 
verallgemeinert  worden. 

Zwei  CurFen  0'"  und  (7**  haben  mn  Punkte  gemeinschaftlich. 
Wir  setzen  diesbezüglich  voraus,  dass  n  größer  als  m  und  auch  grösser 
als  irgend  eine  zweite  Zahl  p  sei. 

Angenommen,  dass  es  unter  diesen  mn  Schnittpunkten 

mp  —  T  (^  +wP  ~"^ — 1)  (***  +  p  —  n  —  2) 
geben  würde,  welche  auf  einer  Curve  O  von  der  p-ten  Ordnung  lägen, 
so  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  auf  dieser  Gurve  noch  weitere 

-J-  (w+jp — n  — 1)  (w+j)  — w — 2) 
Punkte  liegen   werden,   während   sich  die  übrigen  m  (n—p)  Punkte 
auf  einer  Curve  der  {n—pyten  Ordnung  befinden  müssen. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  |  (n  —  w)  (n — m  +  3)  der  letzt- 
genannten m  (n— j>)  Schnittpunkte  von  O  und  O  (die  sie  nicht  mit 
(?"•  gemein  haben)  eine  Curve  0"-"»der(» — m)-teL  Ordnung  gelegt, 
so  repräsentiert  diese  mit  der  Curve  (7"*  einen  Ort  der  n-ten  Ordnung. 
Von  den  n^  Durchschnittspunkten  dieses  Ortes  mit  der  gegebenen 
Curve  n-ter  Ordnung  liegen  der  Annahme  nach: 
mp — I  (m-^-p—n —  1)  (w+i?  — n— 2)  +i(w — ♦»)  (»  — w  +  3) 

=^ni?  — |(p— l)(p-2) 
auf  der  Curve  O  der  p-ten  Ordnung. 

Auf  der  letzteren  Curve  liegen  somit,  nach  dem  Satze  43,  noch 
weitere  -j- (p — 1)  {p-'2)  Punkte,  unter  welchen  sich  aber  einerseits 

4"  (w+l?— **  —  1)  (m-\-p — n  —  2) 
Punkte  befinden,  welche  der  Voraussetzung   nach  Schnittpunkte  von 
C^  und  C^  sind  und  andererseits 

{n—m)p — ^  (n — w)  (n  — m-|-3) 
Punkte,  welche  die  beiden  Curven  C**  und  O— »  gemein  haben.  Die 
übrigen    m{n—p)    müssen    sodann    unbedingt    auf  einer  Curve  der 
(n— jp)-ten  Ordnung  liegen.    Hiernach  kann  der  von  Cayley  ver- 
allgemeinerte Satz  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

45.  j^Liegen  von  den  mn  Durchschnittspunkten  zweier  Curven 
(7*  und  O,    welche  beziehungsweise  von  der  m-ten  und  n4en   Ord^ 

nung  sind, 

^p  —  -^  (m-\-p  —  n — 1)  {m+p — n — 2) 
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€mf  einer  Curve  jhter  Ordnung  {n>  m  und  n  >  jp),  so  beßnden  sich 
auf  der  letzteren  noch  weitere 

i  (fn  -{-  p —  n  —  i)  (m+^  —  w  —  2) 
der  mn  Punkte,  während  die  übrigen  m  (n — p)  auf  einer  Curve  der 
(» — p)'ten  Ordnung  liegen,^ 

§.  51. 

Von  den  genannten  •J-(m+j?  — n — 1)  (m-^p-^n — 2)  Punkten, 
welche  die  drei  Carmen  O,  O*"  und  C  gemein  haben,  lässt  sich, 
indem  sie  sich  als  Schnittpunkte  von  C"*  und  Ü^  ergeben,  behaupten, 
dass  sie  unabhängig  von  O  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Curve  Q^  (n>m  und  n>j)},  sobald  sie 

durch  die 

mp — -J-  {m-^-p — n — 1)  (w+l>  —  ^ — 2) 

Schnittpunkte  von  C^  und  O  geht,  auch  durch  die  übrigen 

4"  (w+jP  —  w — 1)  (*w+i> — n  — 2) 
Schnittpunkte  von  O  und  O  gehen  muss. 

Diese  einfache  Betrachtung  gibt  den  Cayley*schen  Satz  in  seiner 
eigentlichen  Form: 

46.  j^Jede  Curve  der  n-ten  Ordnung y  welche  durch 
mp  —  -J-  (w+jp  — n — 1)  (m-|-|>  —  n — 2) 
Schnittpunkte  zweier  Curven  m-ter  und  pter  Ordnung,  m<Zn  und 
p<:n   vorausgesetzt,  beschrieben  wird,   geht  auch  durch  alle  übrigen 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Curven.^  ®) 

Die  bisher  aufgestellten  und  bewiesenen  Sätze  sind  infolge  ihrer 
ausgebreiteten  Anwendung  in  der  Theorie  der  ebenen  alge- 
braischen Curven  von  der  größten  Wichtigkeit. 

Die  Beifügung  der  den  angeführten  Sätzen  entsprechenden  reci- 
proken  Sfttse  wurde  nur  deswegen  unterlassen,  weil  sich  diese,  wie  in 
den  vorhergegangenen  Fällen  gezeigt  wurde,  sehr  leicht  von  selbst 
ergeben  und  daher  auch  anstandslos  abgeleitet  werden  können.  Auch 
fernerhin  werden  wir  einem  für  Punktcurven  bewiesenen  Satze  nur 
dann^  den  reciproken  Satz  beifügen,  wenn  dieser  von  ganz  besonderer 
Bedeutung  f&r  die  Entwickelung  weiterer  Theorien  ist. 

§.  52. 

Qm  die  Anwendung  der  gefundenen  Sätze  zu  zeigen,  wollen 
wir  einige  weitere  interessante  Sätze  über  algebraische  Curven 
daraus  folgern. 

Denken  wir  uns  eine  Curve  n-ter  Ordnung  durch  zwei  gerade 
Transversalen  V  und  V  in  den  Punkten  a',  6',  c\..,n'  und 
a'\  6",  c"  . . . .  n" 
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geschnittea,  und  diese  Punkte  zu  zweien  mit  einander  durch  n  Gerade 

a V,  i't",  &&'  ....  n V 
verbunden. 

Diese  n  Geraden  repräsentieren  einen  Ort  der  n-ten  Ordnung, 
welcher  die  gegebene  Curve  n-ter  Ordnung  in  n*  Punkten  schneidet. 

Vou  diesen  n*  Punkten  befinden  sich,  der  Voraussetzung  gem&ß, 
2n  Punkte  auf  den  Geraden  V  und  V\  d.  h.  auf  einer  (degenerierten) 
Curve  zweiter  Ordnung. 

Nach  dem  Satze  44)  mössen  aber  alle  übrigen  Schnittpunkte 
der  n  Geraden  mit  der  gegebenen  Curve  n-ter  Ordnung  auf  einer 
Curve  von  der  (n — 2)-ten  Ordnung  liegen. 

Dieses  so  unendlich  einfach  erzielte  Resultat  liefert  unmittelbar, 
wenn  man  die  Transversalen  t'  und  V  zusammenfallen  lässt,  wodurch 
die  n  Geraden  a'a*'^  Vb**..,n*n''  in  n  Tangenten  übergehen;  den 
Poncelet'schen  Satz: 

47.  j^Die  n  Tangenten  einer  Curve  n4er  Ordnung^  deren  Be- 
rührungspunkte sämmtlich  in  einer  Geraden  liegen^  schneiden  diese 
Curve  in  weiteren  n  (n  —  2)  Punkten,  welche  auf  einer  Curve  der 
(n^Syten  Ordnung  liegen.^ 

Tritt  an  die  Stelle  der  Curve  n-ter  Ordnung  speciell  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  so  ist  n  =  3;  n — 2  =  1,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

48,  ^Drei  Tangenten  einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche  diese 
in  Punkten  berühren^  welche  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen, 
schneiden  die  Curve  überdies  in  drei  Punkten,  u^elche  in  einer  eweiten 
Geraden  liegen.^ 

§.  53. 

Der  vorhergehende  Satz  kann  etwa  in  folgender  Weise  noch 
verallgemeinert  werden. 

Schneidet  man  nämlich  eine  Curve  n-ter  Ordnung  durch  eine 
Gerade  t  m  n  Punkten,  und  bestimmt  man  die  Tangenten  der  Curve 
in  diesen  Punkten,  so  schneiden  dieselben  die  Curve  in  n  (n — 2) 
weiteren  Punkten,  welche  auf  einer  Curve  der  (n — 2)-ten  Ordnung 
liegen. 

Nimmt  man  statt  einer  Geraden  t,  p  solcher  Geraden  an,  so 
erhält  man  schließlich  p  Curven  der  (n — 2)-ten  Ordnung. 

Schneidet  man  also  eine  Curve  n*ter  Ordnung  durch  eine  in  p 
Gerade  degenerierte  Curve  ^-ter  Ordnung,  so  liegen  die 
p.n  (n— 2)  Schnittpunkte  der  Curve  n-ter  Ordnung  mit  ihren  Tan- 
genten in  den  np  Schnittpunkten  auf  einer  degenerierten  Curve 
p  (n — 2)-ter  Ordnung. 
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Nach  der  Form  c)  des  Principes  von  der  Erhaltung  der  Anzahl, 
folgt  hieraus  allgemein  der  Satz: 

49.  j^Die  Tangenten  einer  Gurve  n-ter  Ordnung  in  ihren  np 
Durchschnittspunkten  mit  einer  Gurve  p-ter  Ordnung  schneiden  erstere 
Gurve  in  pn  (n  —  2)  weiteren  Punkten^  welche  auf  einer  Gurve 
p  (n — 2)'-^ter  Ordnung  liegen.^ 

Sehr  einfach  lässt  sich  auch,  mit  Zuhilfenahme  des  Satzes  45) 
der  nachstehende  besondere  Satz  ableiten: 

50.  „Wenn  ein  Polygon  von  2  n  Seiten  einem  Kegelschnitte  ein- 
geschrieben ist,  so  liegen  die  n  (n  —  2)  Punkte,  in  welchen  die  ungerad- 
zahligen  Seiten,  die  nicht  anstoßenden  geradzahligen  Seiten  treffen, 
in  einer  Gurve  (n — 2)'ter  Ordnung."' 

Die  geradzahligen,  sowie  auch  die  ungeradzahligen 
Poljgonseiten   bilden  je  einen  Ort  der  n-ten  Ordnung  (je  n  Gerade). 

Diese  beiden  Orte  haben  n^  Punkte  gemein,  wovon  2n  (Ecken 
des  Polygons)  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Nach  dem  vorherangezogenen  Satze  45)  müssen  sich  sodann 
die  übrigen  Punkte   auf  einer  Curve  (n — 2)-ter  Ordnung   vorfinden. 

Ffir  n  =  3,  d.  h.  fQr  ein  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenes 
Sechseck  ist  n  —  2  =  1,  d.  h.  die  Gegenseiten  schneiden  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  (PascaTscher  Satz). 

§.  54. 
Correnbüschel  und  damit  im  Znsammenhange  stehende  Sätze. 

Denken  wir  uns  vier  Curven  der  w-ten  Ordnung  *C**,  *0,  'C"  und 
^O*.  Die  beiden  ersten  Curven  betrachten  wir  als  Elemente  eines 
Curvenbüschels  n-ter  Ordnung,  ebenso  nehmen  wir  die  beiden  anderen 
Curven  als  Elemente  eines  zweiten  Curvenbfischels  an  und  setzen  ncbst- 
bei  voraus,  dass  beide  Büschel  eine  Gurve  n-ter  Ordnung  gemein  haben, 
d.  b.,  dass  es  eine  Curve  gebe,  welche  sowohl  den  Büschel  CG,  ^C) 
als  auch  dem  Büschel  ('(7,  *G)  als  Element  angehöre.  Diese  Curve, 
die  wir  kmz  mit  G^  bezeichnen  wollen,  gebt  dann  sowohl  durch  die 
M*  Durchschnittspunkte  von  ^C'und'C,  als  auch  durch  die  n*  Durch- 
schnittspunkte von  ^Cnnd^C. 

Denken  wir  uns  beispielsweise  die  Curven  'O  und  ^C**  zusammen 
als  einen  Ort  ^n-ter  Ordnung  und  ebenso  die  Curven  'C*  und  ^C^  als 
einen  zweiten  Ort  der  n-ten  Ordnung.  Die  4n^  Schnittpunkte  dieser 
beiden  Orte  bilden  sodann  die  Basis  für  ein  Curvenbüschel  der  2n-toii 
Ordnung.  Der  Voraussetzung  gemüß  liegen  von  diesen  4n'^  Schnitt- 
punkten die  2n^  Schnittpunkte  von  'Cund^C,   resp.  *Cund*C  auf 
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einer  Garve  O  der  n-ten  Ordnung.  Die  übrig  bleibenden  2n^  Basis - 
punkte  des  Büschels  CC^G,  ^C*G),  d.  h.,  die  n«  Schnittpunkte  Ton 
^C  und  *Cj  sowie  die  n'  Schnittpunkte  von  ^C  und  'C  müssen  sodann, 
nach  Satz  44),  auf  einer  zweiten  Curve  n-ter  Ordnung  liegen;  oder  mit 
anderen  Worten:  in  dem  Büschel  ^C^G  der  n-ten  Ordnung  existirt 
eine  Curve  n-ter  Ordnung,  welche  auch  dem  anderen  Büschel  *G^G 
der  n-ten  Ordnung  angehört. 

Hätten  wir  anfänglich  die  Curven  ^Gund^G  und  ebenso  die 
Curven  'C  und  *0  zu  Orten  5n-ter  Ordnung  combiniert,  so  wfiren  wir 
zu  dem  Resultate  gekommen,  dass  auch  die  Büschel  ('0  *G)  und  ('C  ^C) 
eine  Cur?e  n-ter  Ordnung  gemein  haben  müssen.  Mithin  der  Satz: 

51.'  jfBilden  vier  Gurven  n-ter  Ordnung  in  irgend  einer  Gam^ 
bination  Elementenpaare  zweier  Gurvenbüschel  n-ter  Ordnung,  welche 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  gemein  haben,  so  bilden  sie  auch  in  den 
beiden  anderen  möglichen  Gonibinationen  Elementenpaare  von  Gurven- 
büscheln  n-ter  Ordnung,  die  gleichfalls  je  eine  Gurve  n-ter  Ordnung 
gemein  haben.^ 

§.  55. 

Denken  wir  uns  drei  Curven  n-ter  Ordnung  Jf**,  N^  und  P"  ge- 
geben. Diese  drei  Curven  bestimmen  drei  Curvenbüschel  (Jf~,  N*"), 
(Jf*  P»)  und  {N*"  P")  n-ter  Ordnung.  Bekanntlich  lassen  sich  immer 
noch  drei  andere  Curven  finden,  welche  durch  einen  und  denselben 
beliebig  gewählten  Punkt  A  gehen  und  den  drei  Büscheln  angehören. 

Der  Übersichtlichkeit  wegen  wollen  wir  die  Curve,  welche  durch 
A  geht  und  dem  Büschel  ( JT"  P")  angehört  mit  2Ji",  jene,  welche  dem 
Büschel  {M*"  P*")  angehört  mit  "SV"  und  jene,  welche  dem  Büschel 
(Jf*  -N")  angehört,  mit  $*  bezeichnen. 

Die  Büschel  {N"  P*)  und  ( Jf*  2^)  oder  aber,  was  gleichbedeutend 
ist,  die  Büschel  (ÜB**  N")  und  ( Jf  ~  SÄ»*)  haben  die  Curve  P*  gemein ; 
es  müssen  denmach  auch  die  Büschel  (Jtf**  N**)  und  (SR**  92**)  nach 
dem  vorbeigehenden  Satze  eine  Curve  n-ter  Ordnung  gemeinschaftlich 

besitzen. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  letzt  genannte  gemein- 
schaftliche Curve  keine  andere,  als  $**  sein  kann. 

Die  gemeinsame  Curve  der  Büschel  (Jf~  N*")  und  (aW"  SW*)  muss 
nämlich  durch  die  Basispunkte  dieser  Büschel  gehen  und  wird  mithin 
als  eine  Curve,  welche  durch  die  n'  Basispunkte  des  Büschels  ( Jf  ♦»  N"") 
und  durch  einenBasispunkt  des  Büschels  [Wl^  92**)  geht,  bestimmt  sein. 

Ein  solcher  Basispunkt  ist  aber  auf  Grund  der  gemachten  Vor- 
aussetzung der  Punkt  A,  durch  welchen  die  beiden  Curven  Wi^  und 
Sn**  gehen.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  den  Büscheln  {M'^  N*^) 


49 

und  (aß"  SW*)  gleichzeitig  zugehörende  Curve  die  Curve  ^"  ist,  welche 
dem  Bfischel  {M^  N^)  angehört  und  durch  den  Punkt  A  geht. 

Aus  diesen  einfachen  Erörterungen  ist  zu  ersehen,  dass  die  drei 
durch  den  beliebig  gewählten  Punkt  A  gehenden  und  den  BQscheln 
3f"  JY",  JK"  P"  und  Jy^  P*  angehörigen  Gurren  ^",  SÄ»»,  WV"  einem  und 
demselben  Büschel  zukommen,   und  ebenso  einleuchtend  ist  es  auch, 

dass  zu  jedem  Punkte  A^ A^  der  Ebene  drei  derartige  Gurven 

gehören,  dass  also  mit  anderen  Worten,  jedem  Punkt  A  in  der  Ebene 
ein  solches  Gurvenbüschel  (iW'*  9l~  $*•)  entspricht. 

Alle  diese  GurvenbQschel  bilden  zusammen  genommen  ein  Gebilde 
von  zweifach  unendlicher  Mannigfaltigkeit,  welches  wir  ein 
„Curvennetz  n-ter  Ordnung^  nennen. 

Ein  solches  Gurvennetz  ist  mithin  durch  die  drei  Gurven  M^^ 
N^,  P"  oder,  was  auf  dasselbe  hinausgeht,  durch  zwei  Gurvenbüschel 
mit  einer  gemeinschaftlichen  Gurve  (N*^)  bestimmt. 

Jede  Canre  des  Gurvennetzes  dagegen  ist  durch  die  Angabe  zweier 
Punkte  A  und  B  festgestellt;  da  nach  dem  Vorhergehenden  A  aus  dem 
Gnrvennetze  ein  Gurvenbüschel  und  der  Punkt  B  aus  letzterem  die 
Gurre  ausscheidet 

§.  56. 

Wenn  beliebig  viele  Büschel  n-ter  Ordnung  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  je  zwei  unter  ihnen  eine  Gurve  n-ter  Ordnung,  welche 
aber  nicht  gleichzeitig  den  andern  Büscheln  angehört,  gemein  haben, 
80  gehören  alle  diese  Büschel  einem  Gurvennetze  an,  welches  durch 
zwei  derselben  bestimmt  ist. 

Bezeichnen  wir  diese  zwei  Büschel  mit  (M^N*^)  und  (M^P^), 
und  sei  A  ein  Basispunkt  irgend  eines  der  übrigen  BQschel,  etwa  von 
(X**^'*),  so  wird  dieses  letztere  bestimmt  sein,  wenn  man  zwei 
Gurven  desselben  kennt.  Als  solche  können  aber  die  beiden  Gurven 
?*  und  91",  welche,  der  Voraussetzung  nach,  den  Büscheln  (MN) 
und  (XF),  resp.  (MF)  und  (XF)  gemeinschaftlich  sind,  betrachtet 
werden.  Dieses  vorausgesetzt,  gehört  selbstverständlich  das  Büschel 
(X  T)  dem  durch  {MN)  und  (MP)  bestimmten  Gurvennetze  an. 

Nach  dieser  Abzweigung  wollen  wir  uns  wieder  der  Betrachtung 
eines  Curvenbüschels  zuwenden. 

§.  57. 

Unter  den  Gurven  eines  Büschels  n-ter  Ordnung,  d.  h.  unter 
allen  Gurven ,  welche  durch  die  n*  Schnittpunkte  zweier  Gurven  n-ter 
Ordnung  gehen,  gibt  es  immer  nur  eine,  welche  außerdem  noch 
durch  einen  gegebenen  Punkt  P  geht. 

Pdsebka,  Daifiellende  ju  projectire  Geometrie.  II.  4 
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Eine  Curve  des  BQschels  wird  mithin  YoILständig  bestimmt  sein, 
wenn  deren  Tangente  in  einem  der  Basispunkte ,  etwa  in  Ä^ ,  gegeben 
ist,  da  durch  die  Angabe  der  Tangente  t  die  indirecte  Forderung  aus- 
gesprochen wird,  dass  die  Curve  den  Punkt  P  enthalte,  welcher  in  der 
Geraden  t  unmittelbar  auf  den  Basispunkt  folgt. 

Zu  jeder  Tangente  t  im  Punkte  A^  gehört  somit  eine  einzige 
Curve  des  BQschels,  und  umgekehrt  entspricht  jeder  Curve  des  Büschels 
im  Punkte  Äi ,  da  dieselbe  im  allgemeinen  in  A^  keinen  mehrfachen 
Punkt  besitzt,  nur  eine  Tangente. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  das  Strahlen büschel  der  Tan- 
genten und  das  Curvenbüschel  „eindeutig^  oder  „projec- 
tivisch^  entsprechen.  In  der  Folge  soll  demgemäß  unter  dem 
„Doppelverhältnis  von  vier  Curven  eines  Büschels"  stets 
das  Doppelverhältnis  ihrer  vier  Tangenten  in  einem  der  Basis- 
punkte verstanden  werden. 

Es  ist  offenbar  gleichgiltig,  welcher  der  Basispunkte  als  Scheitel 
des  Strahlenbüschels  gewählt  wird. 

Denn  sind  A^  und  A^  zwei  Basispunkte  und  O  irgend  eine  Curve 
des  Büschels,  so  entsprechen  derselben  projectivisch  die  beiden  Tan- 
genten f|  und  t^  in  Ai  und  A^,  mithin  sind  auch  die  letzteren  in 
Bezug  auf  einander  projectivisch. 

Das  heißt  mit  anderen  Worten: 

52.  ^Die  w'  Strahlenbüschd ,  welche  von  den  Tangenten  der 
Curven  eines  Büschels  n-ter  Ordnung  in  den  BasispunMen  gebildet 
werden,  sind  sämmtlich  untereinander  projectivisch,  und  gwar  ent- 
sprechen  sich  in  diesen  Strahlenbüscheln  solche  Strahlen,  welche  eine 
und  dieselbe  Curve  des  Büschels  berühren.*^ 

§.  58. 

Berühren  sich  die  beiden  Curven  n-ter  Ordnung,  welche  ein 
Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  bestimmen,  in  einem  Punkte  A,  d.  h. 
sind  in  diesem  Punkte  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Basis- 
punkte Ay  und  A^  vereinigt,  deren  Verbindungsgerade  —  Tangente  — 
T  heißen  möge,  so  ist  einleuchtend,  dass  sich  alle  Curven  des  Büschels, 
indem  sie  alle  die  beiden  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Punkte 
Ay  und  A^  enthalten,  in  A  berühren  werden. 

Es  lässt  sich  nun,  nach  Früherem ,  immer  eine,  aber  auch  nur 
eine  Curve  des  Büschels  bestimmen,  welche  den  dritten,  unmittelbar 
auf  (-4, -^a)  folgenden  Punkt  P  in  der  Geraden  T  enthält,  d.  h.  für 
welche  T  eine  Inflexionst  angente  und  A  der  Inflexions- 
p  u  n  k  t  ist. 
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Man  kann  aber  auch  leicht  nachweisen ,  dass  stets  eine  der 
Curven  in  dem  vorbezeichneten  Büschel  den  Punkt  A  als  Doppel- 
punkt besitzen  wird. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  A  eine  von  der  Tangente  T  ver- 
schiedene Gerade  gelegt,  so  wird  offenbar  das  Büschel  durch  jene 
Curven  erzengt  werden  kennen,  welche  durch  die  n^  Basispunkte  des 
Büschels  und  durch  die  verschiedenen  Punkte  P, ,  P,,  P3  .  .  .  der 
Geraden  g  gehen. 

Rückt  der  Punkt  P  auf  der  Geraden  g  fort,  indem  er  sich  un- 
aufhörlich dem  Punkte  A  nähert  und  endlich  mit  A  zusammenfällt, 
so  wird  sich  auch  die  durch  ihn  bestimmte  Curve  des  Büschels  stetig 
ändern.  Hier  wird  sich  ein  Zweig  derselben,  nämlich  jener,  welcher 
durch  P  geht  und  von  dem  Berührungszweige  A^  A^  verschieden  ist, 
gleichzeitig  immer  mehr  und  mehr  dem  Punkte  A  nähern  und  endlich 
mit  ihm  zusammenfallen.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  eine  Curve 
des  Büschels,  welche  einen  zweiten  durch  A  gehenden  Gurvenzweig 
besitzt,  für  welche  also  A  ein  Doppelpunkt  ist. 

Es  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass  dies  die  einzige  derart 
mögliche  Curve  ist,  indem  unter  den  denkbaren  Curven,  welche  durch 
die  n^  Basispunkte  und  durch  die  verschiedenen  Punkte  P  von  g  gehen 
können,  alle  Curven  des  Büschels  vertreten  sind,  und  das  Zusammen- 
fallen des  Punktes  P  auf  g  mit  dem  Punkte  A  nur  einmal  stattfinden 
kann.  Man  darf  sich  eben  nicht  dem  Irrthum  hingeben,  dass  g  die 
zweite  Tangente  des  Doppelpunktes  A  vorstelle. 

Es  gilt  daher  der  Satz: 

53.  j^Unter  allen  Curven  eines  Büschels,  welche  einen  gemein- 
schaftlichen Berührungspunkt  {doppelten  Basispunkt  —  nicht  ^BoppeU 
pwnkt^)  hesitgen,  gibt  es  eine  Curve,  für  welche  der  gena/nnte  Tunkt 
ein  Infiexionspunkt,  und  eine  zweite  Curve,  für  welche  derselbe  ein 
Doppelpunkt  ist.^ 

§.  59. 

Stellen  wir  uns  weiters  vor,  dass  zwei  Curven  n-ter  Ordnung, 
welche  ein  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  bestimmen,  eine  derartige 
Lage  hätten,  dass  ein  Doppelpunkt  der  einen  mit  einem  Doppelpunkte 
der  anderen  zusammenfalle.  Bezeichneten  Punkt  wollen  wir  A  nennen. 

Der  gemachten  Voraussetzung  zufolge  fallen  in  A  vier  Basis- 
punkte zusammen;  es  wird  sonach  jede  Cnrve  des  Büschels  mit  jeder 
anderen  Curve  des  Büschels  in  A  vier  Punkte  gemein  haben,  oder  mit 
anderen  Worten:  jede  Curve  des  Büschels  hat  den  Punkt  A  zum 
Doppelpunkte. 
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Jede  Curye  des  Büschels  besitzt  demgemäß  in  A  zwei  Tangenten, 
und  da  diese  der  Tangente  derselben  Gurve  in  einem  anderen,  von  A 
verschiedenen  Basispunkte  projectivisch  entsprechen,  so  bilden  die 
Paare  der  Doppelpunkts-Tangenten  aller  Carven  des  Büschels 
im  Punkte  A  eine  Strahleninvolution. 

Nachdem  die  letztere  zwei  Doppelstrahlen  besitzt,  nnd  es 
somit  im  ganzen  zweimal  vorkömmt,  dass  zwei  zusammengehörige 
Strahlen  der  Involution  zusammenfallen,  so  gibt  es  in  dem  Büschel 
zwei  Curven,  für  welche  auch  die  Doppelpunktstangenten  zusammen- 
fallen, d.  h.  zwei  Curven^  für  welche  A  einen  „Rückkehrpunk t^ 
vorstellt.    Somit  folgt  der  Satz: 

54.  y^Besitzen  die  Curven  eines  CurvenbUschels  einen  gemein- 
schaftlichen Doppelpunlct,  so  gibt  es  unter  ihnen  Bwei  Curven,  für 
welche  dieser  Funkt  insbesondere  einen  BiAckkehrpunkt  repräsentiert.^ 

Dieser  Satz  gilt  aber  selbstverständlich  nur  so  lange,  als  die 
Büschelcurven  in  dem  Doppelpunkte  A  nicht  gleichzeitig 
auch  eine  der  beiden  Tangenten  gemein  haben. 

In  diesem  Falle  würde  sich  nämlich  die  Strahleninvolution  der 
Doppelpunktstangenten  einerseits  auf  die  gemeinschaftliche  Doppel* 
punkstangente  T  und  andererseits  auf  ein  einfaches,  eindeutiges 
Strahlenbüschel  reducieren,  von  welchem  nur  ein  Strahl  mit 
T  zusammenfallen  kann.  Unter  so  obwaltenden  Verhältnissen  gibt  es 
offenbar  nur  eine  Curve,  für  welche  A  einen  Rückkehrpunkt  und  T 
gleichzeitig  die  Rückkehrtangente  in  dem  betreffenden  Punkte 
darstellt. 

Wir  erhalten  sonach  den  speciellen  Satz: 

55.  ^Besitzen  die  Curven  eines  Büschels  einen  gemeinschaftlichen 
Doppelpunkt  wnd  in  diesem  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  so  gibt 
es  unter  ihnen  eine,  für  welche  der  genannte  Punkt  insbesondere 
ein  Bückkehrpunkt  mit  jener  gemeinschaftlichen  Tangente  als  Bückkehr- 
tangente  ist,^ 

§.  60. 
Haben  sämmtliche  Curven  eines  Büschels  nicht  nur  einen  gemein- 
schaftlichen   Doppelpunkt,   sondern   auch   die   beiden   Doppelpunkts- 
tangenten gemeinschaftlich,  so  gibt  es  unter  ihnen  immer  eine  Curve, 
welche  den  bezeichneten  Punkt  als  dreifachen  Punkt  besitzt. 

Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  folgenden  allgemeinen 
Satzes : 

56.  y^Besitzen  die  Curven  eines  Büschels  einen  gemeinschaftlichmh 
r-fachen  Punkt  und  auch  die  r  Tangenten  in  demselben  gemeinschaß- 
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lieh,   so  gibt  es  unter  diesen  Curven  immer  eine,   für  welche  der  be- 
zeichnete Punkt  ein  (r  +  lyfcLcher  Punkt  ist,^ 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  uuschwer 
geliefert  werden. 

Seien  Ä  der  gemeinschaftliche  r-*fache  Punkt  der  Curven  und  t^, 
t^...tf  die  gemeinschaftlichen  r  Tangenten  aller  Curven  in  dem  be- 
zeichneten Punkte. 

Denken  wir  uns  durch  A  irgend  eine  beliebige  Gerade  g  gezogen, 
so  bestimmt  jeder  Punkt  P  dieser  Geraden  mit  den  Basispuokten  des 
Büschels  eine  Curve  des  Büschels  und  geben  wir  dem  Punkte  P  auf 
der  Geraden  g  verschiedene  Lagen,  so  werden  durch  denselben  nach 
nnd  nach  alle  Curven  des  Büschels  bestimmt  erscheinen. 

Nähern  wir  nun  den  Punkt  P  unausgesetzt  dem  Punkte  A,  und 
zwar  so  lange,  bis  er  mit  demselben  zusammenfällt,  so  wird  sich  auch 
der  durch  P  gehende  Zweig  der  betreffenden  Curve  dem  Punkte  A 
stetig  nähern  und  endlich  durch  den  letzteren  selbst  gehen,  wodurch 
A  offenbar  zum  (r  -f-  1)  -fachen  Punkte  für  diese  Curve  wird. 

Da  der  Punkt  P  bei  seiner  Bewegung  auf  g  nur  einmal  durch 
A  gehen  kann,  so  ist  auch  klar  gelegt,  dass  es  bloß  eine  Curve 
von  der  eben  bezeichneten  Eigenschaft  geben  könne. 

§.  61. 
Ersengang  von  Cnrven  durch  projectivische  Carvenbiischel. 

Es  wurde  bereits  früher  hervorgehoben,  dass  eine  Curve  in  einem 
Curvenbüschel  durch  die  Angabe  ihrer  Tangente  in  einem  der  Basis- 
punkte vollkommen  und  eindeutig  bestimmt  sei,  und  dass  mithin  auch 
das  Büschel  der  Curven  eindeutig  und  projectivisch  auf  das  Strahlen- 
büschel bezogen  werden  könne,  welches  von  deren  Tangenten  in  einem 
der  Basispunkte  gebildet  wird. 

Bieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Strahleubüschel  der  Tan- 
genten in  den  n'  Basispunkten  unter  einander  projectivisch  sind,  und 
dass  sich  in  denselben  solche  Strahlen  entsprechen,  welche  eine  und 
dieselbe  Curve  des  Büschels  berühren. 

Zwei  Curvenbüschel  werden  „projectivisch"  genannt, 
wenn  sich  deren  Curven  eindeutig  entsprechen,  d.  h.,  wenn 
einer  Curve  des  einen  Büschels  eine,  aber  auch  nur  eine  Curve 
des  anderen  Büschels  entspricht,  und  umgekehrt. 

Dass  unter  dieser  Voraussetzung  gleichzeitig  auch  die  beiden 
Strahlenbüschel »  welche  beziehungsweise  von  den  Tangenten  aller 
Curven  des  einen  Curvenbüschels  in  einem  der  Basispunkte,  und  von 
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den  Tangenten  der  entsprechenden  Curven  im  zweiten  Cur^enbüschel 
in  einem  der  Basispunkte  gebildet  werden,  projectivisch  sein  werden, 
ist  von  selbst  einleuchtend. 

Nennt  man  das  Doppelverhältnis  von  vier  Curven  eines 
Curvenbüschels,  das  Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten 
derselben  in  einem  der  Basispunkte,  so  kann  man  auch  sagen: 

„Das  Doppel  Verhältnis  von  vier  Curven  eines  Curvenbüschels  ist 
dem  Doppelverhältnisse  der  vier  ihnen  entsprechenden  Curven  in  jedem 
Curvenbüschel ,  welches  dem  ersteren  projectivisch  zugeordnet  ist, 
gleich." 

Denken  wir  uns  nun  in  einer  Ebene  zwei  projectivische  Curven- 
bäschel  von  der  n'-ten  und  n"-ten  Ordnung. 

Da  die  Curven  eines  jeden  dieser  Büschel  eine  stetige  Folge 
von  einfach  unendlicher  Mannigfaltigkeit  bilden,  so  wird  dasselbe 
auch  von  den  Schnittpunkten  ihrer  entsprechenden  Elemente  gelten. 
Die  letzteren  werden  sonach  eine  „Punktcurve"  erzeugen  und  es 
wird  sich  zunächst  darum  handeln,  die  Ordnung  einer  auf  diese 
Weise  erzeugten  Punktcurve  zu  ermitteln. 

Letzteres  wird  am  zweckmäßigsten  dadurch  bewerkstelligt  werden 
können,  dass  man  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Curve, 
deren  Ordnung  gegeben  oder  bekannt  ist,  aufsucht,  da,  wie  wir  bereits 
wissen^  diese  Anzahl  dem  Producte  aus  der  gesuchten  Ordnung  und 
der  Ordnung  der  schneidenden  Curve  gleich  ist. 

Setzen  wir  zum  Zwecke  dieser  Bestimmung  voraus,  es  seien 
^p  ilg.  • .  .An'%  die  n^'  Basispunkte  des  Curvenbüschels  n'-ter  Ordnung 
und  ^,,  B^....Bn"^  die  n"'  Basispunkte  des  dem  ersteren  projec- 
tivischen  Büschels;  ferner  sei  C*  eine  Curve  des  ersten  und  O*  die 
entsprechende  Curve  im  zweiten  Büschel. 

Die  beiden  Curven  O  und  C**  schneiden  sich  in  n'n*^  Punkten, 
welche  der  gesuchten  Curve  C  angehören,  und  jedes  andere  Paar  ent- 
sprechender Curven  der  beiden  Büschel  wird  in  gleicher  Weise  wie  C 
und  O*  eine  Gruppe  von  nfn*^  Punkten  der  in  Frage  stehenden  Curve 
C*  liefern. 

Um  die  Ordnung  x  der  letzteren  Curve  zu  bestimmen,  denken 
wir  uns  deren  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Curve  von  bekannter 
Ordnung  festgestellt.  Hiezu  wird  sich  am  besten  eine  Curve  des  einen 
oder  anderen  Büschels,  beispielsweise  die  Curve  C^,  eignen. 

Vor  allem  anderen  erhalten  wir  als  Schnittpunkte  dieser  Curve 
mit  der  Curve  O  die  n'n*^  Punkte,  welche  O  mit  der  ihr  entspre- 
chenden Curve  C  des  zweiten  Büschels  gemein  hat.  Ebenso  findet 
man ,   dass   auch   die  n*^  Basispunkte  ^4^  . . .  A^** ,   durch  welche   die 
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Corvo  C^  geht,  der  G  arve  C*  angehören.  Denn  deifken  wir  uns  durch 
einen  dieser  Basispunkte,  allenfalls  durch  A^  eine  Curre  des  Büschels 
9»"-ter  Ordnung  gelegt,  so  entspricht  derselben  im  Büschel  n'-ter  Ord- 
nung eine  Gurve,  welche  nothwendig  durch  Ä^  als  Basispunkt  geht,  so 
zwar,  dass  Ä^  bereits  ein  Schnittpunkt  zweier  entsprechenden  Gurven 
beider  Büschel ,  also  ein  Punkt  der  Gurve  C*  sein  wird.  Ganz  das 
Gleiche  gilt  aber  auch  von  allen  übrigen  Basispunkten  A^....  Ann. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  zu  ersehen ,  dass  die  Gurve 
C  von  der  n'-ten  Ordnung  mit  der  Gurve  C?*,  einerseits  die  n'n** 
Schnittpunkte  mit  der  ihr  entsprechenden  Gurve  C*'  und  andererseits 
die  n^  Basispunkte,  im  ganzen  also 

n'  (n'  +  n") 
Punkte  gemein  hat    Nachdem   aber  diese  Zahl   dem  Producte   der 
Ordnungen  n'  und  x  der  Gurven  C  und  <?*  gleich  sein  mnss,  folgt, 

dass 

a;  =  n  -{-  n', 

d.h.  die  Ordnung  der  Gurve  C*  ist  gleich  der  Summe  der  Ord- 
nungen der  sie  erzeugenden  Gurvenbüschel. 

Gleichzeitig  fanden  wir,  dass  die  Gurve  C  durch  die  Basispunkte 
beider  Büschel  geht.    Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

57.  y^Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Curven  siweier 
projedivisehen  Curvenbüschd  der  n'-ten  und  n'^-ten  Ordnung  ist  eine 
durch  die  Basispunkte  heider  Büschel  gehende  Ou/rve^  deren  Ordnung 
der  Summe  jener  Ordnungen  gleich  ist. 

§.  62. 

Ausartung  der  durch  zwei  projectivische  Büschel  n'-ter  und  n^'-ter 
Ordnung  erzeugten  Curve  (n' +  ^'')  -  ter  Ordnung  in  Gurren  niederer 

Ordnung. 

Erster  Fall  der  Degeneration. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Gurven  der  beiden  Büschel  der- 
artig auf  einander  eindeutig  bezogen  sind,  dass  entsprechende  Gurven 
durch  einen  und  denselben  Punkt  einer  Gurve  r-ter  Ordnung  (r<n^4-n") 
gehen.  Dies  vorausgesetzt,  werden  offenbar  alle  Punkte  der  Gurve  O 
gleichzeitig  auch  Punkte  der  erzeugten  Gurve  O  vorstellen;  diese 
letztere  zerfällt  demnach  in  eine  Gurve  r-ter  Ordnung  und  in  eine 
Curve  (n  -{-  n'  —  r)-ter  Ordnung. 

Zweiter  Fall  der  Degeneration. 

Setzen  wir  voraus,  es  wären  Jf",  N**  und  P*  drei  Gurven  n-ter 
Ordnung,   und   wir   bezögen   die  beiden  Gurvenbüschel  (M^P^)   und 
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{N^^P*")  derart  prdjectivisch  auf  einander,  dass  die  Curve  P*S  welche 
beiden  Büscheln  gemeinsam  ist,  sich  in  denselben  selbst  entspräche. 
Dies  angenommen,  kann  ein  jeder  Pankt  von  P*^  als  ein  Punkt  der 
P~  im  ersten  BQschel,  und  gleichzeitig  als  Punkt  der  entsprechenden 
P^  im  anderen  Büschel  betrachtet  werden. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Curve  P^  selbst  ein  Bestand- 
theil  der  durch  die  beiden  Büschel  erzeugten  Curve  ;Sn-ter  Ordnung 
ist,  und  dass  der  Best  der  letzteren  wieder  nur  eine  Curve  n*ter  Ord- 
nung sein  kann. 

Wir  wissen,  dass  zwei  projectivische  Gebilde  durch  drei  Paare 
entsprechender  Elemente,  mithin  zwei  projectivische  Curvenbüschel 
durch  drei  Paare  entsprechender  Curven  gegeben  sind. 

Auf  Grund  dessen  kann  man  der  oben  angedeuteten  Erzeugung 
nachstehende  Fassung  geben. 

Seien  ü  und  t7'  zwei  Curven  «-ter  Ordnung,  welche  ein  Büschel 
{üü')j  und  V  und  P  zwei  andere  Curven  n-ter  Ordnung,  welche  ein 
zweites  Büschel  (F,  7')  bestimmen. 

Weiters  mag  vorausgesetzt  werden,  dass  es  eine  Curve  H  der 
n-ten  Ordnung  gebe,  welche  beiden  Büscheln  gleichzeitig  angehöre. 
Stellen  wir  nunmehr  fest,  dass  die  beiden  Büschel  einander  derart 
projectivisch  seien,  dass  die  gemeinschaftliche  Curve  H  sich  selbst  ent- 
spreche, so  wird,  wie  früher  bewiesen  wurde,  der  Ort  der  Schnittpunkte 
entsprechender  Curven  beider  Büschel  eine  Cnrve  n-ter  Ordnung  sein» 

Durch  die  gemachte  Annahme ,  dass  H  in  beiden  Büscheln  sich 
selbst  entspricht,  ist  aber  die  Projectivität  der  Büschel  noch  nicht  fest- 
gestellt ;  wir  können  vielmehr  noch  zwei  Paare  von  Curven  in  den  beiden 
Büscheln  beliebig  annehmen  und  überdies  festsetzen,  dass  diese  in  den 
Büscheln  sich  entsprechen  sollen.  Setzen  wir  also  voraus,  es  seien  die 
sich  entsprechenden  Curven  ü  und  F,  ü'  und  F' ,  so  werden  die 
Schnittpunkte  von  U  und  F,  so  wie  jene  von  Ü'  und  F'  offenbar  auf 
der  durch  die  beiden  Büschel  erzeugten  Curve  n-ter  Ordnung  liegen, 
und  es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

58.  y^Oeht  eine  Curve  H  von  der  n^ten  Ordnung  durch  die 
Schnittpunkte  zweier  Curven  ü  und  TJ*  der  n^ten  Ordnung,  und  gleich-- 
zeitig  durch  die  SchnittpunJcte  zweier  anderen  Curven  V  und  F'  der 
n-ten  Ordnung ,  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  Curven  ü  und  V;  ü* 
und  V  auf  einer  und  derselben  Curve  K  der  n4en  Ordnung  und 
wird  das  Gleiche  in  Bezug  der  Schnittpunkte  von  U  und  F',  £7'  und 
V  bezüglich  einer  zweiten  Curve  L  der  n4en  Ordnung  gelten.^ 

Die  Identität  dieses  Satzes  mit  dem  früher  aufgestellten  und 
bewiesenen  Satze  51)  ist  unschwer  zu  erkennen. 
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§.  63. 

Tangenten  und  Singalaritäten  der  erzengten  Cnrve  C»'  +  ^"  in  den  Basis- 
pnnkten.  Einflnss  Ensammenfall  ender  Basispnnkte  der  beiden  ersengen- 
den Bfischel  etc.  etc. 

Seien  £M  und  jB^"*^  die  beiden  erzeugenden  Curvenbüschel  n'-ter, 
resp.  n"-ter  Ordnung,  (>'  +  *•''  oder  kurz  C  die  durch  dieselben  er- 
zengte Curve;  ferner  sei  A  ein  Basispunkt  des  BQschels  B^*"'^ ,  (?'  die 
durch  denselben  gehende  Curve  des  Büschels  £<*">,  C  die  ihr  projec- 
tivisch  entsprechende  Curye  im  Büschel  ^'*'>  und  endlich  t^  die  Tan- 
gente der  letzteren  in  A. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  t'  auch  die  Tangente  der 
erzeugten  Curve  C  im  Punkte  A  darstelle. 

Da  nämlich  die  erzeugte  Curve  C  durch  den  Basispunkt  A  hin- 
durchgeht, und  derselbe,  der  gemachten  Voraussetzung  zufolge,  kein 
Doppelpunkt  von  C  ist,  so  besitzt  diese  Curve  C  ia  A  bloß  eine  ein- 
zige Tangente,  welche  t*  heißen  mag.  Diese  Gerade  ^'  bestimmt 
aber  auch  in  dem  Büschel  jB'"')  eine  Curve  (?,  welche  von  derselben 
in  A  berührt  wird.  Es  gibt  also  unbedingt  eine  Curve  C  in  dem 
Büschel  £(••'>,  welche  die  erzeugte  Curve  C  m  A  berührt,  d.  h.  eine 
Curve,  welche  einen  mit  A  zusammenfallenden  Punkt  a  mit  C  gemein 
hat.  Durch  a,  oder  was  dasselbe  ist,  durch  A^  muss  sodann  aber  auch 
die  der  Curve  C  entsprechende  Curve  C*  im  Büschel  jB("*>  gehen, 
woraus  folgt,  dass  die  Tangente  t^  keine  andere  als  die  vorbezeichnete 
Tangente  i^  sein  kann. 

Mithin  der  Satz: 

59.  j^Geht  eine  Curve  des  einen  Bilschels  durch  einen  Basis- 
punkt des  euoeiten  Büschels^  so  entspricht  ihr  in  letzterem  Büschel  eine 
Curve  j  deren  Tangente  in  dem  betreffenden  Basispunkte  auch  die  von 
den  beiden  Büscheln  erzeugte  Curve  in  dem  nämlichen  Funkte  berührt,^ 

§.  64. 

Es  mag  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  zwei  Basispunkte  A^ 
und  A^  des  einen  Büschels  in  einen  und  denselben  Punkt  A  zusammen- 
fallen, d.  h.  dass  sich  sämmtliche  Curven  dieses  Büschels  im  Punkte  A 
berühren. 

Dies  angenommen,  gibt  es  (nach  Satz  63)  immer  eine  Curve  des 
Büschels,  für  welche  A  ein  Doppelpunkt  ist.  Ist  nebstbei  die  Pro- 
jectivitftt  der  beiden  Büschel  derart  angeordnet,  dass  der  letztgenannten 
Curve  im  zweiten  Büschel  jene  Curve  entspricht,  welche  durch  A  geht, 
so  sind  in  A  zwei  Punkte  vereinigt,  welche  die  einander  entsprechen- 
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den  Curven  gemein  haben,  d.  h.  die  erzeugte  Curve  hat  den  Punkt  A 
gleichfalls  zum  Doppelpunkt 

Durch  eine  analoge  Betrachtung,  wie  im  vorhergehenden  Falle, 
findet  man,  dass  auch  hier  die  beiden  Doppelpunktstangenten  der  er- 
zeugenden Curve  (die  eine  berQhrt  sämmtliche  Curven  des  BQschels) 
gleichzeitig  die  Doppelpunktstangenten  der  erzeugten  Curve 
darstellen. 

Wir  erhalten  sonach  den  Satz: 

60,  y,Berühren  sich  die  Gurven  des  einen  Büschels  sämmÜich  in 
einem  PunMe,  so  gibt  es  unter  ihnen  eine^  C,  welche  den  Berührungs- 
punkt  zum  Doppelpunkte  hat.  In  diesem  Falle  isty  söbaid  die  der 
Curve  C  entsprecheude  Curve  im  zweiten  Büschel  durch  den  Doppel^ 
punkt  geht^  der  genannte  Funkt  auch  ein  Doppelpunkt  der  durch  die 
beiden  Büschel  erzeugten  Curve.  Die  Doppelpunktstangenten  der  er- 
zeugten  Curve  fallen  mit  jenen  von  C  zusammen.^ 

§.  65. 

Wenn  sich  zwei  entsprechende  Curven  der  Büschel  in  einem 
Punkte  treflFen,  welcher  für  jede  dieser  Curven  ein  r-facher  Punkt  ist, 
so  wird  derselbe  auch  für  die  erzeugte  Curve  ein  r-facher  Punkt  sein. 
Denn  in  demselben  sind  r^  Schnittpunkte  beider  Curven  vereinigt, 
welche  ebenso  gut  als  die  r^  Schnittpunkte  der  einen  erzeugenden 
Curve  mit  der  erzeugten  Curve  vorstellen;  nachdem  aber  der  betref- 
fende Punkt  in  der  ersteren  ein  r-facher  Punkt  ist,  muss  er  es  offen- 
bar auch  in  der  letzteren  sein. 

Das  Gleiche  gilt  auch  dann  noch,  wenn  der  genannte  Schnitt- 
punkt in  der  einen  der  erzeugenden  Curven  r'-fach  ist,  wobei  r' >  r, 
da  derselbe  im  vorliegenden  Falle  doch  nur  als  r-facher  Punkt  in 
Betrachtung  zu  ziehen  ist. 

Mithin  der  Satz: 

61.  ^Hdben  zwei  einander  entsprechende  Curven  der  beiden  er- 
zeugenden  Büschel  einen  Punkt  gemein ,  welcher  für  die  eine  ein 
r- f acher ^  für  die  andere  ein  r'-f acher  Punkt  ist,  so  ist  er,  voraus^ 
gesetzt,  dass  r'  >  r,  auch  für  die  erzeugte  Curve  ein  r-f acher  Punkt."' 

§.  66. 

Erzeni^iig  yon  Curven  gegebener  Ordnang  durch  CarvenbUschel    nie- 
derer Ordnung. 

Die  in  Satz  57)  ausgesprochene  Eigenschaft  zweier  projeotivischer 
Curvenbüschel  legt  den  Gedanken  nahe,  zu  untersuchen,  ob  eine 
Curve,  welche  durch   -J-n  (n  +  3)  Punkte  gegeben  ist,   als  Ort   der 
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Schnittpunkte   entsprechender  Curven   zweier  projectivischer  Curven- 
bflschel  erzeugt  werden  könne. 

Bevor  wir  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  schreiten,  mögen  zuvörderst 
noch  einige  wichtige  Sätze  vonChasles  und  Jonquidres  entwickelt 
werden. 

Sei  C^  eine  Curve  n-ter  Ordnung  und  setzen  wir  voraus,  es  sei 

Setzen  wir  auf  O  j>'  Punkte  so  voraus,  dass  sie  als  Basispunkte 
eines  Curvenbüschels  p-ter  Ordnung  betrachtet  werden  können;  be- 
zeichnen wir  ferner  mit  C  und  C*  zwei  Curven  dieses  Büschels,  so 
schneidet  jede  derselben  die  Curve  O  in  nj)=|)'  +  py  Punkten, 
wovon  die  !>*  Punkte  mit  den  gewählten  Basispunkten  zusammenfallen, 
während  die  übrigen  ^j>^  Schnittpunkte,  (nach  Satz  45),  auf  je  einer 
Curve  r,  resp.  T'  der  j^'-ten  Ordnung  liegen  müssen. 

Die  beiden  Curven  C  und  T  bestimmen,  da  sie  beziehungsweise 
von  der  j>-ten  und  j>'-ten  Ordnung  sind,  zusammen  einen  Ort  der 
(l>  +  i>0"tön  Ordnung.  Das  Gleiche  gilt  bezüglich  der  Curven  V  und  C. 

Beide  Orte  schneiden  sich  in  (j>  +  pO'  Punkten. 

Von  diesen  Punkten  liegen^  der  Voraussetzung  gemäß, 

i>'  +  VV'  -t-  PJP'  =  i>'  +  "^1919'  =  i>  (J>  +  ZjpO 
auf  der  Curve  O. 

|)  und  |)'  wird  so  angenommen,  dass  i>  >  y  (-P'  "f  3),  also 

i>i>'  >  W  iP'  +  3), 
dass  daher  sowohl  die  Curve  /'  als  auch  die  Curve  F'  bestinmit  ist. 

Nachdem  nun  j)  (j)  +  2p')  >  i  (i>  +  P')  (i>+i>'  +  3)  —  1  ist, 
werden  die  übrigen  p'*  Schnittpunkte  beider  Orte ,  welche  aber  in  die- 
sem Falle  die  Schnittpunkte  der  Bestandtheile  r  und  r'  repräsentieren, 
(nach  Satz  41),  ebenfalls  auf  der  Curve  O  liegen. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Curve  C  und  die  Curve  r,  also  auch 
deren  p*,  resp.  p'"  Schnittpunkte  mit  O  fix ,  während  wir  die  Curve 
C  und  mit  derselben  die  Curve  T'  ändern,  so  werden  die  Schnitt- 
punkte von  C  und  I^  immer  auf  (?•  liegen,  d.  h.  die  beiden  pro- 
jectivischen  Chirvenbüschel  (C,  C)  und  (r,  rO  erzeugen  die  Curve  O" 
der  (p  +  pO  =  ^^^  Ordnung. 

§•67. 

Machen  wir  nun  dieselben  Voraussetzungen  wie  vorher,  nur  mit 
dem  unterschiede ,  dass  jetzt  umgekehrt  p<:p'  sei.  Diesfalls  schneidet 
die  durch  die  p"  Punkte  gelegte  Curve  C  der  p-ten  Ordnung  die  O  in 
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weiteren  pp'  Punkten ,  die  aber  nicht  von  einaoder  unabhängig  sind, 
indem  eine  Curve  l\  der  p'-ten  Ordnung,  welche  durch 

PP'-\{p~\){p-  2) 
der  vorerwähnten  Punkte  geht,  auch  (nach  Satz  43),  die  übrigen  enthält. 

Nehmen  wir  demgemäß  auf  C^  noch  beliebige 

i  i>' (P' +  3)  -  [ jp !>' -  i  (p  -  1 )  (p  -  2) ]  = 

=  i(i>'-i^  +  i)(i>'-i?  +  2) 

Punkte  an,  so  liegen  diese,  sowie  auch  die  pp^  Punkte,  im  ganzen  also 

i  b'  (P'  +  3)  +  (1)  -  1)  {p  -  2)] 
Punkte,   sowohl  auf  einer  Curve  r  jp'-ter  Ordnung ,   als  auch  gleich- 
zeitig auf  der  Curve  O. 

Dies  gilt  selbstverständlich  auch  für  jede  folgende  Curve  (?. 
Führen  wir  nämlich  durch  die  j?*  Punkte  auf  C'*  eine  andere 
Curve  C  der  w-ten  Ordnung,  so  schneidet  diese  die  O  wieder  in 
weiteren  pp*  Punkten,  welche  im  Vereine  mit  den  früher  willkürlich 
auf  O  gewählten  \{p*  — j)  +  1)  {p'  — j)  +  2)  Punkten  eine  neue 
Curve  r*  der  y-ten  Ordnung  bestimmen. 

Der  degenerierte  Ort  ((7+  P)  ist  ebenso  wie  der  Ort  (O -\-r) 
von  der  {p  -\-  p')  =  n-ten  Ordnung. 
Beide  Orte  schneiden  sich  in 

(p-f  j)0'=P'  +  2i?i>'+i>'' 
Punkten.   Von  diesen  sind  p^  die  auf  O  angenommenen  Basispunkte. 
Außerdem  liegen  aber  auf  O  auch  die  angenommenen 

i(p'-i^  +  l;(p'-i>  +  2) 
Punkte,  sowie  die  2pp'  Punkte,   in  denen  sich  C  und  I\  resp.  0*  und 
r*  schneiden;  im  ganzen  also: 

P^  +  2pp'  +  |(p'  _  j>  4-  1)  (p'  _  p  +  2) 
=  i  (P  +i>0  (1^  +!>'  +  3)  -  1  +  (p  -  1)  (i>  -  2) 
Punkte.    Nachdem  diese  Zahl  größer  ist  als 

|n  (n  +  3)  -  1  =  i  (1)  +  i>0  (P  +  !>'  +  3)  -  1, 
so  liegen  (nach  Satz  45)  auch  noch  die  übrigen 

l>"-i(j^'-i>  +  l)(l>'-i>  +  2) 
Schnittpunkte  beider  Orte,  und   zwar  speciell  jene  der  Bestandtheile 
r  und  r  auf  O. 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  auch  hier 
diese  Punkte  mit  den  beliebig  angenommenen 

i(i>'-i>  +  i)(i>'-i>  +  2) 

Punkten,  die  Basis  eines  Büschels  jp'-ter  Ordnung  auf  O"  bestimmen, 
welches  mit  dem  Büschel  ((7,  O)  projectivisch  ist  und  mit  demselben 
die  Curve  (y  erzeugt.  Dies  ist  die  erste  von  Chasles  aufgestellte 
Beziehung  *). 
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§.  68. 

Nao  handelt  es  sich  noch  darnm,  zu  zeigen,  ob  und  wie  es 
möglich  ist,  auf  einer  Curve  der  n-ten  Ordnung  jt>*  Punkte  Qxn) 
so  anzunehmen,  dass  sie  die  Basis  eines  Curvenbüschels  jT-ter  Ordnung 
bilden. 

Aus  dem  Cayley 'sehen  Satze  46)  folgt  unmittelbar  der  folgende: 

62.  „Liegen  auf  einer  Curve  der  (p  +i>9  ==  vt-ten  Ordnung 

p^-\(p-p'-l)(p-p'-  2) 

Durchsclinütspunkte  eweier  Curven  p-ter  Ordnung^  so  liegen  auch  alle 
übrigen  auf  derselben.^ 
Oder 

63.  j^IAegen  von  den  Basispunkten  eines  Curvenbüschds  p-ter 
Ordnung  p^  —  \  (p —p'  —  1)  (p  —  p'  —  2)  Punkte 
auf  einer  Curve  (p  +i>0  =  r^er  Ordnung^  so  liegen  auf  derselben 
Curve  auch  die  übrigen,^ 

Hiermit  ist  aber  die  Voraussetzung  verbunden,  dass 

p  —  p'  —  2>0, 
also  p>p'  +  2  sei. 

Nach  dem  obigen  Satze  wird  es  sonach  genügen,  von  den  p^  Basis- 
punkten p^  —  \{p  — y  —  1)  {p  — p'  —  2)  Punkte 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  auf  der  Curve  O  liegen. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  einfache  Betrachtung  an. 

Ein  Punkt  ist  seiner  Lage  nach  in  einer  Ebene  immer  durch 
zwei  Bedingungen    (beispielsweise  durch  zwei  Goordinaten)   bestimmt. 

Wenn  wir  daher  TJP(i^  +  3)  —  1  Punkte  für  ein  Büschel  j?-ter 
Ordnung,  also  dieses  selbst  bestimmen,  so  erfüllen  wir  damit  doppelt 
so  viele,  d.  i.  JP  (i>  +  3)  —  2 

Bedingungen.  Dies  ist  somit  die  Zahl  der  zur  vollständigen  Bestim- 
mung eines  Curvenbüschels  p-ter  Ordnung  nothwendigen  einfachen  Be- 
stimmungen. 

Soll  sich  aber  ein  gegebener  Punkt  auf  einer  Curve,  die  gegeben 
vorli^,  befinden,  so  benöthigt  man  zu  seiner  Feststellung  nur  noch 
eine  Bedingung. 

Um  also  das  Curvenbüschel  j>-ter  Ordnung  auf  O  festzulegen, 
muss  p'  —  \  {p  —  p'  —  1)  {p  —  jp'  —  2)  Bedingungen  Genüge  ge- 
leistet werden,  während  wir,  zur  allgemeinen  Bestimmung  eines  Curven- 
büschels p-ter  Ordnung ,  über  p  (p  +  3)  —  2  Bedingungen  verfügen. 

Hieraus  folgt,  dass  wir 

P  (P  +  3)  -  2  -p«  -f-  i  (p  -p'  -  1)  (p  -p'  -  2) 
=  i[(P^-pr  +  3(p+pO-2] 
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Bedingangen  erübrigen ,  über  welche  somit  ganz  frei,  also  etwa  in  der 
Weise  verfügt  werden  kann,  dass  man  ebenso  viele  Basispunkte  des 
Buscheis  auf  der  Curve  O  ganz  willkürlich  wählt. 

§.  69. 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  umgekehrt 

ist.    In  diesem  Falle  ist  nämlich  p  —  p*  —  2  negativ^    und   hiermit 

l>*-i(i>-y-l)  (p-i>'-2) 
nothwendig  größer  als  jp^  während  es  doch  genügt,  dass  die  p^  Basis- 
punkte auf  O  liegen. 

Hier  ist  also  der  Cayley'sche  Satz  behufs  Beducierung  der 
Anzahl  der  Basispunkte  unbrauchbar,  und  unsere  Aufgabe  wird  es  sein, 
zu  ermitteln ,  wie  viele  von  den  p*  Basispunkten  beliebig  auf  O  an- 
genommen werden  dürfen,   damit  alle  p^  auf  dieser  Gurve  O  liegen« 

Im  allgemeinen  sind,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  bei  der  Bestim- 
mung eines  Curvenbüschels  jp-ter  Ordnung  i>  (i>  +  3)  —  2  einfache 
Bedingungen  erfüllt,  indem  ein  jeder  Punkt,  sofern  seine  Lage  bestimmt 
werden  soll,  zwei  Bedingungen  zu  genügen  hat. 

Wird  demnach  verlangt,  dass  ein  Punkt  auf  einer  gegebenen 
Curve  liegen  solle,  so  gilt  diese  Forderung  bereits  für  eine  Bedingung 
und  es  ist  somit  behufs  seiner  Fixierung  nur  noch  eine  Bedingung 
erforderlich. 

Sollen  mithin  die  p"^  Basispunkte  auf  der  Curve  O  liegen ,  so 
haben  wir  im  ganzen  p"^  Bedingungen  zu  erfüllen,  während  uns  zur 
Festlegung  eines  Curvenbüschels  j)  -  ter  Ordnung  p  (p  +  3)  —  2  Be- 
dingungen zu  Gebote  stehen. 

Wir  können  also  über  i>(p  +  3)  —  2  —  p^  z=z^p  —  2  Bedin- 
gungen willkürlich  verfugen,  d.  h.  wir  können  ebenso  viele  Punkte  der 
Basis  beliebig  auf  O  annehmen. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  zweiten  Satze  von  Chasles: 

61.  y^Sollen  auf  einer  Curve  C**  der  n-ten  =  (p  +  p^-ten  Ord- 
nung p^  Punkte  derart  bestimmt  werden  ^  dass  sie  die  Basis  eines 
Curv^ibüsehels  p-ter  Ordnung  bilden^  so  können  van  denselben  bezie- 
hungsweise ^[(jp—pT  +  3  {p  +p')  —  2]  oder  {3p  —  2)  Punkte 
beliebig  auf  O*  angenommen  werden^  je  nachdem  p>  alsp'  ■\-  2  oder 
p<ip'  +  2  ist.""  *«) 

§.  70. 

Mit  der  Feststellung  dieses  Satzes  ist  jedoch  die  eingeleitete 
Untersuchung  noch  nicht  abgeschlossen,  da  es  sich  auch  um  die  Be- 
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stimmang  aller  übrigen  Basispunkte,   welche   nicht  mehr  willkQrlich 
auf  O  angenommen  werden  können,  handelt 

Betrachten  wir  wieder,  so  wie  vorher,  die  beiden  Falle  jp  >  jp'  -}-  2 
und  p  <p'  -\-2  gesondert  von  einander.    Im  ersten  Falle  können 

i[(j?-pT  +  S(p+p')-2] 

der  Basispnnkte  beliebig  angenommen  werden. 

Die  Basen  der  beiden  erzengenden  Bäschel  pter  und  jp'-ter  Ord- 
nung sind  aber  durch 

il>  (P  +  3)  —  1  und  ip'  (p'  +  3)  —  1 

Punkte  bestimmt,  so  dass  wir  noch 

4l>  (P  +  3)  -  1  +  il>'  (l>'+3)-l  - |[(p-i>')"+  3(i)+i)0-2]  = 

=  PP'-l 
Punkte  zu  bestimmen  haben. 

Setzen  wir  nun  andererseits  voraus,  es  sei 

p<zp'  +  2. 

Dieses  angenommen  kann  man  3jp  —  2  Punkte  f&r  die  Basis  des 
Büschels  p  -  ter  Ordnung  willkürlich  auf  O  wählen.  Hat  man  die 
Bestimmung  des  vorbenannten  Büschels  vollzogen,  so  kann  man  (nach 
Satz  63),  für  das  zweite  Büschel  der  j}'-ten  Ordnung  weitere 

'i(p'-p  +  l)ip'-p  +  2) 
Basispunkte  willkürlich  annehmen. 

Die  Zahl  der  im  ganzen  nicht  beliebig  anzunehmenden  Punkte 
wird  somit  ausgedrückt  durch: 

ii>(P  +  3)  +  4i)'(p'+3)-2-(3n-2)-|(p'-i>  +  l)(p'-i)  +  2)  = 

=  pp'  —  1, 

d.  i.  dieselbe  Zahl,  welche  für  p  >  j}'  +  2  gefunden  wurde. 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  ersten  Satze  von  Jonqui^res: 

65.  jf  unter  den  Basispunkten  zweier  Büschel  p-ter  und  p*'ter 
Ordnung^  welche  eine  vorgegebene  Curve  C" 

n4er  =  (p  +  P^yter 
Ordnung  erzeugen  sollen^  gibt  es  immer  pp*  —  1  Punkte,  welche  auf 
der  Curve  O*  nicht  willkürlich  gewählt  werden  dürfen.^  ^^) 

Die  Curve  O  der  (p  -]-  p^-ten  Ordnung  ist  durch  Angabe  von 

i(p+i?0(P+i>'  +  3) 
ihrer  Punkte  vollständig  bestimmt. 

Die  Curve  soll  durch  zwei  Büschel  der  jp-ten  und  der  jp'-ten 
Ordnung  erzeugt  werden. 

Da  von  den  nothwendigen 

iPCP  +  3)  +  ijp'(p'  +  3)-2 
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Basispankten  der  beiden  Bflschel,  auf  Qrund  des  vorhergehenden  Satzes, 
jpp'  —  1  Pankte  nicht  beliebig  angenommen  werden  können,  80  bleiben 
als  willkürlich  anzunehmende  Basispunkte: 

iP  (P  +  S)+  ip' (p^  +  S)-2-  (pp'  -  1). 

Nachdem  aber  i  fl^  + 1^')  (p  +  i^'  +  3)    Punkte   der  zu  erzeu- 
genden Curve  C**  gegeben  sind  und  man  mit  diesen  Punkten  die  obige 
Zahl  willkürlicher  Basispunkte  zusammenfallen  lassen  kann,  so  bleiben 
noch 
l(l>+pO(i>+p'  +  3)-ip(p  +  3)-|y(p'+3)4-2+i)p'-l  = 

=  2pp'+l 
Punkte  der  Curve  C^  übrig,  welche  mit  den  Basispunkten  nicht  zu- 
sammenfallen. 

Durch  jeden  dieser  2pp'  +  1  Punkte  müssen  zwei  entsprechende 
Curven  der  beiden  projectivischen  Büschel  p-ier  und  ^'-ter  Ordnung 
gehen,  und  da  letztere  durch  drei  Paare  entsprechender  Curven,  die 
beliebig  angenommen  werden  dürfen,  bestimmt  sind,  so  bleiben  noch 

^pp"  +  1  —  3  =  2  (p2)'  —  1) 

Punkte  übrig,  durch  welche  gleichfalls  Paare  entsprechender  Curven 
der  beiden  Büschel  hindurchgehen  müssen.  Damit  aber  letzteres  zu- 
treffe, sind  nach  Jonqui^res  offenbar  genau  ebenso  viele,  also 
2  (pp'  —  1)  Bedingungen  zu  erfüllen ,  als  zur  Bestimmung  der  nicht 
willkürlichen  (pp^ —  1)  Basispunkte  nothwendig  waren. 

Aus  dem  ersten  Satze  von  Jonquiäres  folgt  noch  der  folgende, 
von  Chasles  herrührende  besondere  Satz,  welcher  ebenfalls  eine 
Lösung  des  behandelten  Problems  ergibt: 

66.  Von  den  BasispunJUen  zweier  Curvenbüschel  der  p-ten  und 
p'-ten  Ordnung ,  welche  eine  gegebene  Curve  (p  -|-  p')  -  ter  Ordnung 
ereeugen  sollen,  können,  sobald  p^p'  ist,  alle  willkürlichen  Punkte 
der  Basis  des  Ourvenbüschels  von  höherer  Ordnung  zugdheilt  werden; 
ist  aber  p  =  p\  so  können  alle  willkürlichen  Punkte  weniger  einem, 
der  einen  der  beiden  Bansen  zugetheilt  werden.^  *^) 

§.  71. 

Besonderer  Fall,  wenn  eine  Curve  (n  -f-  l)-ter  Ordnung  aas  einem 
Garvenbüschel  n-ter  Ordnung  erzeugt  werden  soll. 

Nach  dem  im  vorhergehenden  allgemein  Auseinandergesetzten  ist 
einleuchtend,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente  eines 
Strahlenbüschels  S  und  eines  ihm  projectivischen  Curvenbüschels  J5" 
w-ter  Ordnung  eine  Curve  0+^  (n  +  l)-ter  Ordnung  erzeugen  werden, 
welche  einerseits  durch  die  n^  Basispunkte  des  (7-Büschels,  andererseits 
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durch  den  Scheitel  8  des  Strahlen  buscheis  gehen  und  in  dem  letzteren 
Yon  jenem  Strahle  des  Strahlenbüschels  berührt  werden  wird,  welcher 
der  durch  den  Scheitel  S  gehenden  Curve  des  Curvenbüschels  J5" 
entspricht. 

Unterziehen  wir  diese  Erzeugung,  namentlich  mit  Bücksicht  auf 
die  Lage  der  n'  Basispunkte,  einer  eingehenderen  Betrachtung. 

Sei  zum  Behufe  dieser  Untersuchung  eine  Curve  C^-^^  der  (n  + 1)- 
ten  Ordnung  gegeben  und  erwägen  wir,  wie  die  besagte  Curve  durch 
ein  Büschel  B^  und  ein  Strahlenbüschel  8  erzeugt  werden  kann. 

Den  Scheitel  8  des  Strahleubüschels  denken  wir  uns  auf  der 
Curve  0+*  willkürlich  angenommen.  Außerdem  w&hlen  wir  auf  der 
Curve  C"+*  -J^n(n  +  1)  beliebige  Punkte  als  Basispunkte  für  ein 
Curvenbüschel  n-ter  Ordnung. 

Zieht  man  nun  durch  S  eine  beliebige  Gerade  9,  so  trifft  diese 
die  Curve  C*+^  außer  in  8  noch  in  n  Punkten.  Diese  n  Punkte  be- 
stimmen mit  den  angenommenen  ^  n  (n  -f  1)  Punkten,  ^  n  (n  4-  3) 
Punkte,  d.  i.  genau  so  viele  Punkte,  als  zur  Bestimmung  einer  Curve 
n-ter  Ordnung  nothwendig  sind. 

Obwohl  diese  -^  n  (n  +  3}  Punkte  von  einander  nicht  unabhängig 
sind,  da  n  von  ihnen  auf  einer  Geraden  g  liegen,  so  lässt  sich  doch 
leicht  nachweisen,  dass  durch  dieselben  nur  eine  Curve  n-ter  Ordnung 
hindurchgehen  kann. 

Würde  nämlich  durch  diese  j-  n  (n  +  3)  Punkte  noch  eine  zweite 
Curve  der  n-ten  Ordnung  geführt  werden  können ,  so  lägen  von  den 
n'  Schnittpunkten  derselben  die  vorgenannten  n  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden g ,  während  die  übrigen  (n*  —  n)  Schnittpunkte ,  unter  ihnen 
also  auch  die  j^  n  (n  -f  1)  willkürlich  auf  0+^  angenommenen  Punkte, 
(nach  Satz  44)  auf  einer  Curve  der  (n  —  l)-ten  Ordnung  liegen  müssten. 

Dies  ist  aber  im  vorliegenden  Falle  nicht  möglich,  indem  eine 
Curve  (n  —  l)-ter  Ordnung  durch 

|(n  —  1)  (n  +  2)  =  4-  n  (n  -f  1)  —  1 

Punkte  vollständig  bestimmt  ist  und  mithin  nicht  durch  willkürlich 
gewählte  \n  (n  -\-  1)  Punkte  geführt  werden  kann. 

Hiermit  ist  klar  gelegt ,  dass  durch  die  gewählten  \n  {n  +  1) 
Punkte  und  durch  die  auf  C*^^  vermittelst  des  Strahles  g  bestimmten 
n  Punkte  nur  eine  einzige  Curve  C*^  der  n-ten  Ordnung  gehen  kann. 

Wählen  wir  nun  einen  anderen  durch  S  gehenden  Strahl  g*,  so 
bestimmt  dieser  wieder  auf  C*»+^  n  neue  Punkte,  welche  mit  den 
früheren  -j-  n  (n  4-  1)  Punkten  eine  zweite  Curve  C"  bestimmen.  Diese 
beiden  Curven  O  und  C'**   bestimmen   zusammen   ein  Curvenbüschel 

Peiclilca,  Dantellende  n.  projective  Geometrie.   II.  5 
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B^  der  n-ten  Ordnung,  welches  wir  mit  dem  Strahlenbüschel  8  derart 
in  projectivische  Beziehung  bringen,  dass  dem  Strahle  g  die  Ourve  C", 
dem  Strahle  g'  die  Gnrve  C^  und  jenem  Strahle  9" ,  welcher  durch 
irgend  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Curve  0+^  geht,  diejenige  Corve 
C"*  des  Büschels  B^  entspricht ,  welche  gleich&lls  durch  den  Punkt 
P  geht. 

Durch  diese  drei  Paare  entsprechender  Elemente  ist  die  Projec- 
tivit&t  des  Strahlenbüschels  S  mit  dem  Curyenbüschel  B^  vollkommen 
festgestellt  und  das  Ei*zeugnis  derselben  wird  eine  Gurve  der  (n  -f-  l)-ten 
Ordnung  sein. 

Eine  einfache  Überlegung  zeigt,  dass  die  auf  diese  Weise  er- 
zeugte Curve  der  (»  +  l)-ten  Ordnung  mit  der  gegebenen  (7*+^  iden- 
tisch ist 

Die  Curve  (7*  +  ^,  welche  durch  S  und  P*  erzeugt  wird,  geht 
durch  die  gewählten  \  n  (n  -f- 1)  Basispunkte  des  Büschels  P**,  durch 
den  Scheitel  S  des  Strahlenbüschels,  ferner  durch  die  2n  Punkte, 
welche  auf  den  beiden  Strahlen  g  und  g'  liegen,  sowie  endlich  durch 
den  Punkt  P. 

Diese  sämmtlichen  Punkte  liegen  aber  auch  auf  der  gegebenen 
Curve  0*»+^ 

Wäre  also  die  Curve  C***"*-^  mit  der  Curve  6^+*  nicht  identisch, 
so  müssten  alle  diese  Punkte  zu  den  (n  +  l)^  Schnittpunkten  beider 
Curven  gehören.  Nachdem  aber  unter  diesen  Punkten  (n-^-l)  der- 
selben, d.  i.  der  Punkt  S  und  die  n  Punkte  von  g\  auf  eben  dieser 
Geraden  g^  liegen,  so  müssten  die  übrigen  (n-|-l)* — (n-f-1),  worunter 
auch  die  gewählten  i  n  (n  -}*  1}  Punkte,  die  n  Punkte  auf  g  und  der 
Punkt  P  sich  befinden,  (nach  Satz  43)  auf  einer  Curve  n-ter  Ordnung 
gelegen  sein. 

Letzteres  ist  aber  nicht  möglich,  da  früher  nachgewiesen  wurde, 
dass  durch  die  -^  n  (n  -f  1)  Punkte  und  durch  die  n  Punkte  auf  g  nur 
eine  einzige  Curve  C^  der  n-ten  Ordnung  gehen  könne  und  diese 
somit  den  weiterhin  beliebig  auf  (7**+^  gewählten  Punkt  P  nicht  ent- 
halten kann.    Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

67,  „Eine  gegebene  Curve  C**+^  der  (n-\-l)4en  Ordnung  kann  auf 
unendlich  viele  Arten  als  das  Erzeugnis  eines  Strahlenhüschds  S  und 
eines  ihm  projectivischen  Gurvenbüschels  P**  dargestellt  werden,  indem 
ma/n  einerseits  den  Scheitel  S  des  StrahlenbüscJiels  und  andererseits 
4-  n  (n+1)  Basispunkte  des  CurvenhiXschels  B^  willkürlich  auf  G^"^^ 
abnehmen  kann.  Zwei  Strahlen  g  und  g'  des  Büschels  ergeben  mit 
Cf»»+i  je  n  Punkte j  die  mit  den  gewählten  ^  n  (w4-2)  Punkten  zwei 
den  Strahlen  g  und  g'  entsprecJiende   Curven  liefern^   während  ein 
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driUes  Paar  entsprechender  Elemewie  dadurch  bestimmt  ist^  dass  beide 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  von  <7*+^  gehen.^ 

§.  72. 

Bestiiiunaiig  der  Classe  einer  gegebenen  Pnnktcnrre  und  der  Ordnung 
einer  gegebenen  Enyeloppe.  Die  Plttcker'schen  Gleicbtagen. 

Denken  wir  uns  an  eine  Curye  C  (Taf.  I,  Fig.  15),  die  wir  als 
Curye  i^-ter  Ordnung  betrachten  und  zunächst  ohne  Doppelpunkte 
und  ohne  Bfickkehrpunkte  vi^rausseteen,  parallel  su  einer  beliebig  an-- 
genommenen  Geraden  g  alle  möglichen  (reellen  und  imaginären)  Tan- 
genten ta^  ^ft,....^«  gezogen,  und  nennen  wir  deren  bezügliche  Be- 
rührungspunkte A,  B,  C,  D,....X 

Die  uns  vorderhand  unbekannte  Anzahl  dieser  Tangenten  bezeichnen 
wir  mit  x.  um  besagte  Anzahl  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  die  Curve 
C  in  der  Sichtung  der  Geraden  g  um  eine  kleine  Strecke  X  ver- 
schoben.  Infolge  dieser  Farallelverschiebung  gelange  C  in  die  Lage 
C  Dabei  ergibt  sich  nun,  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  keine  Doppel- 
punkte, keine  BQckkehrp unkte  und  auch  keine  Punkte  besitzt,  in 
welchen  sich  zwei  Curvenzweige  berQhren,  Folgendes: 

a)  Die  Curve  C  wird  infolge  der  angenomn^nen  Verschiebungs- 
richtung g  ebenfalls  alle  x  Geraden  ta,  tb,...Jt,  in  Funkten  A',  B\ 
G,  D\...X'  berühren,  welche  von  den  betreffenden  Punkten  A^  B, 
(7,  D,....Z  durchgehends  den  nämlichen,  und  zwar  den  der  Größe 
der  Verschiebung  gleichen  Abstand  haben. 

6)  Die  beiden  Curven  C  und  C  schneiden  sich  in  n*  Punkten. 
Unter  diesen  n'  Punkten  gibt  es  x  Punkte  a,  ^,....S,  deren  jeder 
in  der  Nähe  zweier  zusammengehöriger  Berührungspunkte  A  und  J.^ 
B  und  B\....X  und  X^  in  der  Weise  liegt,  dass  die  Projection 
eines  jeden  solchen  Punktes  a  auf  die  in  seiner  Nähe  befindliche 
Tangente  ta  zwischen  die  genannten  zusammengehörigen  Berührungs- 
punkte A  und  A^  ftUt. 

Da  ferner  bei  einer  Parallelverschiebung  eines  geometrischen 
Gebildes  die  unendlich  fernen  Elemente  desselben  ihre  Lage  nicht  ver- 
ändern, so  ist  einleuchtend,  dass  die  n  Punkte,  welche  die  Curve 
C  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  besitzt,  auch  der  Curve  C  an- 
gehören werden.  Diese  n  Schnittpunkte  im  Unendlichen  haben  auf 
der  Curve  C  bereits  von  vorherein,  bevor  wir  noch  eine  Verschiebungs- 
richtung wählen,  eine  bestimmte  feste  Lage.  Bezeichnete  Schnitt- 
punkte sind  daher  von  g  ganz  und  gar  unabhängig;  es  wird  mithin 
in  ihrer  Nähe  auch  keine  Curvenpunkte  geben,  deren  Tangenten 
(Asymptoten)  zu  g  parallel  sind. 

5* 
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Nimmt  man  die  VerschiebnngsriohtaDg  A  unendlich  klein  an, 
so  werden  nicht  nur  die  Berührungspunkte  Ä  und  Ä^,  B  und  £,, 
X  und  X^  f  sondern  auch  die  Punkte  «....£  den  ursprünglichen 
Punkten  A^  B...X  unendlich  nahe  liegen.  Gleichzeitig  ist  auch  ein- 
leuchtend, dass  außer  den  j; Punkten  a...|  und  den  n  Punkten  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden,  keine  weiteren  Schnittpunkte  von  G 
und  C  existieren  können. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  n^  Schnittpunkte  von  G  und  G  aus 
den  X  Punkten  a,  /3. .  .|  und  den  n  im  Unendlichen  liegenden  Punkten 
zusammengesetzt  sind,  dass  also 

a;  =  n*  —  n  ^  n  {n  —  1) 

ist.  Andrerseits  ist  aber  x  gleichzeitig  auch  die  Anzahl  der  zu  g 
parallelen  Tangenten  der  Curye  (7,  d.  h.  jener  Tangenten,  welche  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  g  gehen. 

Die  Anzahl  n  (n  —  1)  ist  jedoch  eine  endliche  und  gilt  dem- 
gemäß, nach  der  Form  a)  des  Princips  von  der  Erhaltung  der  Anzahl, 
für  jeden  nicht  in  unendlicher  Entfernung  liegenden  Punkt. 

Wenn  wir  daher  eine  Curve,  welche  weder  Doppelpunkte 
noch  Bückkehrpunkte  besitzt,  eine  „allgemeine^  Curve 
nennen,  so  kann  man  die  vorher  aufgestellte  Eigenschaft  in  folgender 
Satzform  aussprechen:! 

68.  ^Eine  allgemeine  Gurve  n-ter  Ordnung  ist  gleichzeitig  von 
der  n  {n  —  lyten  Glasse,  d,  h.  von  jedem  Funkte  können  an  dieselbe 
^  (^  —  j[)  Tangenten  (reelle  oder  imaginäre)  gezogen  werden,^  *') 

Und  reciprok  der  Satz: 

69,  j^Jede  allgemeine  Gurve  n-ter  Glasse  ist  gleicJuseitig  von  der 
m(m  —  lyten  Ordnung.^ 

§.  73. 

Für  den  ersten  Augenblick  scheint  es,  als  ob  die  beiden  eben 
aufgestellten  Sätze  mit  einander  im  Widerspruche  stünden. 

Eine  Curve  n-ter  Ordnung  ist  nämlich^dem  Satze  68)  zufolge  von 
der  n(n— l)-ten  Classe  und  müsste  nun  (nach  Satz  69)  gleich- 
zeitig von  der  [w  (n  —  1)]  [n  («  —  1)  —  l]-ten  Ordnung  sein;  d.  h. 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  müsste  gleichzeitig  auch  der 

[n  {n  —  1)]  [n  (n  —  1)  —  l]-ten  Ordnung  angehören. 

Dieser  Widerspruch,  welcher  unter  dem  Namen  „Poncelet's 
Paradoxon^  bekannt  ist,  löst  sich  aber  sogleich,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  in  den  aufgestellten  Sätzen  ausdrücklich  von  „allge- 
meinen" Curven  n-ter  Ordnung  oder  tn-ter  Classe  die  Rede  ist, 
d.  i.  von  Curven   gesprochen    wird,   welche   im   ersten  Falle   keine 
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Doppel-  und  BQckkehrpimkte,   im  zweiten  Falle  keine  Doppel-  und 
Inflexionstangenten  besitzen. 

Nun  ist  aber  eine  ^^allgemeine^  Pnnktcurve  von  höherer  als 
der  zweiten  Ordnung  nicht  auch  gleichzeitig  eine  „allgemeine^  Li- 
niencurve  und  umgekehrt;  es  ist  daher  nicht  gestattet,  beide 
Sätze  auf  eine  und  dieselbe  Curve  anzuwenden. 

Dies  wird  klarer  noch  hervortreten,  wenn  wir  den  Einfluss  der 
Punktsingularitäten  auf  die  Classe,  und  jenen  der  Tangenten- 
singularitäten auf  die  Ordnung  einer  Curve  feststellen,  und 
dadurch  allgemeinere  Gleichungen  erhalten,  welche  auf  jede  beliebige 
Curve  anwendbar  sind. 

Wenden  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  wieder  zu  der  eingangs  an- 
gestellten Betrachtung,  setzen  jedoch  voraus,  die  Curve  G  besäße  in 
Z  (Taf.  I,  Fig.  16)  einen  Doppelpunkt. 

Verschieben  wir  abermals  die  Curve  C  in  der  Sichtung  g  um 
eine  unendlich  kleine  Strecke,  wobei  der  Doppelpunkt  Z  nach  Z*  ge- 
langen mag,  so  entstehen  in  der  Nähe  des  Doppelpunktes  Z  zwei 
neue  Schnittpunkte  i^  und  g,  der  Curven  C  und  (7,  welche  aber  offen- 
bar zu  der  zu  g  parallelen  Tangente  U  der  Doppelpunktsschleife  keine 
Beziehung  haben.  Mit  der  letzteren  tritt  gleichzeitig  der  Schnitt- 
punkt $  auf. 

Da  das  Gleiche  für  jeden  Doppelpunkt  gilt,  so  wird  in  dem  Falle, 
wenn  die  Curve  C  d  Doppelpunkte  besitzt,  die  Zahl  n'  der  Schnitt- 
punkte von  C  und  C  zusammengesetzt  sein  aus  den  x  Schnittpunkten, 
welche  mit  den  zu  g  parallelen  Tangenten  ta^h..  ,ts.,  .tx  in  Beziehung 
stehen,  den  n  Punkten  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  und  den  2ö 
Schnittpunkten,  welche,  wie  l^  und  i^j  bei  jedem  der  ö  Doppelpunkte 
entstehen. 

Hieraus  ergibt  sich  die  Zahl  x  der  zu  g  parallelen  Tan- 
genten gleich 

n«  —  n  -^  2(J  =  w  (m  —  1)  —  2*. 

Nehmen  wir  weiters  an,  dass  die  Curve  G  außer  den  6  Dop- 
pelpunkten noch  X  Bückkehrpunkte  besitze,  so  wäre  die 
Anzahl  der  zu  g  parallelen  Tangenten,  da  jeder  Bückkehrpunkt  dem 
Wesen  nach  einen  Doppelpunkt  vorstellt,  gleich 

a;  =  n  (n  —  1)  —  2  ((J  4-  x). 

Man  sieht  aber  sofort  ein,  dass,  weil  die  Schleife  des  Doppel- 
punktes sich  bei  einem  Bückkehrpunkte  auf  einen  Punkt  reduciert,  die 
zugehörige  Tangente  U  gleichzeitig  mit  verschwindet. 

Aus  diesem  Umstände  folgt  aber  sofort,  dass  jeder  Bück- 
kehrpunkt die  Anzahl  der  zu  g  parallelen  Tangenten,    nicht   wie 
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ein  gewöhnlicher  Doppelpunkt  nm  zwei,  sondern  um  drei  Einheiten 
vermindert,  so  dass  die  Gesammtzahl  x  der  Tangenten  an  (7 
parallel  lu  g,  ausgedrackt  wird  durch: 

X  =  n  (n  -^  l)  —  2d  —  3x. 

Diese  Zahl  gilt,  nach  dem  Erhaltungsprincipe,  fQr  jeden  beliebigen 
Pnnkt,  so  dass  wir  für  die  Classe  m  einer  Curve  n-ter  Ord- 
nnng  mit  d  Doppel-  nnd  x  Bückkehrpunkten  die  allgemein 
giltige  Gleichung  eitalten: 

m  -=  n  (n  —  1)  ~  2d  —  3x. 

Wir  gelangen  demgemäß  zu  dem  Satze: 

70.  „Die  Classe  einer  Curve  n*ter  Ordnung  mit  d  Doppelt 
punJcten  und  x  Rückkehrpunkten  ist  gleich 

m  =  n  {n  -^  Ij  -^  2d  ^  aK^" 
und  reciprok: 

71,  ^Die  Ordnung  einer  Curve  m-ter  Classe  mit  d  Doppel- 
tangenien und  i  Inflexionstangenten  ist  gleich 

n  =  m(m  —  1)  —  2»  —  3i^^) 

Die  oben  angeführten  Gleichungen 

m  =  n  {n  —  1)  —  2d  —  3x  und 
n  =  w  (m—  I)  —  2*  —  3i 

wurden  zuerst  von  Plüoker  aufgestellt  und  führen  daher  den  Namen 
„PlOcker'sche  Gleichungen". 

Eine  dritte  von  diesen  Gleichongen  unabUlngige  Gleichung  zwi* 
sehen  den  Singularität en  einer  ebenen  Curve,  werden  wir  noch  im 
Laufe  unserer  Unteranehungen  kennen  lernen. 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  erklärt  sich  nun  das 

Poncelet'sche  Paradoxon 

in  der  folgenden  buchst  einfachen  Weise. 

Die  Classe  einer  allgemeinen  Curve  n-ter  Ordnung  ist: 

n  (n  —  1) 

und  da  diese  als  Liniencurve  betrachtet,  bereits  Singularitäten 
besitzen  muss,  und  zwar  d-  Doppeltangenten  und  i  Inflexionstangenten^ 
so  folgt  nun  nach  der  zweiten  Plücker'schen  Gleichung,  dass: 

n  =  [n(n^  1)]  [n  (n  —  1)  —  1]  ^  2^  -  Bi 

oder  2^  +•  3i  =  [n  (n  —  1)]  [w  (n  —  1)  -^  1]  ~  n  sei. 
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III  Capitel. 
Theorie  der  Polaren  algebraischer  Curven. 

§.  74. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  sind  folgende  Sätze  bekannt : 

a)  Die  j^Polare^  eines  Punktes  ist  eine  gerade  Linie ^  welche 
durch  die  Berührungspunkte  der  von  diesem  Punkte  aus  an  den  Kegel' 
schnitt  gejsogenen  Tangenten  geht. 

b)  Besitzt  der  Kegelschnitt  einen  Doppelpunkt^  d,  h.  dege- 
neriert er  in  zwei  sich  schneidende  Geraden^  so  gehen  die  Polaren 
sämmtlicher  Punkte  seiner  Ebene  durch  diesen  Doppelpunkt, 

c)  Die  Polare  eines  Punktes  des  Kegelschnittes  geht  durch  df«n- 
selben  und  berührt  in  ihm  die  Curve. 

d)  Die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein  Büschel 
erster  Ordnung  (Strahlenbüschel), 

Ist  die  genannte  Gerade  zugleich  Tangente  des  Kegelschnittes^ 
so  gehen  sämmtliche  Polaren  durch  deren  Berührungspunkt  oder  mit 
anderen  Worten,  dieser  Berührungspunkt  ist  der  Basispunkt  {3fittel- 
punkt)  des  Büschels  der  Polaren, 

e)  Die  Büschel  der  Polaren  zu  allen  Geraden  der  Ebene  bilden 
ein  Netz  erster  Ordnung.  Denn  je  zwei  solche  Büschel  haben  eine 
Gerade  —  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  beiden  zugehörigen  Ge-- 
roden  —  gemeinschaftlich.  Überdies  entsprechen  die  Geraden  dieses 
Netzes  den  Punkten  der  Ebene  eindeutig  und  umgekehrt. 

Femer  entsprechen  den  einzelnen  Strahlen  eines  Polarenbüschels 
die  Punkte  einer  Geraden,  und  den  einzelnen  Punkten  einer  Geraden 
die  Strahlen  eines  Polarenbüschels. 

f)  Die  Polaren  eitles  Punktes  P  der  Geraden  G,  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte,  welche  mit  G  dieselben  zwei  Punkte  gemein  haben, 
treffen  G  in  einem  und  demselben  Punkte. 

g)  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Curven  eines 
Kegelschnitfbüschels  bilden  ein  zu  demselben  projedivisches  Strahten- 
büschel. 

§.  75. 
Die  eben  angeführten  Folareigenscbaften  der  Curven  zweiter 
Ordnung  wollen  wir  nunmehr  sozusagen  hypothetisch  für  Curven  n-ter 
Ordnung  zu  verallgemeinern  suchen.  Als  Ausgangspunkte  wählen  wir 
hierbei  die  Eigenschaft,  dass  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  einer 
Cnrve  zweiter  Ordnung  von  der  ersten  Ordnung  (nämlich  eine 
Gerade)  ist. 
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Es  ergeben  sich  sodann  fQr  eine  Carve  O  der  n-ten  Ordnung 
folgende  allgemeinere,  vorderhand  nur  behauptete  (nicht  bewiesene) 
Sätze.  Wir  werden  hierbei  für  „Polare"  insbesondere  den  Ausdi'uck 
„erste  Polare"  gebrauchen. 

Ä.  Die  erste  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine  O  ist 
eine  Curve  P»»-i  [n  —  lyter  Ordnung^  welche  durch  die  Berührungs- 
punkte  der  von  diesem  Punkte  P  an  die  C**  gezogenen  Tangenten  geht, 

B.  Besitzt  die  Curve  C^  Doppelpunkte  oder  Bückkehr  punkte  ^  so 
geht  die  erste  Polare  eines  jeden  Punktes  P  durch  dieselben  hindurch. 

G*  Die  Polare  eines  Punktes  der  Curve  O  geht  durch  diesen 
PunJä,  und  umgekehrt^  geht  die  erste  Polare  eines  Punktes  P  durch 
denselben,  so  liegt  der  Punkt  P  nothwetidig  auf  O. 

Z>.  Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein 
Curvenbüschel  (w — IJ^ter  Ordnung.  Ist  die  genannte  Gerade  zugleich 
Tangente  der  C**,  so  ist  ihr  Berührungspunkt  ein  Basispunkt  des 
Büschels.] 

E.  Die  Büschel  der  Polaren,  welche  allen  Geraden  der  Ebe^ie 
entsprechen,  bilden  ein  Curvennetz  der  {n^iyten  Ordnung.  Denn 
je  zwei  solche  Büschel  haben  eine  Curve  (n — lyter  Ordnung,  d.  i. 
die  Polare  des  Schnittpunktes  der  diesen  Büscheln  entsprecJienden 
zwei  Geraden,  gemein. 

Die  Curven  des  Netzes  entsprechen  eindeutig  den  Punkten  der 
Ebene  und  umgekehrt. 

Den  Punkten  einer  Geraden  entsprechen  die  Curven  eines  Büschels 
und  umgekehrt. 

Da  aber  bekanntlich  alle  Curven  eines  Netzes,  tcelche  durch  einen 
und  denselben  Punkt  Q  gelien,  ein  Curvenbüschel  bilden,  so  werden 
auf  Qrund  des  eben  Gesagten  die  Curven  dieses  Büschels  den  Punkten 
einer  Geraden  entsprechen.  Diese  Gerade  entspricht  sodann  auch  ein- 
deutig  dem  Punkte  Q.  Besagte  Gerade  nennen  wir  die  „gerade^ 
oder  j^letzte^  Polare  des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  die  C**.  Aus  dieser 
Definition  folgt  sofort,  dass,  wenn  die  erste  Polare  eines  Punktes 
P  durch  den  Punkt  Q  geht,  die  gerade  Polare  von  Q  durch  P 
gehen  müsse  und  hieraus  folgt  weiters,  dass  der  obangefüJirte  Satz  C) 
auch  für  die  gerade  Polare  gelte. 

F.  Die  ersten  Polaren  eines  Punktes  P  einer  Geraden  G,  in 
Bezug  auf  alle  O,  welche  mit  G  die  ^nämlichen  n  Punkte  gemein 
haben,  schneiden  die  G  ebenfalls  in  denselben  (n — 1)  Punkten.  Das 
Analoge  gilt  von  der  geraden  Polare. 

G.  Die  ersten  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Curven 
eines  Büschels    n-ter  Ordnung   bilden   ein   zu  diesem  projectivisches 
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Curvenbüschel    (w  —  lyter   Ordnung,    In  gleicher  Weise  bilden 
dessen  gerade  Polaren  ein  projectivisches  Strahlenbüschel. 

Diese  Yorbezeichneten  Eigenschaften  Ä)  bis  6r)  gelten  unbedingt, 
sobald  man  n  =  2  setzt.  Selbstverständlich  fällt  diesfalls  der 
wesentliche  Unterschied  zwischen  der  ersten  und  letzten  Polare  weg. 

Gelingt  es  aus  diesen  als  richtig  und  bewiesen  angenom- 
meneu  sieben  Sätzen  bezüglich  einer  Curve  O  genau  die  näm- 
lichen Sätze  für  eine  C"+^  durch  directe  Betrachtungen  abzuleiten, 
so  ist  damit  offenbar  auch  die  absolute  Bichtigkeit  und  Giltigkeit  der 
erstanfgestellten  nachgewiesen.  Da  nämlich  die  vorangeführten  Sätze 
Ton  vornherein  für  Curven  zweiter  Ordnung  gelten,  so  werden  sie  so- 
dann auch  für  Curven  dritter  Ordnung,  vierter  Ordnung  etc.  und  end- 
lich allgemein  für  Curven  n-ter  Ordnung  ihre  Geltung  beibehalten. 

Es  wird  sich  demnach  bloß  darum  handeln,  die  für  eine  Curve 
n-ter  Ordnung  als  bewiesen  angenommenen  Sätze  Ä)  bis  G)  auf  eine 
Curve  (» -|- l)-t^r  Ordnung  zu  übertragen'*). 

>  ^ 
§.  76. 

Setzen  wir  zu  diesem  Behufe  voraus,  es  sei  C'»  +  ^  eine  Curve 
(n  +  l)-ter  Ordnung,  und  F  irgend  ein  beliebiger  Punkt  derselben. 

Nach  Satz  67)  kann  man  immer  auf  C»*  +  ^  n"  Punkte  als  Basis- 
punkte eines  Curvenbüschels  JS**  der  n-ten  Ordnung  bestimmen,  welches 
mit  einem  ihm  projectivischen  Strahlenbüschel  S  aus  dem  Scheitel  P 
die  Curve  0  +  ^  erzeugt. 

Nach  G)  der  aufgestellten  hypothetischen  Sätze,  die  wir  in  der 
vorliegenden  Betrachtung  für  Curven  der  n-ten  Ordnung  als  giltig  und 
bewiesen  annehmen,  entspricht  sodann  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf 
das  Curvenbüschel  jB**  ein  Büschel  erster  Polaren  von  der  Ordnung 
(n  —  1),  welches  zu  B^  projectivisoh  ist,  und  welches  wir  mit  ©**  -  ^ 
bezeichnen  wollen. 

Dieses  Polarenbüschel  ist  aber  dann  auch  projectivisoh  mit  dem 
Strahlenbüschel  8^  weil  dieses  zu  B^  selbst  projectivisoh  ist. 

Die  beiden  Büschel  $** "  ^  und  8  erzeugen  daher  zusammen  eine 
Curve  P*,  welche  wir  vorderhand  die  erste  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  0*  +  *  nennen  wollen. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  P^,  gemäß  der  vorausgeschickten  De- 
finition, auch  in  der  That  die  erste  Polare  sei,  stellen  wir  folgende 
Betrachtungen  an. 

Vor  allem  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Curve  P*",  unabhän* 
gig  von  der  besonderen  Wahl  des  Büschels  B*^,  resp.  der  n^  Basis- 
punkte desselben,  eindeutig  bestimmt  ist. 
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Ist  nämlich  G  ein  Strahl  des  Büschels  P  (5),  so  wird  derselbe 
die  Cnrve  0  +  ^  ausser  in  P,  noch  in  n  Punkten  a,,  «c,,  «s.**  cc» 
treffen« 

Wie  nun  auch  die  n*  Basispunkte  des  Büschels  £**  liegen  mögen, 
die  dem  Strahle  G  entsprechende  Curve  O  in  dem  Büschel  B*^  muss 
unbedingt  durch  die  Punkte  a,,  o^...  «n  gehen. 

Dies  angenommen,  muss  nach  Satt  F)  auch  die  Polare  P^-^  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Curve  O  durch  anderweitige  (n  —  1) 
feste  Punkte  /S,,  ß^...ßn^i  von  6r  hindurchgehen. 

Die  letztgenannten  Punkte  ß^,  ß^,...ßn^i  sind  aber  andererseits 
auch  die  Schnittpunkte  des  Strahles  G  mit  der  ihm  entsprechenden 
Polare  P"-Mm  Büschel  ©"""S  und  mithin  Punkte  der  Curve  P*. 
Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Curre  P^  von  dem  Punkte  P  allein 
abhängig  ist,  dagegen  vollkommen  imabhftiigig  von  dem  Curvenbüschel 
P"  sei,  welches  nur  vorübergehend  in  der  Untersuchung  auftritt 

Da  die  Curve  P^  das  Erzeugnis  des  Strahlenbüschels  P  (S)  und 
des  ihm  projectivischen  CurvenbQschels  Sö^-^  ist,  so  geht  besagte 
Curve  nothwendig  durch  den  Scheitel  P  des  ersteren.  Außerdem  be- 
rührt dieselbe  aber  in  diesem  Punkte  P  die  Curve  0  +  ^  Denn  der 
Tangente  t  von  0  +  ^  im  Punkte  P  —  betrachtet  als  Strahl  G^  des 
Büschels  P  (S)  —  entspricht  in  dem  erzeugenden  Büschel  B^  offenbar 
eine  Curve  O,  welche  ebenfalls  durch  P  geht. 

Nun  geht  aber  auch  die  erste  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  diese  O  durch  P  hindurch  (Satz  C) ;  es  muss  also,  da  diese  Polare 
und  die  Gerade  t  entsprechende  Elemente  der  beiden  erzeugenden 
Büschel  sind,  die  Gerade  t  auch  das  Erzeugnis  beider,  d.  i.  die  Curve 
P*»  in  P  berühren. 

Die  Curve  P^  geht  ferner  auch  durch  die  Berührungspunkte  aller 
von  P  aus  an  die  O  +  ^  gezogenen  Tangenten. 

Setzen  wir,  um  das  Gesagte  zu  beweisen,  voraus,  es  sei  T  eine 
solche  Tangente  und  Ä  deren  Berührungspunkt  mit  C"*  +  ^ ,  so  heißt 
dies  mit  anderen  Worten,  dass  von  den  n  Schnittpunkten  ae, ,  a, ,  o, , 
a^ .  .  ,  a«  der  Geraden  T  mit  der  Curve  0+  ^  zwei  derselben  in  A 
zusammenfallen.  Eine  natürliche  Folge  hiervon  ist,  dass  die  dem 
Strahle  T  des  Büschels  P  (S)  entsprechende  Curve  O  im  Büschel  B^ 
die  genannten  zwei  zusammenfallenden  Punkte  mit  T  gemein  hat, 
d.  h.  dass  sie  von  T  in  Ä  gleichfalls  berührt  werde.  Ist  dies  aber  der 
Fall,  so  muss  nach  D)  die  erste  Polare  von  P  in  Bezug  auf  diese  Curve 
durchs  gehen. 

Andererseits  entspricht  aber  die  genannte  Polare,  als  Element 
des  Büschels  S**  -  ^  aufgefasst ,  dem  Strahle  T;  der  Punkt  Ä  muss  des- 
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halb,  da  er  diesen  Elementen  gemeinschaftlich  ist,  auch  dem  Ersseug- 
nisse  P"  derselben  angehören. 

Man  sieht  also,  daas  die  Curve  P"  dnrch  die  Berührungspunkte 
(Ä)  aller  von  P  aus  an  O  +  ^  gezogenen  Tangenten  (T)  gebt. 

In  Umlicher  Weise  lässt  sich  nun  auch  zeigen,  dass  umgekehrt 
alle  Scbnittpnnkte  von  P~  mit  O  +  ^  (Doppelpunkte  der  letzteren  aus- 
genommen) Berahrungspunkte  Yon  Tangenten  der  0  +  ^  sind,  welche 
durch  P  gehen. 

Die  angestellten  Betrachtungen  haben  somit  ergeben,  dass  die 
Cur?e  P"  wirklich  all'  die  noth wendigen  Eigenschaften  besitze,  um 
auf  Grund  der  in  den  S&tzen  Ä)  bis  G)  enthaltenen  Definitionen,  die 
^erste  Polare^  des  Punktes  P  der  Curve  0+^  in  Bezug  auf  diese 
Curve  vorzustellen. 

§.  77. 

Nehmen  wir  jetzt  eine  Curve  0+^  an  und  schneiden  wir  die- 
selbe  durch   eine   Gerade   Z  in   den    (n  -f-  1)   Punkten  P^,  P^,  Pj^ 

. . .  Pn+1. 

Jedem  solchen  Curvenpunkte  entspricht  nach  dem  eben  Gefun- 
denen eine  erste  Polare  P*,,  P**,.. .  .2^h+i  in  Bezug  auf  (M^ 

Nennen  wir  Q  einen  der  Schnittpunkte  der  zwei  Polaren  P^^ 
undP",,  80  kann  man  nachweisen,  dass  die  anderen  Polaren  P"3.,.P*^n+i 
ebenfalls  durch  Q  gehen  müssen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  die  Geraden  QP,  und  QP«^ 
gezogen,  wovon  die  erstere  die  C7"+^  noch  in  den  Punkten  a/,  a,', 
a^\..Mnf  die  zweite  in  den  Punkten  a/',  o,",  o^a*,»- .c)(n"  schneiden 
möge. 

Dies  vorausgesetzt,  gehen,  wenn  man  fiir  P**,  die  frühere  pro- 
jectivische  Erzeugungs weise  berücksichtigt,  nach  F),  die  ersten  Po- 
laren des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  alle  durch  a/...an'  gehenden 
Curven  O,  durch  n  —  1  feste  Punkte  /?/,  ß^'...ß'n-i  der  Geraden 
QP,,  unter  welchen  sich  offenbar  auch  der  Punkt  Q  selbst  befindet. 
Selbstverständlich  gehen  aber  dann,  nach  E)  (Schlussatz),  auch'  die 
geraden  Polaren  des  Punktes  Q,  in  Bezug  auf  alle  durch  a/,  a^', 
«3'...«/  gehenden  O  durch  den  Punkt  P^. 

In  gleicher  Weise  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  auch  die 
geraden  Polaren  des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  alle  durch  die  n  Punkte 
«,"1  «,"i...a»"  gehenden  O  durch  den  Punkt  P,  gehen  müssen. 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  Gerade  P^Pq  die  gerade  Polare 
des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  alle  durch  die  2n  Punkte  a|'...a»'  und 
«,••... c»*'  gehenden  O  repräsentiert. 
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§.  78. 

Vorher  wurde  bereits  nachgewiesen ,  dass  man  auf  einer  Carve 
O^^  immer  -J-  w  (n  +  1)  Punkte  willkörlich  als  Basispunkte  eines 
Büschels  n-ter  Ordnung,  welches  mit  einem  Strahlenbüschel  aus  einem 
Punkte  von  0+^. diese  C*+^  erzeugt,  wählen  könne. 

Nun  ist  aber  -^  n  (n  -{-  1)  immer  größer  als  2w;  der  Fall  aus- 
genommen, wenn  n  =  2  ist.  Denn  |  n  (n  -|-  1)  —  2n  =  ^n  (w  — 3), 
also  größer  als  0,  sofern  nicht  w  <*  3  ist.  Der  Fall  w  =  1  braucht 
nicht  in  Betracht  gezogen  werden,  indem  für  n  -|-  ^  =  2  ^l^^  Eigen- 
schaften der  Polaren  bekannt  sind.  Den  Fall  n  -=  2  wollen  wir  am 
Schlüsse  dieser  Untersuchung  besonders  entwickeln. 

Es  ist  mithin  immer  gestattet,  die  2n  Punkte  a/...an'  mid 
«/'...«h"  und  außerdem  noch  weitere -J^  w  (n  —  3)  willkürlich  ge- 
wählte Punkte  als  Basispunkte  eines  die  Curve  0+^  erzeugenden 
Büschels  JB**  von  Curven  w-ter  Ordnung  anzunehmen. 

Um  die  Curve  (7"+^  vermittelst  dieses  Curvenbüschels  B*^  zu 
erzeugen,  haben  wir  noch  ein  ihm  projectivisches  Strahlenbüschel  aus 
einem  Punkte  von  0+^  zu  bestimmen.  Als  Scheitel  für  dasselbe 
wählen  wir  einen  von  den  Punkten  Pa.-.Pw+i,  beispielsweise  etwa 
den  Punkt  P*. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Gerade  F^P^}  ^^f  welcher  der 
Punkt  Pk  liegt,  die  gerade  Polare  des  Punktes  Q  für  alle  durch 
«'...An';  «,"...«»"  gehenden  Curven  (7^*,  d.  h*  für  alle  Curven  des 
erzeugenden  Büschels  B"  ist. 

Es  müssen  demgemäß  (Schlussatz  von  E)  die  ersten  Polaren 
des  Punktes  Pt  in  Bezug  auf  alle  Curven  des  Büschels  durch  Q  gehen^ 
oder  mit  anderen  Worten,  Q  ist  ein  Basispunkt  des  Polarenbüschels 
^♦»-1  in  Bezug  auf  die  Curven  des  Büschels  JB". 

Dieser  Punkt  Q  muss  demnach  auch  dem  Erzeugnisse  dieses 
Polarenbüschels  S*»-^  und  des  Strahlenbüschels  P*,  d.  h.  also  der 
Curve  Pa"  angehören. 

Da  diese  Curve  P^**  der  früheren  Definition  gemäß  die  erste 
Polare  des  Punktes  P*  in  Bezug  auf  die  Curve  (7**+^  darstellt,  anderer- 
seits aber  P*  ein  von  den  Punkten  Pj . . .  P^+i  beliebig  gewählter 
Punkt  ist,  so  folgt;  dass  überhaupt  die  ersten  Polaren  von  P, . . .  Pm+i 
in  Bezug  auf  die  Curve  C"+^  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  P^" 
und  Pa"  gehen  oder  dass,  weil  sich  P,**  und  Pj**  im  ganzen  in  n* 
Punkten  schneiden^  deren  jeder  die  Eigenschaften  des  Punktes  Q  be- 
sitzt, dass  die  ersten  Polaren  der  Punkte  P^...Pn^i  in  Bezug  auf 
0+*  durch  dieselben  n'  Punkte  gehen  müssen,  dass  sie  also  einem 
Büschel  n-ter  Ordnung  angehören. 


77 

§.  79. 
Für  n  =  2,    d.  i.  für  (7**+^  =  C®,  oder  für  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  ist  obige  Betrachtung  nicht  anwendbar. 

Wir  wollen  daher  diesen  Fall  von  denoi  Augenblicke  an,  wo  die 
beiden  Geraden  P^Q  und  P^Q  in  die  Betrachtung  eingeführt  werden, 
besonders  ins  Auge  fassen. 

Die  Gerade  Pj^  schneidet  die  C^  in  P,  und  in  den  zwei  Punkten 
«/  und  a,',  die  Gerade  P^Q  dagegen  in  P^  und  «/',  a,".  Denken 
wir  uns  nun  durch  die  vier  Punkte  er,',  a^',  a/'  und  «a"  einen  belie- 
bigen Kegelschnitt  C  gelegt,  so  muss  dieser  mit  der  C®  noch  zwei 
weitere  Punkte  y^  und  y^  gemein  haben. 

Fassen  wir  diesen  Kegelschnitt  C*  im  Vereine  mit  der  Geraden 
PiP^P^  als  eine  Curve  dritter  Ordnung  auf,  welche  die  gegebene  C^ 
in  den  neun  Punkten  a/,  a,',  «,",  a^",  y^  y^,  P,,  P^  und  P,  schneidet, 
so  müssen,  weil  die  sechs  Punkte  Pp  a,',  a,';  P,,  a,",  a^"  auf  einem 
(in  zwei  Gerade  ausgearteten)  Kegelschnitte  liegen,  die  übrigen  drei 
Punkte  Pg,  y^,  y^  auf  einer  Geraden  sich  befinden. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  wirklich  einem  jeden  durch  o:/,  at^\ 
a/'  und  a^*'  gehenden  Kegelschnitte  eine  durch  P^  gehende  Gerade 
derart  entspricht,  dass  die  beiden  Schnittpunkte  y^  und  y^  derselben 
auf  C^  liegen.  Die  vier  Punkte  a  können  also  auch  in  diesem  Falle 
als  Basispunkte  eines  die  6^  erzeugenden  Kegelschnittsbüschels  be- 
trachtet werden.  Die  weitere  Untersuchung  ist  in  voller  Ueberein- 
Stimmung  mit  der  im  allgemeinen  Falle  durchgeführten. 

Das  Ergebnis  der  vorhergehenden  Entwicklung  ist  somit,  dass 
die  ersten  Polaren  aller  Punkte  P, ...Pn+i  von  0+^,  welche  auf 
einer  Geraden  liegen,  ein  Büschel  bilden. 

Hinzuzufügen  haben  wir  noch,  dass  in  dem  Falle,  wo  diese  Ge- 
rade die  0+*  berührt,  d.  h,  wenn  zwei  der  Schnittpunkte  P^ . . .  P»+i 
in  einen  Berührungspunkt  Pk  zusammenfallen,  dieser  letztere  einen 
Basispunkt  des  Polarenbüschels  vorstellt.  Denn  ist  P;*^  die  erste  Polare 
des  Punktes  Pj,  so  muss  diese  die  Berührungspunkte  aller  von  P/  an  0+^ 
gezogenen  Tangenten,  also  auch  den  Punkt  P^  enthalten,  da  Pi  auf 
der  Tangente  Pj. .  .P». .  «Pm+i  liegt.  Dasselbe  gilt  für  jeden  anderen 
Punkt  Pi  der  Gruppe  P^...P„^.i. 

§.  80. 

Bisher  wurde  nachgewiesen,  dass  zu  jedem  Punkte  P  auf  der 
Curve  0+*  eine  Curve  P"  gehört,  welche  alle  die  Eigenschaften  einer 
ersten  Polare,  die  in  den  Sätzen  A)  bis  G)  des  §.  75  als  Behauptungen 
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zum  Ausdrucke  gebracht  wurden,  besitzt.  Es  wird  sich  aber  weiters 
auch  darum  handeln,  zu  zeigen,  dass  jedem  Funkte,  welcher  nicht 
auf  der  O*^^  liegt,  ebenfalls  eine  solche  Gurre  P",  d.  h.  eine  erste 
Polare,  entspreche. 

Denken  wir  un^  durch  einen  beliebigen  Punkt  s  einer  0+^  eine 
feste  Transversale  gezogen,  welche  die  Gurve  noch  in  den  Punkten 
a, ....an,  und  eine  beliebige  veränderliche  Transversale  (^  gefuhrt, 
welche  die  0+^  außer  in  s  noch  in  den  Funkten  «i  * . .  «n  treffen  m5ge. 

Unter  dieser  Annahme  existiert  zu  den  Funkten  «,  a|...an,  wie 
eben  nachgewiesen  wurde,  ein  Büschel  jB**,  von  ersten  Polaren. 
Ebenso  entspricht  den  Punkten  a,  «i . . .  a»  ein  Böschel  B\  erster 
Polaren  in  Bezug  auf  C^+^  Diese  beiden  Büschel  haben  offenbar  eine 
Gurve,  nämlich  die  Polare  des  Punktes  s  in  Bezug  auf  die  O+S  ge- 
meinsam. 

Nun  sind  die  Polare  a,**  und  a,**  Curven  des  ersten  Büschels  ^^*'; 
die  Polaren  a,**  und  a^"  Curven  des  zweiten  Büschels  B^\  Da  diesen 
beiden  Büscheln  die  Polare  s"*  des  Punktes  s  gemeinsam  ist,  so  müssen 
auch  die  Gurvenbüschel  (et,*,  a,*»)  und  («,»•,  Og")  nach  Satz  51)  eine 
Gurve  O  gemein  haben. 

Dies  gilt  offenbar  für  jede  beliebige  Lage  der  Transversalen 
sa^...an  und  sa^...an^  also  auch  dann,  wenn  diese  Transversalen 
von  einander  unendlich  wenig  verschieden  sind  oder  mit  anderen 
Worten,  wenn  a^  unendlich  nahe  an  a,  und  ebenso  a^  unendlich  nahe 
an  a^  fällt. 

Nun  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Büschel  (a^*^,  a^^) 
und  (a,**,  a,")  in  diejenigen  übergehen,  welche  den  Tangenten  der 
0+^  beziehungsweise  in  den  Punkten  a,  und  a,  (als  Transversalen 
betrachtet)  entsprechen. 

Da  aber  einerseits  diese  beiden  Büschel  (a,*,  a^^)  und  (aj*,  a^**) 
wie  eben  gezeigt  wurde,  eine  Gurve  O  gemein  haben,  und  andererseits 
die  Punkte  a^  und  a,  ganz  beliebig  liegen  (man  kann  beispielsweise 
die  Punkte  a^  und  a,  von  vorherein  beliebig  wählen  und  dann  ihre 
Verbindungsgerade  sa^a^...  als  feste  Transversale  gelten  lassen),  so 
folgt  ganz  allgemein,  dass  überhaupt  die  Büschel  von  Polaren,  welche 
irgend  zwei  Tangenten  der  O^^  entsprechen,  eine  Gurve  O  gemein 
haben,  oder  mit  Zuziehung  des  §.  56,  dass  die  Büschel  von  ersten 
Polaren,  welche  allen  Tangenten  von  0+^  entsprechen,  einem 
Netze  angehören. 

In  diesem  Netze  sind  die  ersten  Polaren  aller  Gurvenpunkte  von 
0+^  vertreten.  Berücksichtigt  man  überdies,  dass  einer  jeden  Ge- 
raden (als  Transversale)  ein  Büschel  entspricht  und  dass  dieses  Büschel 
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dem  Netze  angehört,  so  folgt,  dass  überhaupt  die  Büschel,  welche 
zwei  beliebigen  Geraden  entsprechen,  eine  C"  gemein  haben. 

Erinnern  wir  uns  nnn  der  im  früheren  bereits  entwickelten  all- 
gemeinen Eigenschaften  eines  C nrven netze s  und  berücksichtigen 
wir  hierbei  das  eben  GeAmdene,  so  finden  wir,  dass  in  dem  angefahrten 
CurTennetze  einer  jeden  Geraden  der  Ebene  ein  Büschel  von  Garven 
O  entspricht  und  dass  zwei  Geraden  auch  zwei  Büschel  von  Garven 
Cn  entsprechen,  welche  eine  Curve  O  gemeinschaftlich  besitzen. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  diese  gemeinsame  Gurve  O  beider 
Büschel  dem  Schnittpunkte  P  der  beiden  ihnen  entsprechenden  Geraden 
eindeutig  entspricht  Die  natürliche  Folge  hievon  ist  aber  wieder 
die,  dass  allen  Geraden,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  P 
geben,  Büschel  von  Cur?en  O  entsprechen,  die  sämmtlich  eine  und 
dieselbe  Curve  O,  d.  L  jene  Gurve  des  Netzes,  welche  dem  Punkte  P 
entspricht,  gemein  haben. 

Wir  wollen  diese  dem  Punkte  P  entsprechende  Gurve  O  die 
„erste  Polare"  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Gurve  C**+^ 
nennen,  und  dieselbe  mit  P"  bezeichnen. 

Im  Folgenden  soll  sodann  noch  nachgewiesen  werden,  dass  die 
Curve  2^  auch  alle  im  §.  75  von  Ä)  bis  Q)  angeführten  Eigenschaften 
besitze  und  somit  wirklich  die  erste  Polare  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  die  C"+*  vorstelle. 

Vor  Allem  geht  diese. Gurve  P*  durch  die  Berührungspunkte 
aller  durch  P  an  die  C''+^  gezogenen  Tangenten. 

Denn  ist  Tu  eine  beliebige  der  durch  P  gezogenen  Taugenten 
und  Ak  ihr  Berührungspunkt,  so  muss  nach  dem  Vorausgeschickten  die 
Gurve  P*  allen  jenen  Büscheln  angehören,  welche  den  durch  P  gehenden 
Geraden  entsprechen,  also  auch  jenem  Büschel  zukommen,  welches  der 
Tangente  Tm  entspricht. 

Für  dieses  Büschel  ist  aber,  wie  wir  wissen,  der  betreffende 
Berührungspunkt  Äk  ein  Basispunkt ;  die  Gurve  P~  muss  folglich  durch 
denselben  gehen*  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  allen  anderen  Tan- 
genten durch  P  und  ebenso  von  ihren  Berührungspunkten  Ä. 

§.  81. 

Hat  die  Gurve  C"+*  Doppelpunkte  (Rüekkehrpunkte  oder 
auch  vielfache  Punkte),  so  geht  die  erste  Polare  eines  jeden  Punktes 
durch  diese  Doppelpunkte,  da  dies,  nach  §§.  76 — 80,  für  jeden  Punkt 
der  C"+*  als  Pol,  also  überhaupt  für  alle  Gurven  des  Netzes  gilt. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  geht  ein  ganzes  Büschel  des 
Polarnetzes.    Die  Gurven  des  Büschels  entsprechen  aber,   wie  wir 
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wissej],  einer  Geraden,  und  diese  Gerade  nennen  wir  die  „letzte*^ 
oder  die  „gerade^  Polare  des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  die 
Curve  C*+^  Aus  dieser  Definition  folgt,  dass  diese  Polare  auch 
die  unter  C)  angegebenen  Eigeuscbaften  besitzt. 

Dass  die  erste  Polare  eines  Punktes  der  (7*+^  durch  diesen  Punkt 
gebe,  haben  wir  bereits  im  Anfange  dieser  Betrachtungen  sicher- 
gestellt. Geht  umgekehrt  die  Polare  eines  Punktes  P  durch  diesen 
Punkt,  so  muss  derselbe  ein  Punkt  der  Grundcurve  C*»"*"^  sein. 

§.  82. 

Wir  haben  oben  nachgewiesen,  dass  allen  Geraden  die  Büschel 
des  Polarnetzes  einer  (7*+^  eindeutig  entsprechen.  Denken  wir  uns 
nun  zwei  C*+S  die  wir  mit  C,"+*  und  C^^"^^  bezeichnen  wollen, 
und  welche  mit  einer  Geraden  G  dieselben  w  +  I  Punkte  gemein 
haben,  so  werden  auch  die  Büschel  von  ersten  Polaren,  welche  der 
Geraden  G  in  Bezug  auf  Ci"+*  und  C^*"^^  entsprechen,  sich  ge- 
genseitig eindeutig  entsprechen,  und  zwar  findet  das  Gesagte 
in  der  Weise  statt,  dass  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  p  von 
G  in  Bezug  auf  C,**^'*  der  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  Cg**+* 
entspricht.  Lässt  man  nun  den  Punkt  p  die  Gerade  G  durchlaufen, 
so  werden  die  beiden  ihnen  entsprechenden  Polaren  auch  die  beiden 
der  Geraden   G  entsprechenden  Polarbüschel  n-ter  Ordnung  erzeugen. 

Diese  Letzteren  erzeugen  aber  ihrerseits  (nach  Satz  57)  eine  Curve 
5n-ter  Ordnung,  welche  die  Gerade  G  in  in  Punkten  schneidet.  Jeder 
dieser  2n  Punkte  auf  G  ist  so  beschaffen,  dass  durch  denselben  zwei 
einander  entsprechende  Polaren  hindurchgehen. 

Stellt  es  sich  jedoch  auf  irgend  eine  Art  heraus,  dass  es  auf  G 
mehr  als  2n  derartige  Punkte  gibt,  so  repräsentiert  diese  Gerade  selbst 
einen  Bestandtheil  der  Curve  Zn-tev  Ordnung,  und  es  muss  sodann 
durch  die  n  Punkte,  in  welcher  sie  von  einer  Curve  des  einen  Büschels 
getroffen  wird,  auch  die  entsprechende  Curve  des  zweiten  Büschels 
gehen. 

Dass  es  mehr  als  2n  solcher  Punkte  auf  G  geben  könne,  wird 
durch  folgende  Überlegung  klargestellt. 

Nennen  wir  «i  ... .  «n  + 1  die  n  +  1  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  Curven  C,~  +  i  und  0^""  +  ^  auf  G. 

Nach  Satz  F)  der  Polarentheorie  gehen  die  Polaren  des  Punktes  a, 
in  Bezug  auf  alle  durch  die  n  übrigen  Punkte  a, . . .  an  +  i  gehenden 
Curven  n-ter  Ordnung  durch  (n  —  1)  feste  Punkte  von  G. 

Zufolge  der  eingangs  dieser  Untersuchungen  entwickelten  projec- 
tivischen  Erzeugung  der  C"  +  ^  aus  einem  Curvenbüschel  der  n-ten 
Ordnung   und   einem   ihm  projectivischen  Strahlenbüschel    (hier   das 
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B&sehel  «i),  geht  sowohl  die  erste  Polare  des  Punktes  a^  in  Bezug 
auf  C|*"*"S  als  auch  jene  in  Bezug  auf  Cj^^*  durch  a,  und  durch 
die  genannten  {n  —  1)  festen  Punkte. 

Hierdurch  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  dem  Punkte 
ffi  von  G  entsprechenden  Curven  in  den  beiden  Polarenbüscheln  die- 
selben n  Punkte  mit  G  gemein  haben.  Dasselbe  wird  aber  auch  von 
den,  den  Punkten  a,  . . . .  ccn  + 1  entsprechenden  Gurvenpaaren  gelten, 
so  dass  wir  im  ganzen  (n  -|-  1)  Curvenpaare  haben,  deren  (n-f- 1)  t» 
Schnittpunkte  auf  G  liegen.  Nachdem  aber  «  +  1  größer  als  2,  also 
»  (n  +  1)  >  2n  ist,  bildet,  wie  bereits  früher  hervorgehoben  wurde, 
die  Gerade  G  selbst  einen  Bestandtheil  der  durch  die  beiden 
Polarenbüschel  erzeugten  Curve  2w-ter  Ordnung.  Auf  der  Geraden  G 
bestimmen  somit  zwei  einander  entsprechende  Curven  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  beiden  einem  und  demselben  (beliebigen)  Punkte  jp  von 
G  entsprechenden  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  die  Curven  C\"  +  *  und 
C,*  +  ^  dieselben  n  Punkte. 

Würde  man  durch  die  auf  G  angenommenen  n  -f-  1  Punkte  eine 
dritte,  vierte  u.  s.  w.  Curve  O  +  ^  legen ,  so  müssten  in  gleicher  Weise 
die  ersten  Polaren  des  Punktes  p  in  Bezug  auf  diese  Curven  wieder 
durch  die  genannten  n  Punkte  gehen. 

Hiermit  ist  die  Prämisse  F),  §.  75,  bewiesen,  d.  h.  haben  beliebig 
viele  Curven  (n  +  l)-ter  Ordnung  mit  einer  Geraden  G  dieselben  n  +  1 
Punkte  gemein,  so  gehen  auch  die  ersten  Polaren  irgend  eines  Punktes  p 
der  Geraden  G  in  Bezug  auf  alle  diese  Curven  durch  n  feste  (von  p 
abhängige)  Punkte  der  Geraden  6r. 

§.  83. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  unter  G)  aufgestellte  Behauptung  zu 
beweisen,  also  sicherzustellen,  dass  die  ersten  Polaren  eines  Punktes  in 
Bezag  auf  alle  Curven  eines  Curvenbüschels  (»+l)-ter  Ordnung 
ein  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung,  und  die  letzten  Polaren  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  ein  Curvenbüschel  {n  +  l)-ter  Ordnung  ein 
Strahlenbüschel  bilden. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  es  nothwendig  sein,  zuvor  den  nach- 
stehenden Hilfssatz  zu  entwickeln : 

„Liegen  die  (n-j-1)^  Schnittpunkte  zweier  Curven  Cj^+i  und 
(7,"+^  auf  einer  Curve  C^'^+S  so  liegen  die  weiteren  Schnittpunkte,  be- 
ziehungsweise von  Ci'*+^  und  (T^^+V  von  C!j*+^  und  C*»*+i  auf  zwei 
Curven  O*^  und  O,.** 

Die  Curven  C|"+^  und  C^'«+i  haben  außer  den  vorgenannten 
(n  +  1)*  Punkten  noch  (n+l)(2w  + 1)  — (n  +  l)«  =  w(n  +  l)  Punkte 
gemein. 

P«8Chkft,  Darsielleade  a.  projecÜT«  Oeometrie.    n.  6 
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Denken  wir  uns  durch  y  ^  (^  +  3)  von  diesen  n  (w  + 1)  Punkten 
eine  O"  gelegt.  Diese  Curve  bildet  mit  der  Ci"+^  einen  Ort  der 
(2 »  +  1) "  tön  Ordnung ,  welcher  mit  der  gegebenen  Curve  C*  ••  +  ^ 
(2n  +  1)'  Punkte  gemein  hat. 

Hierunter  befinden  sich  oflfenbar  die  (n  -f-  1)'  Punkte,  welche  als 
den  Curven  Ci"+^  und  C"+i  gemeinschaftlich  vorausgesetzt  wurden, 
sowie  ferner  auch  die  y  t»  (n  -|-  3)  angenommenen  Schnittpunkte  von 
C*~+i  und  Ci-+^ 

Da  aber  diese 

(n  4-  1)«  4-  |n  (n  +  3)  =  (2n  -f  1)  (n  +  1)  —  \n  (n  —  1) 

Punkte  auf  einer  C^"^^  liegen ,  so  müssen  (nach  Satz  44)  noch  weitere 
\n{n  —  1)  auf  Ci"+^  sich  befinden,  und  die  übrigen  Schnittpunkte 
der  beiden  Orte,  d.  i.  die  weiteren  n  (n  -|-  1)  gemeinsamen  Punkte  von 
C**+^  und  C2**+^  auf  einer  Curve  O^  liegen. 

Von  den  Schnittpunkten  der  Orte  [Ci^+^H-  C/]  und  [(7a"+^4-  C;~] 
liegen  mithin: 

(w  +  1)«  +  2n  (n  +  1)  =  I  (2n  +  1)  (2w  +  4)  —  1  +  n  (n  —  1) 

auf  (7^**+^;  es  müssen  daher  auch  alle  übrigen  Schnittpunkte  dieser 
Orte ,  nämlich  die  n^  Schnittpunkte  von  (7,  ^  und  C^  auf  derselben 
Curve  0*'*+^  sich  vorfinden. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Hilfssatz: 

75.  ^TÄegen  die  (n'\'l)^  Basispunkte  eines  CurvenbOschels  (n-f-I)- 
ter  Ordnung  auf  einer  Curve  C**»+i  der  {2n  -]-  lyten  Ordnung ^  so 
liegen  die  übrigen  n{n  -^  1)  Schnittpunkte  der  Curven  C"-*"*  mit  der 
Curve  (?»»+^  auf  Curven  n-ter  Ordnung,  welche  sämmtlich  einetn 
Büschel  n-ter  Ordnung  angehören,  dessen  Ba^punkte  sich  auf  der 
Curve  (?"+i  vorfinden,^ 

Dieser  Satz  wird  zum  Beweise  der  Behauptung  Q)  §.  Ib,  unserer 
Polarentheorie  in  folgender  Weise  verwendet. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  eine  C*"+^  durch  eine  Gerade 
C^  in  den  Punkten  a, ,  a, . . .  a»  + 1  geschnitten  und  verbinden  wir  diese 
Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte  P  in  der  Ebene  der  Curve  durch 
gerade  Linien. 

Dieses  Büschel  P  von  (w  +  1)  Geraden  trifft  die  C'»+^  im  ganzen  in 

n  (n  +  1)  +-  (n+1) 

Punkten,  von  welchen  die  letzteren  (die  Punkte  a. ..  .»„4.1)  auf  einer 
Geraden  C",  die  ersteren  n  {n  -{- 1)  daher  (nach  Satz  44)  auf  einer 
Curve  O  der  ?i-ten  Ordnung  liegen,  welche  die  Gerade  C  in  den  n 
Punkten  Z^, . . .  &n  schneiden  möge. 


83 

Die  genannte  Curve  O  bildet  mit  der  Geraden  C*  einen  Ort 
(0,+C*)  der  (w  -}-l)-ten  Ordnung,  dessen  gemeinsame  Punkte  mit  der 
gegebenen  Curve  (7"  +  ^  auf  den  durch  P  gehenden  (n  +  1)  Geraden 
lipgen. 

Nach  Satz  F)  §.  75,  werden  daher  die  Polaren  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  0  +  ^  und  (O  +  C)  dieselben  n  Punkte  auf  jeder  der 
(n-f-1)  durch  P  gehenden  Geraden,  im  ganzen  also  n  (h-|-1)  Punkte 
gemein  haben. 

Da  die  Zahl  n  {n  +  l)  aber  größer  als  n^  ist,  so  müssen  die 
beiden  Polaren  in  eine  einzige  Curve  P^  der  n-ten  Ordnung 
zusammenfallen. 

Die  gemeinschaftliche  Polare  P**  des  Punktes  P  geht  außerdem 
durch  die  n  Punte  2)|...&n,  nachdem  diese  die  Doppelpunkte  des 
Ortes  (0+  C)  repräsentieren. 

Wenn  man  nun  auch  die  (n  +  l)  durch  P  gehenden  Geraden 
Pa,...PaH  +  i  zusammen  als  Ort  der  (n+l)-ten  Ordnung  auffasst, 
so  wird  man  berechtigt  sein,  folgende  Betrachtung  anzustellen. 

Der  Punkt  P  sowohl  als  auch  die  Gerade  C*  wollen  wir  als  fix 
betrachten,  wahrend  die  Curve  C'*  +  ^  derart  veränderlich  sein  möge, 
dass  sie  ein  Curvenbüschel  (n-[-l)-ter  Ordnung  beschreibt. 

Jede  0*  +  ^  dieses  Büschels  wird  die  Gerade  C*  in  (w  +  l) 
Punkten  a, . .  .aM  +  i  treffen,  welchen  (n-f- 1)  durch  P  gehenden  Geraden 
entsprechen,  die  zusammen  einen  Ort  der  (n-f-l)-ten  Ordnung  re- 
präsentieren. 

Da  jeder  (7^+^  nur  ein  solcher  Ort  entspricht,  so  ist  einleuchtend, 
dass  alle  diese  aus  (n-}-l)  Geraden  bestehenden  Orte  (n4-l)-ter 
Ordnung  ein  Büschel  der  (n-|-l)-ten  Ordnung  bilden,  welches  dem 
Curvenbüschel  (n4-l)-ter  Ordnung  projectivisch  ist  und  dessen  sämmt- 
liche  (n-{-l)"  Basispunkte  in  dem  festen  Punkte  P  vereinigt  sind. 

Nach  Satz  57)  wird  sodann  dieses  Büschel  (n-[-l)-ter  Ordnung 
mit  dem  gegebenen  Curvenbüschel  der  (n  -j-  l)-ten  Ordnung  eine 
Curve  2  (n-f-1)  =  (2n  +  2)-ter  Ordnung  erzeugen,  welche  einerseits 
aus  der  Geraden  C*  und  andererseits  aus  einer  Curve  (2n-|-l)-ter 
Ordnung  besteht.  Auf  der  letzteren  liegen  sodann  die  Basispunkte 
der  beiden  Büschel,  d.  s.  der  Punkt  P  und  die  (n  -f  1)^  Basispunkte  des 
gegebenen  Büschels  von  Curven  C^^^ 

Nach  dem  vorher  bewiesenen  Hilfssatze  72)  liegen  aber  die 
übrigen  n(n4-l)  Schnittpunkte  einer  jeden  C"  +  ^  des  Büschels  (;i-f  l)ter 
Ordnung  mit  der  Curve  C^**  +  ^  auf  Curven  C"  der  n-ten  Ordnung, 
die  ein  und  dasselbe  Büschel  n-ter  Ordnung  bilden. 
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Da  aber  die  n  (n-f-l)  Schnittpunkte  einer  jeden  C*»+^  mit  der 
^211  +  1  teine  anderen  sind,  als  die  n  {n-\-l)  Schnittpunkte  dieser 
6**+^  mit  den  ihr  entsprechenden  Geraden  aus  P,  so  ist  auch  die  zu- 
gehörige O'  des  Büschels  n-ter  Ordnung  keine  andere,  als  die  O, 
welche  eingangs  betrachtet  wurde,  und  welche  die  Gerade  C^  in  den 
n  Punkten  &,..&»  getroffen  hat,  durch  welche  auch  die  Polare  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  zugehörige  C  +  ^  geht.  Weil  aber  zu  jeder 
Curve  (7**+^  nur  eine  einzige  Curve  (7**  gehört,  so  sind  die  Büschel 
von  (7*»+*  und  O  einander  projectivisch.  Aus  diesen  Erörterungen  ist 
bereits  zu  ersehen,  dass  die  ersten  Polaren  P*'  eines  Punktes  P  in 
Bezug  auf  alle  Curven  C**+^  eines  Büschels  (n  +  l)-ter  Ordnung  eine 
beliebige  Gerade  C"  in  den  nämlichen  Punktgruppen  (6|  ...6n).  .(&i .  .6*n) 
treffen,  wie  die  entsprechenden  Curven  C*^  des  dem  Büschel  von  C*+^ 
projectivischen  Curvenbüschels  «-ter  Ordnung. 

Hieraus  lässt  sich  aber  unschwer  folgern,  dass  alle  diese  Po- 
laren P"  ebenfalls  ein  Büschel  w-ter  Ordnung  bilden,  welches 
dem  gegebenen  Curvenbüschel  (n-j-l)-ter  Ordnung  projectivisch  ist. 

Seien  also  beispielsweise  C,  ♦*+^  und  C^**'^^  zwei  Curven  des  ge- 
gegebenen Büschels  (w  -}-  l)-ter  Ordnung  und  P^**^  P^"  die  Polaren 
eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  diese  Curven.  Die  Polaren  P^*  und  P,*» 
mögen  sich  in  den  n^  Punkten  Ä^...Än*  schneiden. 

Es  kann  nun  leicht  gezeigt  werden,  dass  durch  diese  Punkte  auch 
die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  anderen  Curven  C"+* 
gehen.  Hierbei  wird  es  genügen,  nachzuweisen,  dass  besagte  Polaren  durch 
einen  dieser  Punkte,  etwa  durch  Ä^  hindurchgehen.  Denken  wir  uns 
nämlich  durch  Ä^  die  Gerade  Q  gelegt,  welche  von  den  beiden 
Curven  P^**  und  Pj"  in  den  Punkten  (-4,  \ . .  .in),  resp.  {Ä^  b\ . .  .fe'n) 
getroffen  werden  mag.  Durch  diese  Punktgruppen  müssen,  den  vorher- 
gegangenen Erörterungen  gemäß,  auch  die  beiden  den  Curven  C*,  ••+^  und 
(72**+^  entsprechenden  O  gehen.  Da  aber  beide  Curven  durch  deu  Punkt 
J.,  führen,  so  müssen  durch  diesen  Punkt  auch  alle  anderen  O,  nach- 
dem diese  ein  Büschel  bilden,  gehen,  d.  h.  jede  Curve  O  wird  die  Gerade 
(7*  in  einer  Punktgruppe  b^...hn  treffen,  in  welcher  stets  der  Punkt  Ä^ 
vorkommt.  Selbstverständlich  müssen  dann  aber  auch  alle  anderen  P* 
durch  Ä^  gehen.  Nachdem  ein  Gleiches  von  allen  übrigen  Punkten 
A^..Ah*  gilt,  80  ist  erwiesen,  dass  die  Polaren  P*  eines  Punktes  P  in 
Bezug  auf  alle  Curven  C*+^  eines  Büschels  (n-f  l)-ter  Ordnung  ein  zu 
diesem  Büschel  projectivisches  Curvenbüschel  w-ter  Ordnung  bilden. 

§.  84. 
Berücksichtigt  man  den  Satz,   dass,  wenn  die  „g er  ade''  oder 
„letzte"  Polare  eines  Punktes  P  durch  einen  Punkt  Q  geht> 
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4ie  erste  Polare  von  Q  durch  P  gehen  müsse,  so  lässt  sich 
ans  der  eben  gefundenen  Eigenschaft  auch  die  ableiten,  dass  die  ge- 
raden Polaren  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Curven  0+^ 
«ines  Büschels  (w  +  l)-ter  Ordnung  ein  diesem  Büschel  projecti- 
visches  Strahlenbüschel  bilden. 

Sind  nämlich  C,*'+^  und  Ca^^^  zwei  Curven  des  Büschels,  Pein 
beliebiger  Punkt,  p^  und  p^  die  geraden  Polaren  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  jene  beiden  Curven ,  so  müssen  durch  P  die  ersten  Polaren 
des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  C,*'+^  und  Gi**+\  und  daher,  auf  Grund 
des  eben  bewiesenen  Satzes,  auch  die  ersten  Polaren  des  Punktes  Q 
in  Bezug  auf  alle  anderen  Curven  0+^  hindurchgehen.  Hieraus  folgt 
aber  wieder,  dass  alle  „geraden  Polaren^  des  Punktes  P  durch 
den  Punkt  Q  gehen  müssen. 

§.  85. 

Fassen  wir  all  die  angestellten  Betrachtungen  zusammen,  so  finden 
wir,  dass  die  in  §.  75  hypothetisch  aufgestellten  Sätze  ^)  bis  (r),  sobald 
dieselben  als  für  eine  Curve  w-ter  Ordnung  richtig  und  geltend  voraus- 
gesetzt werden,  nothwendig  auch  für  eine  Curve  (n  -|-  l)-ter  Ordnung 
in  genau  der  gleichen  Weise  ihre  volle  Giltigkeit  bewahrheiten. 

Nachdem  die  bezeichneten  Sätze  fdr  Curven  zweiter  Ordnung 
„absolute"  Giltigkeit  besitzen,  so  werden  dieselben  auch  für  Curven 
dritter,  vierter . . .  n-ter  Ordnung  und  mithin  ganz  allgemein  gelten. 

Wir  können  demgemäß  die  folgende  Definition,  sowie  auch  die 
nachstehenden  Sätze  fQr  die  Polaren  algebraischer  Curven 
aufstellen. 

73,  jJHe  y^erste  Polare^  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Curve 
n4er  Ordnung  ist  eine  Curve  (n  —  lyter  Ordnung,  welche  durch  die 
Berührungspunkte  der  von  jenem  Punkte  an  die  Curve  n-ter  Ordnung 
gesogenen  Tangenten  j  sowie  durch  sämmtUche  Doppelpunkte  dieser 
Curve  geht. 

Die  bezeichnete  Curve  n-ter  Ordnung  wird  in  diesem  Sinne  die 
^Fundamentalcurve^  genannt."' 

74,  jj)ie  j,ersten  Polaren^  aller  Punkte  einer  Geraden  in  Bezug 
auf  eine  und  dieselbe  Fundamentalcurve  bilden  ein  Curvenbüschel 
(n  —  l}-t€r  Ordnung,  welches  zu  der  Geraden  {als  Punktreihe)  pro- 
jectivisch  ist.  Ist  die  Gerade  eine  Tangente  der  Fundamentalcurve^ 
so  ist  ihr  Berührungspunkt  ein  Basispunkt  des  Polarenbuschels,^ 

76.  ^Jedem  Punkte  in  der  Ebene  der  Fundamentalcurve  ent- 
spricht eindeutig  eine  Polare.  Die  Punkte  der  Ebene  sind  daher  ein- 
deutig auf  das  System  der  Polaren  bezogen.  Die  letzterere  bilden  ein 
Curvennetz  (n  —  lyter  Ordnung'^  indem  den  Punkten  einer  Geraden 
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die  Curven  eines  Polarenbüschels  entsprechen.  Zwei  Polarenbüschel 
haben  eine  Curve  —  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  ihnen  entspre- 
chenden Geraden  —  gemein. 

Aus  den  wesentlichen  Eigenschaften  eines  Curvennetzes  folgte 
dass  die  Polaren,  welche  durch  einen  festen  Punkt  Q  gehen ,  ein 
Büschel  bilden^  mithin  den  Punkten  einer  Geraden  entsprechen.  Diese 
Gerade  wird  die  ^letde^  oder  ^^gerade^  Polare  des  Punktes  Q  in 
Bezug  auf  die  Fundamentalcurve  genannt.  Aus  dieser  Definition  folgt : 
Geht  die  j^erste^  Polare  eines  Punktes  P  durch  den  Punkt  Q,  so  geht 
die  „gerade^  Polare  von  Q  durch  P  und  umgekehrt. 

Jede  Gerade  ist  gleichzeitig  die  gerade  Polare  von  {n  —  i)* 
Punkten  y  nämlich  den  Basispunkten  des  ihr  entsprechenden  Polaren- 
büschels,^ 

76.  j^Die  erste  Polare  eines  Punktes  der  Fundamentalcurve  geht 
durch  diesen  Punkte  und  umgekehrt:  Geht  die  erste  Polare  eines 
Punktes  durch  diesen  Punkt  selbst  hindurch,  so  gehört  er  der  Fun- 
damentalcurve n. 

Dasselbe  gilt^  nach  dem  vorigen  Satze,  auch  von  der  geraden 
Polare.  ^ 

77.  ^Die  ersten  Polaren  eines  Punktes  P  auf  einer  Geraden  6r, 
in  Bezug  auf  alle  Fundamentalcurven  n-ter  Ordnung,  welche  G  in 
den  nämlichen  n  Punkten  treffen,  gehen  durch  (n  —  1)  feste  Punkte 
der  Geraden  G.  Die  geraden  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  alle  diese 
Curven  bilden  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  auf  G  liegt. ^ 

78.  y^Die  ersten  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Fun* 
dainentalcurven  eines  Büschels  n-ter  Ordnung  bilden  ein  zu  diesem 
projectivisches  Curvenbüschel  (n  —  J)-fer  Ordnung,  und  die  geraden 
Polaren  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Curven  des  Büschels  bilden 
ein  zu  demselben  projectivisches  Strahlenbüschel.^  *®) 

§.  86. 

Aus  diesen  fundamentalen  Eigenschaften  der  Polaren 
algebraischer  Curven  lassen  sich  nunmehr  alle  anderen  Polar- 
eigenschaften ableiten. 

Zunächst  wollen  wir  jedoch  noch  einen  wichtigen  Zusammenhang 
zwischen  der  „ersten^  und  der  „letzten*'  Polare  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  die  nämliche  Fundamentalcurve  hervorheben. 

Wir  werden  den  besagten  Zusammenhang  für  eine  Curve  dritter 
Ordnung  direct  nachweisen  und  sodann,  in  ähnlicher  Weise  wie  vor- 
hergehend, die  Polareigenschaften  der  Curven  zweiter  Ordnung  allge- 
mein auf  Curven  n-ter  Ordnung  übertragen. 
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Sei  P  ein  beliebiger  Punkt,  P*  seine  „gerade  Polare"  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  Curve  C®  der  dritten  Ordnung.  C®  schneide 
die  Gerade  P*  in  den  drei  Punkten  a,,  a^  und  a,. 

Dies  vorausgesetzt^  treffen  die  drei  Geraden  Pa^ ,  Pa^  und  Pa^ 
die  Curve  C®  noch  in  den  drei  Punktepaaren  6p  c^;  ft^,  Cj  und  />3,  c^. 

Fassen  wir  die  drei  Geraden  Pa^^  Pa^  und  Pa^  zusammen  als 
einen  Ort  der  dritten  Ordnung  auf,  so  schneidet  dieser  die  gegebene 
Curve  C®  in  den  neun  Punkten  a^ ,  6, ,  c^,  a^ ,  ftj ,  c, ,  a^y  63  und  c^. 
Von  diesen  Punkten  liegen  drei,  d.  i.  a^  a,  und  a3  auf  einer 
Geraden  P';  die  übrigen  sechs  Punkte  ft^,  c,,  J^;  ^2»  ^3  ^^^  ^3 
müssen  sodann,  (nach  Satz  44),  auf  einer  Curve  C^  der  zweiten  Ord- 
nung liegen. 

Die  Gerade  P  und  die  Curve  (P  bilden  daher  einen  Ort  der 
dritten  Ordnung,  welcher  mit  der  gegebenen  Curve  C®  der  dritten 
Ordnung  die  nämlichen  Punkte  der  drei  Geraden  Pa^,  Pa^  und  Pa^ 
gemein  hat. 

Nach  Satz  F)  der  Polareigenschaften  gehen  nun  die  ersten 
Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  beiden  Curven  C"  und  (C^-\-P^ 
durch  dieselben  zwei  Punkte  von  Pa^j  durch  die  nämlichen  zwei  Punkte 
von  Pa^  und  durch  die  gleichen  zwei  Punkte  von  Pa^ . . . 

Diese  beiden  ersten  Polaren  haben  daher  sechs  Punkte  gemein, 
und  müssen  folglich,  weil  sie  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  in  eine 
und  dieselbe  Curve  P^  der  zweiten  Ordnung  zusammenfallen,  welche 
auch  durch  die  Doppelpunkte  von  (C'  +  P),  d.h.  durch  die  beiden 
Schnittpunkte  A^  und  Ä^  von  C*  und  P  geht. 

Ebenso  einfach  folgt  aus  dem  vorangeführten  Polarensatze,  dass 
auch  die  geraden  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  (P  und  (C+P') 
in  eine  und  dieselbe  Gerade,  welche  keine  andere  als  P  ist,  fallen 
müssen. 

Vorher  fanden  wir,  dass  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  die  beiden 
Curven  C®  und  (C  +P')  die  nämliche  Curve  P^  zweiter  Ordnung  als 
erste  Polare  zukomme,  und  dass  P*  und  C  die  zwei  Punkte  A^  und 
A^  auf  P^  gemein  haben. 

Außerdem  schneiden  sich  aber  C^  und  P*  noch  in  zwei  weiteren 
Punkten  P,  und  B^,  welche  offenbar  die  Berührungspunkte  der  von 
P  aus  an  C  gezogenen  Tangenten  vorstellen. 

Nachstehende  Betrachtung  wird  zeigen,  dass  die  obgenannten 
Punkte  P,  und  P,  beziehungsweise  mit  den  Punkten  A^  und  A^  zu- 
sammenfallen. 

Da  P'  die  gerade  Polare  von  C^  ist,  so  geht  die  erste  Polare 
irgend  eines  ihrer  Punkte ,  beispielsweise  die  des  Punktes  a^  durch  P. 
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Durch  P  geht  aber  auch  die  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  zwei  übrigen  Schnitt- 
punkte &i  und  c,  von  C^  mit  Pa^  geht,  also  beispielsweise  die  des 
Kegelschnittes  C^.  Das  Gleiche  gilt  vom  Punkte  a,.  Hieraus  ent- 
nehmen wir,  dass  die  Polaren  der  Punkte  a,  und  a„  in  Bezug  auf  C* 
durch  P  gehen,  dass  also  a,,  a,  oder  P'  die  Polare  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  C^  darstelle,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Schnitt- 
punkte A^  und  A^  von  P  mit  C^  die  Berührungspunkte  der  von  P 
an  C^  gezogenen  Tangenten  repräsentieren,  und  daher  mit  den  beiden 
weiteren  vorgenannten  Punkten  B^  und  B^^  in  welchen  sich  außer 
A^  und  u4,  die  Curven  C^  und  P^  schneiden  sollen,  identisch  sind. 

Die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  P'  und  C^  fallen  daher 
zu  je  zweien,  beziehungsweise  in  A^  und  in  A^  zusammen,  oder  P^  und 
C^  berühren  sich  in  A^  und  A^,  Ist  dieses  aber  der  Fall,  so  ist  P* 
nicht  nur  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  C^,  sondern  auch 
in  Bezug  auf  P*.  Nachdem  weiters  P^  die  erste  Polare  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  C®  ist,  so  haben  wir  den  merkwürdigen  Satz: 

79.  j^Die  y^gerade  Polare^  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine 
Fundamentalcurve  dritter  Ordnung  (P  ist  auch  die  gerade  Polare  des^ 
selben  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  von  P  in  Bezug  auf  (P.^ 

§.  87. 

Der  vorstehende  Satz  kann  nun  wieder  auf  Curven  n-ter  Ord- 
nung ausgedehnt  werden. 

Um  dessen  allgemeine  Giltigkeit  nachzuweisen,  gehen  wir,  sowie 
in  einem  vorhergehenden  Falle ,  von  der  Annahme  aus,  dass  derselbe 
bereits  für  Curven  n-ter  Ordnung  als  sichergestellt  zu  betrachten  sei,  und 
dass  wir,  dies  voraussetzend,  denselben  nunmehr  für  Curven  (w  -|-  l)-ter 
Ordnung  abzuleiten  hätten. 

Wir  setzen  also  voraus ,  dass  die  gerade  Polare  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  eine  (y  auch  die  gerade  Polare  desselben  Punktes  P  in 
Bezug  auf  jene  Curve  P"-^  sei,  welche  die  erste  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  O  vorstellt. 

Von  dieser  Annahme  ausgehend ,  stellen  wir  folgende  Betrach- 
tung an. 

Die  „gerade  Polare"  P'  eines  Punktes  P  in  Bezug   auf  eine 

Curve  (?»  +  ^  möge  die  letztere  in  den  (n  -|-  1)  Punkten  a^,a^, an+i 

schneiden.  Ziehen  wir  die  Geraden  Pa^y  Pa^y Pa„  +  i,  so  treffen 

diese  die  Curve  C"+^  außer  in  den  genannten  («  +  1)  Punkten  a  noch 
in  n  (n  +  1)  weiteren  Punkten  a. 
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Fassen  wir  die  (w-f  1)  Geraden  Pa^  ...  Pan  +  i  zusammen  ge- 
nommen als  Ort  der  (n  -f-  l)-ten  Ordnung  auf,  so  schneidet  dieser  die 
gegebene  0+^  in  (n  +  1)*  Punkten,  wovon  die  (n  +  l)  Punkte  a  auf 
einer  Geraden  P,  die  übrigen  n  (w  -f  1)  Punkte  «  folglich  (nach  Satz 44) 
auf  einer  O  liegen  müssen. 

Die  beiden  Orte  (w  +  l)-ter  Ordnung  0+^  und  [C*  +  P']  haben 
nun  mit  den  (n+l)  Strahlen  dieselben  Punkte  (je  (n+1)  auf  einem 
Strahle)  gemein ;  es  müssten  daher  nach  F)  der  Polarensätze  auch  die 
Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  0+^  und  [O"  +  P']  auf  jedem 
der  (h4-1)  Strahlen  n  Punkte,  im  ganzen  also  (n^-f-w)  Punkte  gemein 
haben. 

Nachdem  aber  beide  Polaren  von  der  n-ten  Ordnung  sind  und 
mehr  als  n^  Punkte  gemeinsam  haben,  so  fallen  dieselben  nothwendig 
in  eine  und  dieselbe  Curve  P^  der  n-ten  Ordnung  zusammen.  Be- 
sagte Polare  P"  geht  offenbar  auch  durch  die  Doppelpunkte  der 
Curve  \0^'\-P^^j  unter  anderem  daher  auch  durch  die  n  Schnitt- 
punkte A^... ,  An  von  O'  mit  P. 

Außer  diesen  n  Punkten  A  haben  aber  die  Curven  O  und  P*  noch 
n  (n  —  1)  Schnittpunkte  gemein ,  welche ,  gemäß  der  Definition  der 
„Polare^,  nichts  anderes  als  die  Berührungspunkte  der  von  P  aus  an  die 
O  gezogenen  Tangenten,  also  die  Schnittpunkte  von  C"  mit  der  ersten 
Polare  P"-^  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  C"  vorstellen. 

Auf  gleiche  Weise  folgt  aus  F)  der  Polarensätze,  dass  die  ge- 
raden Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  0  +  ^  und  [O  -f- P'] 
zusammenfallen,  also  durch  die  Gerade  P*  repräsentiert  erscheinen. 
Selbstverständlich  müssen  sodann  nach  E)  der  Polarensätze  die  ersten 
Polaren  irgend  eines  der  Punkte  a  auf  P'  in  Bezug  auf  [O  -|-  P\ 
also  auch  in  Bezug  auf  O  durch  P  gehen.  Es  ist  mithin  P'  nicht  nur 
die  gerade  Polare  von  O,  sondern,  der  gemachten  Voraussetzung  gemäß, 
gleichzeitig  auch  die  gerade  Polare  von  P~^\  d.  i.  die  gerade 
Polare  der  ersten  Polare  von  P  in  Bezug  auf  O. 

Fassen  wir  ferner  P»-*  und  P  zusammen  als  Ort  der  w-ten 
Ordnung  auf,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  schließlich  P'  auch  die 
gejade  Polare  von  P  in  Bezug  auf  diesen  Ort  vorstelle. 

Denn  nehmen  wir  auf  P*  einen  beliebigen  Punkt  Q  an,  so  muss 
die  erste  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  [P*-^+P]  erstens 
dureh  Q  selbst,  dann  aber  auch  durch  die  (n — 1)  Schnittpunkte  von 
P»  - 1  und  P'  und  endlich  durch  die  Berührungspunkte  der  von  Q  aus 
an  P"  -"  ^  gezogenen  Tangenten  gehen,  mithin  einerseits  aus  der  Geraden 
P*  selbst  und  andererseits  aus  der  ersten  Polare  von  Q  bezüglich  P^~^ 
welche  entsprechend  der  Voraussetzung  bereits  durch  P  geht,  bestehen. 
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Man  ersieht  hieraus,  dass  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  Q  von  P'  in 
Bezug  auf  [P*-^  +  ^]  durch  P  gehen,  dass  also  P*  die  gerade  Po- 
lare des  Punktes  P  bezüglich  des  Ortes  [P^-^+P']  darstelle. 

Nun  gehören  C**,  P*»  und  [P"-^  +  P']  demselben  Büschel  an, 
da  P*  und  P»-i  durch  die  n*  Schnittpunkte  von  O  und  P"  hindurch- 
gehen. Nachdem  aber  P'  die  gerade  Polare  zweier  dieser  Curven, 
nämlich  von  O  und  [P*-*  +P*]  ist,  so  musd  sie  es  auch  für  alle 
anderen  Curven  des  Büschels,  also  auch  für  P^  sein,  d.  h.  die 
„gerade  Polare"  P'  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  0+^  ist  auch  die 
gerade  Polare  von  P  in  Bezug  auf  jene  P",  welche  die  erste 
Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  0  +  ^  repräsentiert. 

Da  dieser  Satz  somit  fAr  eine  C^  +  ^  unter  der  Voraussetzung  ab- 
geleitet wurde,  dass  er  für  eine  Curve  C^  gelte,  und  da  sich  derselbe 
diesbezüglich  als  richtig  herausstellte,  so  ist  hiermit  auch  dessen  all- 
gemeine Richtigkeit  und  Oiltigkeit  dargethan.  Nachdem  der- 
selbe für  Curven  dritter  Ordnung  gilt,  hat  er  auch  für  eine  (?*, 
C^....  C**  seine  Geltung,  und  können  wir  somit  ganz  allgemein 
den  Satz  aufstellen: 

80.  jyDie  „gerade  Polare*^  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine  C" 
ist  auch  die  „gereue  Polare^  jenes  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  P*"^, 
welche  sich  als  „erste  Polare^  desselben  Punktes  P  bezüglich  der  C^ 
ergibt, " 

§.  88. 
Die  Zwischenpolaren  algebraischer  Gorven. 

Außer  der  ersten  Polare  und  der  letzten  Polare  eines  jeden 
Punktes  P  bezüglich  einer  Curve  n-ter  Ordnung  gibt  es  noch  Curven 
2-ter....(n  —  2)-ter  Ordnung,  welche  mit  den  genannten  Polaren  in 
enger  Beziehung  stehen,  und  als  die  „Zwischenpolaren"  bezeichnet 
werden. 

Man  kann  nämlich,  sobald  man  die  erste  Polare  P»-i  eines 
Punktes  P  bezüglich  einer  O  kennt,  auch  die  erste  Polare  P»-«  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  P*  -  ^  bestimmen.  Diese  P*  -  *  wird  so- 
dann die  „zwe-ite  Polare"  des  Punktes  P  bezüglich  der  Fundamental- 
curve  O  genannt. 

Ebenso  wird  man  auch  die  erste  Polare  p*»-^  des  Punktes  P 
bezüglich  der  P*»  -  *  bestimmen  können ;  diese  wird  sonach  die  zweite 
Polare  von  P  bezüglich  der  p*-i  und  die  „dritte  Polare**  von  P 
bezüglich  der  Fundamentalcurve  C^  darstellen. 

Durch  fortgesetzte  gleichlautende  Schlussfolge  gelangt  man  suc- 
cessive  zur  „r-ten  Polare"  eines  Punktes  P  bezüglich  der  Funda- 
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mentalcurve  O.    Bezeichnete  Polare  ist  sodanD  offenbar  eine  Garve 
der  (n  —  r)-ten  Ordnung. 

Gleichzeitig  ist  ersichtlich,  dass  man  auf  diese  Weise  bis  zur 
(n  —  l)-ten  Polare  fortschreiten  kann.  Diese  letztere  wird  selbstver- 
ständlich eine  Curve  [n — (w  —  l)]-ter  Ordnung,  d.  i.  eine  Ourve 
erster  Ordnung,  also  eine  Gerade  sein. 

Man  kann  sich  unschwer  die  Überzeugung  verschaffen,  dass  diese 
Polare  keine  andere  als  die  ^gerade^  oder  „letzte  Polare^  des 
Punktes  P  bezüglich  der  Fundamen talcurve  ist.  Diesem  Umstände  Ter- 
dankt  die  vorbezeichnete  Polare  auch  den  ihr  beigelegten  Namen. 

Ist  nämlich  O  die  Fundamentalcurve,  F  die  gerade  Polare  des 
Punktes  P  bezüglich  der  O ,  so  ist  P  (nach  Satz  80)  auch  die  gerade 
Polare  des  Punktes  P  für  die  erste  Polare  P~-^.  Durch  fortgesetzte 
Anwendung  des  vorerwähnten  Satzes  80)  in  Bezug  auf  Fundamental- 
curven  von  immer  niederer  Ordnung  findet  man  in  gleicher  Weise, 
dass  P  auch  die  gerade  Polare  vonP"~*,  p«-»,  pn-4  pn-(n-2) 
oder  P'  ist. 

Nachdem  aber  bei  einer  Curve  P*  der  zweiten  Ordnung  der 
Unterschied  zwischen  „erster"  und  „gerader"  Polare  weg- 
fällt, so  folgt,  dass  die  gerade  Polare  P  des  Punktes  P  bezüglich 
der  O*  wirklich  auch  die  „letzte",  d.  h.  die  (n —  l)-te  Polare  des- 
selben Punktes  P  bezüglich  C^  vorstelle,  und  erhalten  hiermit  gleich- 
zeitig die  Verallgemeinerung  des  vorigen  Satzes: 

81.  j^Die  gerade  Polare  eines  Punktes  P  bezüglich  der  Fundor- 
mentalcurve  O  ist  gleichzeitig  die  gerade  Polare  des  Punktes  P  he- 
züglich  aller  diesem  Punkte  entsprechenden  Zwischenpolaren  der 
Fundamentalcurve  C"." 

Der  Kürze  halber  wollen  wir  im  Folgenden  immer  die  r-te  Po- 
lare eines  Punktes  P  bezüglich  einer  Curve  C**  mit  p»-«*  bezeichnen. 

§.  89. 

Aus  der  Definition  der  r-ten  Polare  folgen  unmittelbar 
einige  wichtige  Sätze. 

Nehmen  wir  an,  wir  seien  im  Verlaufe  der  angestellten  Betrach- 
tungen bis  zur  r-ten  Polare  P^-^  eines  Punktes  P  gelangt. 

Die  erste  Polare  von  P  bezüglich  der  P""*'  ist  sodann  auf  Grund 
der  aufgestellten  Definition  die  (r  +  l)-te  Polare  von  O;  die  zweite 
Polare  von  P"-*'  wird  somit  offenbar  die  (r  +  2)-te  Polare  von  C**, 
und  ebenso  wird  allgemein  die  5-te  Polare  von  P  bezüglich  der 
P*-*"  die  (r  +  s)-te  Polare  von  P  bezüglich  O  sein. 
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Es  besteht  daher  der  Satz: 

62,  „Die  s-te  Polare  eines  Punktes  P  hemglich  der  r4en  Polare 
desselben  Punktes  für  die  Fundamentalcurve  O  ist  gleichzeitig  die 
(r  +  syte  Polare  von  P  bezüglich  der  Fundamentalcurve.^ 

Nachdem  es  offenbar  ganz  gleicbgiltig  ist,  ob  man  r-^-s  oder  5  +  ^ 
setzt,  muss  man  auf  die  vorgenannte  (s  +  r)-te  Polare  auch  in  der 
umgekehrten  Folge  kommen.  Setzen  wir  nämlich  r  -j-  s  =  t,  so  ist 
auch  s  +  ♦"  =  ^;  63  wird  demgemäß  die  ^-te  Polare  P~~'  eines  Punktes 
P  in  Bezug  auf  die  Fundamentalcurve  O  einerseits  als  die  s-te  Polare 
desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  r-te  Polare  P'»-«'  von  P  für  O', 
und  anderseits  als  die  r-te  Polare  der  5-ten  Polare  der  Fundamental- 
curve C"  erhalten. 

Hiernach  gilt  der  Satz: 

83.  „Die  s^e  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  r-te 
Polare  dieses  Punktes  für  die  Fundamentalcurve  ist  identisch  mit  der 
r-ten  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  s^te  Polare  von  P  be- 
züglich der  Grundcurve.^ 

§.  90. 

Denken  wir  uns  weiters  zu  zwei  Punkten  Pj  und  P^  die  ersten 
Polaren  P,*»-*  und  Pj"-^  in  Bezug  auf  dieselbe  Fundamentalcurve 
C"  bestimmt.  Bezeichnen  wir  ferner  die  erste  Polare  des  Punktes  P, 
in  Bezug  auf  die  Polare  P^"-^  mit  Pai"""*  und  die  erste  Polare  des 
Punktes  P,  in  Bezug  auf  die  Polare  P,"~*  mit  P,,*"*,  so  lässt  sich 
nachweisen,  dass  diese  beiden  Polaren  P,2"*"*  und  P^i"""*  identisch 
sind,  oder  mit  anderen  Worten,  es  lässt  sich  zeigen,  dass  dieselben 
in  eine  und  dieselbe  Curve  p»-«  zusammenfallen. 

Ziehen  wir  zu  diesem  Behufc  durch  den  Punkt  P,  eine  beliebige 
Gerade  C;  dieselbe  möge  die  C*^  in  den  n  Punkten  a^...an  treffen. 
Führen  wir  weiters  die  Strahlen  P^a^.,.P^ any  so  treffen  diese  die  O 
außer  in  den  n  Punkten  a...an  noch  in  n  (n  —  1)  weiteren  Punkten 
a,  welche,  wie  wir  aus  früheren  Betrachtungen  wissen,  auf  einer  Curve 
C""^  der  (n — l)-ten  Ordnung  liegen. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  Gerade  C*  mit  der  Curve  C"-^ 
einen  Ort  [O-^  +  C]  der  w-ten  Ordnung  bildet,  und  dass  auch 
die  n  Geraden  Pia, . .  .P^an  zusammen  einen  zweiten  Ort  Cr"  der  n-ten 
Ordnung  vorstellen,  beachtet  man  femer,  dass  diese  Orte  mit  C^  die 
nämlichen  n^  Punkte  (a-f «)  gemein  haben,  also  einem  Büschel 
angehören,  so  werden  auch  deren  erste  Polaren  für  den  Punkt  P,  ein 
Büschel  bilden,  d.  h.  die  erste  Polare  Pg"-^  des  Punktes  Pj  in  Be- 
zug  auf  C"   muss   durch   die  Schnittpunkte  der  Polaren  G^"^   und 
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f  C*  +  P"  - «]  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  die  Orte  6?-,  resp.  [C^  +  C~  - 1] 
gehen. 

Betrachten  wir  die  zwei  letztgenannten  Polaren  etwas  näher. 
Die  Polare  Gf«  ~  *  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  das  n-strahlige  Büschel 
G^  besteht  aus  (n  —  1)  durch  seinen  Scheitel  gehenden  Strahlen. 

Denn  die  n  (n  —  1)  Tangenten,  welche  von  P^  an  Cr**  gezogen 
werden  können,  fallen  sämmtlich  mit  der  Geraden  P^  P,  und  deren 
BerQhrungspunkte  sämmtlich  mit  dem  Punkte  P^  zusammen;  P,  ist 
daher  ein  (n  — l)-facher  Punkt  von  G*^''\  und  da  diese  Curve  von 
der  {n  —  l)-ten  Ordnung  ist,  so  besteht  dieselbe  nothwendig  aus  einem 
(n — l)-strahligen  Büschel  ff»»-^  mit  dem  Scheitel  Pj. 

Was  die  erste  Polare  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  den  Ort 
[C^  +  C^""^]  anbelangt,  so  besteht  dieselbe,  da  Pg  auf  C^  liegt,  aus 
der  Geraden  C^  und  aus  der  Polare  P,**-*  des  Punktes  Pj  in  Bezug 
auf  die  Curve  C^-^ 

Durch  die  Schnittpunkte  von  Gf**~i  und  [C*  +  Pj""*]  muss 
nun  die  erste  Polare  Pj**-^  des  Punktes  Pg  in  Bezug  auf  die 
Fundamentaicurve  C^  gehen. 

Ist  aber  umgekehrt  Pj***"*  gegeben,  so  ergibt  sich  die  Polare 
f^""**  als  eine  Curve  der  (n — 2)-ten  Ordnung,  welche  durch  die 
Schnittpunkte  von  G"-^  und  Pa""^,  sowie  auch  durch  die  Schnitt- 
punkte von  O-  und  P^"-^  geht. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  das  Büschel  G^-^  von  jenen 
{» — 1)  Strahlen  gebildet  wird,  welche  durch  die  (»—1)  Schnittpunkte 
6j...6»_i  der  Geraden  C"  mit  der  Curve  Pq"""*  und  beziehungsweise 
durch  P,  gehen. 

Durch  diese  (n—  1)  Punkte  &,  sowie  durch  die  (w  — 1)  (n — 2) 
weiteren  Schnittpunkte  ß  der  (n — 1)  Strahlen  P^fc,  P,  6,,. .  .P,  &,»-.i 
mit  der  Polare  P/"-^  geht  somit  die  gesuchte  Polare  P^*"*  des 
Punktes  Pj  in  Bezug  auf  6*»-^ 

Man  erkennt  sogleich,  dass,  weil  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
h  und  ß  der  Curven  P^**"^  und  [C*  +  Pq*"*]  zu  je  (n — 1)  auf  den 
(n — 1)  Strahlen  P,  6, . .  .P,  6n-i  vertheilt  sind,  die  Polaren  des  Punktes 
P,  in  Bezug  auf  diese  beiden  Curven  nach  F)  der  Polarsätze  je 
(n — 2)  Punkte  auf  jedem  dieser  Strahlen  gemein  haben,  sich  also  in 
•  n— l)(w— 2)  =  (n— 2)«  +  (w— 2)  Punkten  treffen,  und  daher, 
nachdem  beide  von  der  (n — 2)-ten  Ordnung  sind,  zusammenfallen. 

Die  erste  Polare  des  Punktes  P,  in  Bezug  auf  Pj**"*  ist  die 
nämliche  Curve  P,,*"^  wie  die  erste  Polare  von  P,  in  Bezug  auf  die 
Curve  [C*  +  P«"-*].  Diese  Polare  Pgi*-*  geht  gleichfalls  durch  die 
Doppelpunkte  von  [C* -}- Pj*-^],    d.  i.   durch  die  (n— 2)  Punkte  in 
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welchen  die  Gerade  C^  von  der  Polare  P^*  -  *  getroffen  wird.  Anderer- 
seits ist  aber  klar,  dass  nach  F)  der  Folarensätze  auch  die  Polaren 
des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  O  und  [C*  +  C^~^]  identisch  sind, 
also  in  dieselbe  Curve  P^^"^  zusammenfallen,  da  diese  beiden  Ourven 
auf  den  n  Strahlen  P^a^ .  .Pia»  je  n  Punkte  (im  ganzen  a-\-a)  gemein 
haben.  Nachdem  somit  die  Polare  P^*-^  des  Punktes  P,  in  Bezug 
auf  O  auch  die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  [C*  +  C"-^]  vor- 
stellt, so  geht  sie  durch  die  Doppelpunkte  von  [C*  +  0"~^J,  d.  i. 
durch  die  (n— 1)  Schnittpunkte  von  C*  und  (7*~^. 

Aus  dem  besagten  Grunde  gehen  die  Polaren  eines  jeden  Punktes 
von  C",  also  auch  die  Polaren  P,q**~*  und  P^~^  des  Punktes  P^  in 
Bezug  auf  die  vorgenannten  zwei  Curveu  Pj*"-^  und  C"~^  (nach 
dem  früher  erwähnten  Polarensatze)  durch  dieselben  (n  —  2)  Punkte 
von  C\ 

Wie  aber  früher  nachgewiesen  wurde,  gehen  auch  die  Curven 
Pai"-^  und  Pj*-*  durch  die  nämlichen  (n  —  2)  Punkte  von  C. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Curven  Pai"""*  und  Pja""^  eben  die- 
selben (n  —  2)  Punkte  von  C^  gemein  haben. 

Erwägt  man  nun,  dass  die  Ourven  P«,'*"^  und  P,,"""*  bloß  von 
C^  und  der  Lage  der  Punkte  P^  und  P,,  und  nicht  auch  von  der 
Geraden  C*,  welch'  letztere  ganz  beliebig  durch  P,  gezogen  wurde, 
abhängig  sind,  so  ist  einleuchtend,  dass  das  Bewiesene  für  jede  durch 
Pa  gehende  Gerade  gilt,  d.  h.  dass  die  Curven  Pg,**""*  und  Pn"""^  un- 
endlich viele  Punkte  gemein  haben,  oder  kurz,  dass  sie  zu- 
sammenfallen.   Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

84.  ^Die  erste  Polare  eines  Punktes  P^  bezüglich  der  ersten 
Polare  eines  Ptmktes  P^  in  Bezug  auf  eine  C"  ist  identisch  mit  der 
ersten  Polare  de^  Punktes  Pg  bezüglich  der  ersten  Polare  von  P^  in 
Bezug  auf  die  C^J^ 

§.  91. 

Bezeichnen  wir  endlich  allgemein  mit  P^^\^^  die  erste  Polare 
von  Pj   in  Bezug  auf  die  erste  Polare  von  P^  in  Bezug  auf  die  erste 

Polare  von  P^  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  von  P^ in  Bezug 

auf  die  erste  Polare  von  P«  in  Bezug  auf  O,  so  wird  PJ2"8'...«  stets 
durch  die  nämliche  Curve  p»-<  dargestellt  erscheinen,  in  welcher  Weise 
immer  auch  die  Fußindexe  vertauscht  werden  mögen.  Denn  mit  Zu- 
grundelegung des  vorigen  Satzes  ist  PJ^.'...^;  die  nämliche  Curve  wie 

Pn  — ; 
18  ....  Ik  ' 
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Wendet  man  diese  Vertauschung  Zweier  Nachbarindexe  succes- 
si?e  an ,  so  kann  man  nach  und  nach  zu  jeder  beliebigen  Combination 
von  1,  2. . .  .5  gelangen. 

Wäre  weiters  beispielsweise  s  =  l>  +  3>  ^^^  lassen  wir  p  Punkte 
Ton  den  Punkten  P^...P8  in  einen  einzigen  Punkt  P,,  die  übngen  q 
Punkte  dagegen  in  einen  anderen  Punkt  Q  zusammenfallen,  so  wird 
nach  dem  eben  Gesagten  auch: 

jp»  —  8  p  q    ^  pn  ^  B  q  p 

sein. 

Da  sich  hierbei  der  Punkt  P^ ,  sowie  auch  der  Punkt  Q^  als 
„Pol^  fortwährend  wiederholen,  so  haben  wir  es  miti>-ten  und  g-ten 
Polaren  zu  thun ;  es  folgt  sonach  aus  der  oben  aufgestellten  Gleichung 
der  nachstehende  Satz: 

85.  „Die  p-te  Polare  eines  Punktes  P  bezüglich  der  q-ten  Polare 
eitles  Punktes  Q  in  Bezug  auf  eine  C*  ist  identisch  mit  der  q-ten 
Polare  des  Punktes  Q  bezüglich  der  p-ten  Polare  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  die  C"." 

§.  92. 

Nehmen  wir  ferner  an,  es  wäre  der  Satz: 

86.  „Geht  die  r-te  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
Grundcurve  C**  durch  Q^  so  geht  die  (n  —  r)'te  Polare  von  Q  in 
Bezug  auf  O  durc^  P" 

bereits  bewiesen   und  es   sei   nunmehr  dessen  Richtigkeit  allgemein, 
also  auch  für  die  (r-|-l)-te  Polare,  sicher  zu  stellen. 

Zu  letzterem  Zwecke,  wollen  wir  voraussetzen,  es  sei  P*'*"  die 
r-te  Polare  von  P  in  Bezug  auf  C". 

Geht  nun  die  (r  +  l)-te  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  C** 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  erste  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
P*"^  durch  einen  Punkt  Q,  so  geht,  nach  JS)  der  Polarensätze,  die 
letzte  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  P»*-^,  d.  h.  also  die  [(n—r)  —  l]-te 
Polare  von  Q  in  Bezug  auf  P'»-*'  durch  P. 

Nach  Satz  85)  ist  aber  die  \{n  —  r)  —  l]-te  Polare  von  Q  in 
Bezug  auf  P""*"  identisch  mit  der  r-ten  Polare  des  Punktes  Pin 
Bezug  auf  die  (n  —  r  —  l)-te  oder  [n  —  (r  +  l)]-te  Polare  von  Q 
bezüglich  der  Grundcurve. 

Sobald  jedoch  die  x-tQ  Polare  eines  Punktes  bezüglich  einer  Curve 
durch  denselben  geht,  gehört  der  Punkt  der  Curve  selbst  an. 
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Hier  liegt  der  Punkt  P,  wie  eben  gezeigt  wurde,  anf  der  r-ten 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  [w  —  (r  -f  l)]-te  Polare  von  Q  be- 
zuglich (>;  er  muss  daher  auch  auf  der  letztgenannten  [n  —  {r-\'  l)]-ten 
Polare  von  Q  bezüglich  C**  liegen.  Da  man  aber  für  r  +  1  ohne 
weiters  r  setzen  kann,  so  ist  hiermit  auch  sofort  der  verlangte  Nach- 
weis geliefert. 

Für  die  erste  und  letzte  Polare  ist  dieser  Satz  in  E)  der 
Polarensätze  bereits  bewiesen  worden. 

Der  Satz  86)  führt  nun  anstandslos  auf  alle  übrigen  Sätze  be- 
züglich der  r-ten  Polare  einer  Curve  O. 

§.  93. 
Einflnss  der  Singnlaritäten  der  Grondeurve  anf  die  Polaren. 

Setzen  wir  voraus,  die  Fundamentalcurve  O  besitze  einen  r- 
fachen  Punkt.  Da  derselbe,  wie  bekannt,  einerseits  ^r  (r  —  1)  Doppel- 
punkten äquivalent  ist,  und  da  andererseits  die  erste  Polare  eines 
Punktes  P  durch  sämmtliche  Doppelpunkte  der  Grundcurve  geht,  also 
in  jedem  Doppelpunkte  mit  der  Grundcurve  zwei  Punkte  gemein  hat, 
so  wird  im  vorliegenden  Falle  die  Polare  mit  der  Grundcurve  in  dem 
obengenannten  r-fachen  Punkte  zweimal  4  r  (r  —  1)  oder  r  (r  —  1) 
Punkte  gemein  haben.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  durch  jenen 
Punkt  (r  —  1)  Zweige  der  Polare  hindurchgehen,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  der  r-fache  Punkt  der  Grundcurve  einen  (r  —  l)-fachen 
Punkt  der  ersten  Polare  irgend  eines  Punktes  darstelle.  Eine  gleich- 
lautende Schlussfolge  und  Überlegung  zeigt,  dass  der  (r  —  l)-fache 
Punkt  der  ersten  Polare  einen  (r  —  2)-fachen  Punkt  der  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  repräsentiere,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  der  r-fache  Punkt  der  Grundcurve  für  die  zweite  Polare  eines 
Punktes  P  einen  (r  —  2)-fachen  Punkt,  und  allgemein  für  die  ö*-te  Polare 
von  P  einen  (r  —  5)-fachen  Punkt  darstelle. 

Daher  der  Satz: 

87,  y^Ein  r-f acher  Punkt  der  Fundamentdlciirve  ist  ein  (r  —  s)- 
f acher  Punkt  für  die  s~te  Polare  irgend  eines  beliebigen  Punktes.^ 

Aus  dem  eben  angeführten  Satze  lässt  sich  eine  Keihe  anderer 
Sätze  mit  Leichtigkeit  ableiten. 

Setzen  wir  voraus,  die  Fundamentalcurve  C**  besitze  einen  m- 
fachen  Punkt,  d.  h.  sie  degeneriere  in  n  Geraden,  welche  durch 
einen  und  denselben  Punkt  o  gehen. 

Die  s-te  Polare  irgend  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  diese  O 
ist  eine  Curve  der  (n  —  s)-ten  Ordnung ,  welche ,  obigem  Satze  zu- 
folge, einen  (n  —  s)-fachen  Punkt  in  o  besitzt.    Daraus  folgt  aber, 
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dass  auch  diese  s-te  Polare  in  (w  —  s)  Gerade,  die  durch  den  Punkt  o 
gehen,  zerfällt. 

Daher  der  Satz: 

88.  jfDie  S'te  Polare  einer  C** ,  welche  aus  n  in  einem  Punkte  o 
convergierenden  Geraden  zusammengesetzt  ist ,  besteht  aus  (n  —  s)  durch 
0  gehenden  Geraden.^ 

§.  94. 

Eine  wichtige  Beziehung  folgt  auch  aus  dem  Satze  C),  §.  75,  wenn 
man  den  Pol  selbst  in  den  r-fachen  Punkt  verlegt. 

Um  diese  Beziehung  festzustellen,  wollen  wir  die  folgende  Be- 
trachtung Yoranschicken. 

Eine  Curve  C",  welche  einen  r-fachen  Punkt  o  besitzt,  sei  ge- 
geben. Nehmen  wir  auf  der  Curve  C**,  und  zwar  auf  einem  durch  o 
gehenden  Curvenzweige  einen  Punkt  P  an,  und  betrachten  wir  den- 
selben als  Pol,  so  geht>  wie  wir  bereits  wissen,  dessen  Polare  in  Bezug 
auf  die  C^  einerseits  durch  denselben  und  andererseits,  dem  obigen 
Satze  C)  zufolge,  auch  (r  —  l)mal  durch  den  Punkt  o  hindurch. 

Es  gibt  sonach  nicht  nur  einen  Zweig  der  Curve  C",  welcher 
durch  P  und  o  führt,  sondern  auch  einen  Zweig  der  ersten  Polare 
von  P,  welcher  durch  die  Punkte  P  und  o  geht. 

Denken  wir  uns  den  Punkt  P  auf  der  Curve  O  immer  mehr  dem 
Punkte  0  bis  zur  Coincidenz  genähert,  d.  h.  bis  P  unendlich  nahe  an 
0  gelangt,  so  wird  sich  selbstverständlich  auch  die  erste  Polare  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  C"  ändern,  doch  wird  sie  immer  einen 
Zweig  besitzen  müssen,  welcher  durch  P  und  o  geht. 

Fällt  endlich  P  mit  o  zusammen,  so  wird  seine  Polare  mit  der 
O  die  beiden  unendlich  nahen  Punkte  P  und  o  gemein  haben ,  d.  h» 
die  Tangente  des  Curvenzweiges  Po  ist  gleichzeitig  auch  Tangente  der 
Polare  des  Punktes  P  oder  o. 

Wenn  man  nun  erwägt,  dass  zu  jedem  Punkte  der  Ebene,  alsa 
auch  zu  0,  nur  eine  einzige  erste  Polare  gehört,  dass  man  also  zu 
dieser  nämlichen  Polare  von  den  anderen  durch  o  gehenden  Curven- 
zweigen  P^o,  P,o...  PrO  auch  gelangen  kann,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  erste  Polare  des  r-fachen  Punktes  o  einer  O  von  den  r  Tan- 
genten der  Grundcurve  O  im  Punkte  o  gleichfalls  berührt  wird,  dass 
mithin  der  Punkt  o  auch  für  seine  erste  Polare  in  Bezug  auf  O  ein 
r-facher  Punkt  ist,  in  welchem  sie  dieselben  r  Tangenten,  wie  die 
Grundcurve  selbst  besitzt. 

Genau  dasselbe  gilt  auch  von  der  zweiten  Polare  des  Punktes  o 
in  Bezug  auf  die  O,   da  man  dieselbe  als   erste  Polare  der  ersten 

P«>e]ileA,  nanteUende  n.  projeetive  Geometrie.  U.  7 


98 

Polare  von  o  in  Bezug  auf  O   betrachten,    und  dann  obige  Unter- 
suchung auch  bezüglich  dieser  Curve  wiederholen  kann. 

Die  bewiesene  Eigenschaft  wird  somit  auch  für  alle  folgenden 
Polaren  des  Punktes  o  in  Bezug  auf  C^,  und  zwar  bis  inclusive  der 
(n  —  r}-ten  Polare  des  Punktes  o  in  Bezug  auf  die  O  gelten. 

Diese  letztbezeichnete  Polare  ist  nämlich  eine  Curve  der 
n — (n  — r)=r-ten  Ordnung,  welche  in  o  einen  r- fachen  Punkt  mit 
denselben  r  Tangenten,  wie  die  Grundcurve  besitzt.  Die  besagte 
(n — r)-te  Polare  besteht  daher  aus  diesen  r  Tangenten  selbst,  während 
die  nächste  Polare  nicht  nur  die  obige  Eigenschaft  verliert,  sondern 
sogar  unbestimmt  wird. 

Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

89,  y^Besitgt  die  Fundamentalcurve  O  der  n4en  Ordnung  eineti 
r 'fachen  Fimkt  o,  so  ist  derselbe  für  alle  Pola/ren  dieses  PunJUes  o 
von  der  ersten  angefangen  bis  inclusive  der  (n  —  r)'ten  Polare  au^ch 
ein  r-facher  Punkt  mit  denselben  Tangenten,  welche  die  Grundcurve 
besitzt.  Die  (n — ryte  Polare  specidl  besteht  au^  denr  Tangenten  der 
Gru/ndcurve  im  Punkte  o.  Von  der  (n-^r — I)4en  Polare  herab  unrd 
diese  selbst  unbestimmt,^ 

§.  95. 

Sei  O  wieder  die  Grundcurve,  welche  in  o  einen  r-fachen  Punkt 
besitzen  möge« 

Bezeichneter  Punkt  o  ^st  sodann  (nach  Satz  87)  ein  (r —  l)-facher 
Punkt  der  ersten  Polare  P*^^  irgend  eines  beliebigen  Punktes  P  in 
Bezug  auf  O. 

Betrachten  wir  nun  die  Polare  P^^  als  Grundcurve,  so  wird 
die  [{n  —  1)  —  (r  —  l)]-te  Polare  des  Punktes  o  in  Bezug  auf  P*-"^ 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  aus  den  (r  —  1)  Tangenten  der  Curve 
P^^  im  Punkte  o  bestehen. 

Die  [(w  —  1)  —  (r  —  l)]-te  Polare  des  Punktes  o  in  Bezug  auf 
die  erste  Polare  P^^  des  Punktes  P  bezüglich  der  (>  ist  aber  (nach 
Satz  85)  identisch  mit  der  ersten  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
die  f(n  —  1)  —  (r  —  l)l-te  oder,  was  dasselbe  ist,  in  Bezug  auf  die 
(n  —  r)-te  Polare  des  Punktes  o  bezüglich  der  O. 

Da  die  (w  —  r)-te  Polare  von  o  bezüglich  O  (nach  dem  früher 
bewiesenen  Satze  89)  aus  den  r  Tangenten  von  O  im  Punkte  o 
besteht,  so  liefert  die  angestellte  Betrachtung  das  Resultat,  dass  die 
(r  —  1)  Tangenten  der  Polare  P»-*  die  erste  Polare  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  die  r  Tangenten  der  O  in  o  darstellen.  Es  ergibt  sich 
somit  der  Satz: 
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90.  j^Besitet  die  Fundamentalcurve  C^  einen  r-fachen  Tunkt  o, 
so  besteht  die  erste  Pdare  irgend  eines  Punktes  P  in  Beäug  auf  die 
r  Tangenten  der  C^  in  o  aus  den  (r  —  1)  Tangenten^  welche  die  erste 
Polare  von  P  bezüglich  der  O,  im  Pwnkte  o  besitzt.^ 

§.  96. 

Behufs  Erweiterung  des  ebea  angefahrten  Satzes  sei  noch  der 
nachstehende  Hilfssatz  vorausgeschickt. 

Eine  Gurve  C^  der  n-ten  Ordnung  bestehe  aus  n  Geraden,  welche 
sämmtlich  durch  einen  und  denselben  Punkt  o  gehen.  Von  den  be- 
zeichneten Geraden  mögen  p  in  eine  einzige  Gerade  g  zusammenfallen. 

Es  wurde  bereits  nachgewiesen ,  dass  die  erste  Polare  eines  jeden 
Punktes  in  Bezug  auf  die  n  Geraden  aus  (n  —  1)  Geraden  bestehen^ 
die  alle  sammt  und  sonders  durch  o  gehen. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  jeder  Punkt  z  der  Geraden  g  einen 
2)-fachen  Punkt  von  O,  also  einen  {p  —  1) -fachen  Punkt  der  Polare 
vorstelle,  so  ist  einleuchtend,  dass  durch  denselben  {p  —  1)  von  den 
(n —  1)  Geraden,  aus  welchen  die  Polare  besteht,  hindurchgehen  müssen. 

Es  folgt  mithin  der  Satz: 

91.  j^Die  erste  Pdare  eines  jeden  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Curve  O* ,  welche  aus  n  in  einem  Punkte  o  sich  schneidenden  Geraden 
besteht  y  von  welchen  p  in  eine  einzige  Gerade  g  fallen,  besteht  aus 
{n  —  1)  durch  o  gehenden  Geraden^  von  welchen  (p  —  1)  mit  g  zu- 
sammenfallen.^ 

§.  97, 

Vermittelst  dieses  Hilfssatzes  lässt  sich  der  Satz  89)  in  nach- 
stehender Weise  vervollständigen. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Fundamentalcurve  C**  hätte  einen 
r-fachen  Punkt  o,  und  es  würden  von  den  r  Tangenten  in  dem  be- 
zeichneten Punkte  s  Taogenten  in  eine  und  dieselbe  Gerade  g  fallen. 

Diesfalls  werden,  nach  Satz  88)  und  auf  Grund  des  eben  bewiesenen 
Hilfssatzes,  (s—l)  von  den  (r — 1)  Tangenten,  welche  die  erste  Polare 
irgend  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Grundcurve  O  in  o  besitzt, 
mit  der  Geraden  g  zusammenfallen.  Es  sind  somit  in  o  nicht  nur  die 
r  (r  —  1)  Schnittpunkte  der  beiden  vielfachen  Punkte  o  von  C"  imd 
der  Polare  vereinigt,  sondern  auch  noch  die  (s  —  1)  weiteren  Punkte, 
in  welchen  Zweige  der  O  von  Zweigen  der  Polare  berührt  werden. 

Ein  derartiger  Punkt  o  absorbiert  mithin  [r  (r  —  1)  +  5  —  1] 
Schnittpunkte  der  f?**   und  ihrer  ersten  Polare   für  einen  beliebigen 
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Funkt.    Diese  Eigenschaft  können   wir  auch  in  folgender  Fassung  als 
Anhang  zu  Satz  89)  aufstellen: 

92.  y^Besitzt  die  Fundamentalcurve  C^  einen  r-facliefi  Funkt  mit 
s  zusammenfallenden  Tangenten,  so  wird  durch,  denselben  die  Classe 
der  Curve  um  E  =  r  {r  —  1)  +s  —  1  Einheiten  erniedrigt.*^ 

Ist  0  ein  Doppelpunkt,  so  ist  r  =  2,  s=l,  folglich  E=2; 
ist  0  ein  Eückkehrpunkt,  also  r==2,  5  =  2,  so  folgt  £  =  3,  d.h. 

93.  j^ Jeder  Doppelpunkt  erniedrigt  die  Classe  der  Curve  um 
zwei,  jeder  BückkehrpunM  dagegen  um  drei  EinJieiten,^ 

Aus  diesem  Satze  folgt  auch  die  Flu  ck  er 'sehe  Gleichung  für 
die  Classe  m  einer  Curve  w-ter  Ordnung  mit  tf  Doppelpunkten  und 
X  Rückkehrpunkten : 

m  —  n(n—  1)  — 2*  — 3z. 

Da  die  Folare  irgend  eines  Funktes  Pin  Bezug  auf  zwei  Ge- 
raden oa  und  o6,  die  sich  in  o  schneiden,  der  dem  Strahle  oP  in 
Bezug  auf  oa  und  ob  conjugierte  vierte  harmonische  Strahl 
ist,  so  folgen  aus  dem  Satze  90),  wenn  o  einen  gewöhnlichen 
Doppelpunkt  vorstellt,  die  folgenden  Sätze: 

94.  „Besitzt  die  Fundamentalcurve  einen  Doppelpunkt  o  mit  den 
Tangenten  ^|  und  t^ ,  $o  geht  die  erste  Polare  irgend  eines  Putiktes  /% 
welcher  auf  einem  beliebigen  durch  o  gehenden  Strahle  z  liegt,  durch  o, 
und  berührt  dastJbst  den  zu  ^,,  t^  und  z  gehörigen  merten  harmonischen 
Strahl^. 

und  für  0  als  Bückkehrpunkt  mit  t  als  Rückkehrtan- 
gente: 

95.  „Besitzt  die  Fundamentalcurve  C**  einen  Bückkehrpunkt  o 
mit  der  Bückkehrtangente  t ,  so  geht  die  erste  Polare  eines  jeden  Punktes 
in  Bezug  auf  O  durch  o  und  berührt  daselbst  die  Bückkehrtangente  t."" 

§.  98. 

Bevor  wir  die  Untersuchungen  bezüglich  des  Einflusses  der 
Singularitäten  auf  die  Folaren  weiter  entwickeln,  mögen  noch 
einige  Beziehungen  aufgestellt  werden,  welche  direct  aus  den  Eigen- 
schaften der  ersten  Folaren,  ihren  Büscheln  und  ihrem 
Netze  folgen. 

Wir  wissen  aus  den  Fundamentalsätzen  der  Folaren,  dass  sämmt- 
liehe  erste  Folaren  einer  Curve  n-ter  Ordnung  ein  Curvennetz 
(w  —  l)-ter  Ordnung  bilden,  dass  durch  einen  Punkt  Q  der  Ebene 
einfach  unendlich  viele  Folaren  gehen,  welche  ein  Curvenbüschel 
(n  —  l)-ter  Ordnung  bilden,  und  daBS  die  Curven  dieses  Büschels  die 
Polaren  aller  Punkte  jener  Geraden  sind,  welche  die  letzte  oder  ge- 
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rade  Polare  des  Punktes  Q  darstellt.  Ferner  ist  bekannt,  dass  je  zwei 
Büschel  von  Polaren  eine  Curve,  und  zwar  jene  gemein  haben,  welche 
sich  als  Polare  des  Schnittpunktes  der  ihnen  entsprechenden  Geraden 
ergibt. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  durch  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  Q^ 
und  Q,  in  der  Ebene  der  Fundamentalcurve  nur  eine  einzige  Po- 
lare der  letzteren,  und  zwar  jene  geht,  welche  dem  Schnittpunkte  der 
geraden  Polaren  der  vorgenannten  beiden  Punkte  Q^  und  Q^  entspricht. 

Weiters  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Curve  O  selbst  nicht 
bekannt  sein  muss,  dass  vielmehr  drei  Polaren  derselben,  welche  aber 
nicht  demselben  Curvenbüschel  angehören  dürfen,  das  ganze  Polar- 
netz vollkommen  bestimmen. 

Seien  nämlich  0, ,  G^,  O,  die  besagten  drei  Polaren,  und  Qi ,  Q^ 
die  beiden  willkürlich  gewählten  Punkte,  so  ist  mittelst  dieser  Be- 
stimmungsstücke die  durch  Qi  und  Q^  gehende  Polare  vollkommen 
festgestellt. 

Durch  Q^  geht  nämlich  ein  Büschel  von  Polaren,  welches  fol- 
gendermaßen fixiert  wird.  Das  Büschel  durch  Q^  enthält  eine  Curve 
^, ,  welche  auch  dem  Büschel  ((7|  Cj)  angehört  und  vollständig  be- 
stimmt ist;  ferner  eine  Curve  27,,  welche  dem  Büschel  (C,  Cj)  an- 
gehört. Diese  beiden  Curven  2;,  und  2J^  bestimmen  das  fragliche 
Büschel,  mit  dem  Basispunkte  (),.  In  demselben  Büschel  gibt  es  nur 
eine  einzige  Curve,  welche  überdies  durch  den  zweiten  Punkt  Q^ 
geht.    Diese  letztbesagte  Curve  ist  die  gesuchte  Polare. 

Ebenso  wird  es  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  den  nachstehen- 
den Satz  einzusehen: 

96.  y^Besiteen  drei  Polaren  einer  Curve  C",  welche  nickt  dem- 
selben Polarenbüschel  angehören ,  einen  gemeinschaftlichen  Punkte  so 
ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Fundamentalcurve,  und  alle  ersten 
Polaren  miissen  durch  denselben  hindurchgehen.^ 

Denn  wäre  obbezeichneter  Punkt  ein  „gewöhnlicher  Punkt",  in 
der  Ebene  der  Fundamentalcurve,  so  müssten  alle  durch  ihn  gehen- 
den Polaren,  also  auch  die  drei  gegebenen  Polaren,  einem  und  dem- 
selben Büschel  angehören ,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Diese  in  aller  Kürze  aufgestellten  Beziehungen  erlauben  uns 
weitere  Eigenschaften  der  Polaren  zu  entwickeln. 

§.  99. 
Sei  (7"  eine  Fundamentalcurve,  P«-«*  die  r-te  Polare  irgend  eines 
Punktes  P  in  Bezug  auf  O,  und  setzen  wir  voraus,  dass  diese  Polare 
P"— *"  einen  Doppelpunkt  Q  besitze. 
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Betrachten  wir  P*— !»"  als  Grundcurve,  so  wird  die  erste  Polare 
irgend  eines  Punktes  M  in  Bezug  auf  P^—^  durch  Q  gehen,  unter 
diesen  umständen  wird  nach  (Satz  85  und  86)  die  erste  Polare  von  M 
in  Bezug  auf  die  {n—r — l)-te  Polare  des  Punktes  Q  bezüglich  der 
C"  durch  Py  außerdem  wird  aber  auch  (nach  Satz  86)  die  (r  -|-  l)-te 
Polare  von  P  durch  Q  gehen;  es  muss  daher  P  auf  der  {n^-r — l)-ten 
Polare  des  Punktes  Q  liegen. 

Hieraus  folgt  auf  Grund  des  letzt  aufgestellten  Satzes,  dass  die 
(n — r — l)-te  Polare  des  Punktes  Q  bezüglich  der  C"  in  P  einen 
Doppelpunkt  besitzt.  Wir  gelangen  sonach  zu  dem  Satze: 

97.  ^BesUgt  die  r-te  Polare  eines  Punktes  P  bemglich  einer  C* 
einen  Doppelpunkt  Q,  so  hesitzt  die  (n — r — i)-fe  Polare  des  Punktes 
Q  bezüglich  der  0*  einen  Doppelpunkt  in  P." 

Insbesondere  kann  aus  diesen  Ergebnissen  noch  gefolgert  werden, 
dass  wenn  die  erste  Polare  eines  Punktes  P bezüglich  der  O  einen 
Doppelpunkt  Q  besitzt,  die  (n  —  2)-te  Polare,  welche  wir  im 
Folgenden  immer  die  ,,conische^  Polare  nennen  werden,  für  den 
Punkt  Q  als  Pol  und  in  Bezug  auf  die  C**  aus  zwei  durch  P  gehenden 
Geraden  bestehen  wird. 

§.  100. 

Setzen  wir  voraus,  die  Grundcurve  O"  besäße  einen  Rück- 
kehrpunkt 0.  Die  (n — 2)-te  oder  conische  Polare  des  Punktes  o 
besteht  sodann  (nach  Satz  89)  aus  den  beiden  in  der  Bückkehr- 
tangente t  vereinigten  Doppeltangenten  von  O. 

Da  jeder  Punkt  P  dieser  conischen  Polare  t  aus  dem  eben 
angegebenen  Grunde  als  ein  Doppelpunkt  derselben  angesehen  werden 
kann,  so  gelangen  wir  auf  Grund  der  eben  angeführten  Folgerung 
aus  dem  Satze  97}  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  erste  Polare  dieses  Punktes 
P  in  0  einen  Doppelpunkt  haben  müsse  und  der  Satz  gelte: 

98.  j^Besitzt  die  Fundamentalcurve  einen  Rükkehrpunkt,  so  ist 
derselbe  ein  Doppelpunkt  für  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  seiner 
Rückkehrtangente. " 

Da  weiters  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Rückkehr  taugen  te 
(überhaupt  aller  Punkte  einer  Geraden)  ein  Büschel  bilden  und  alle 
Curven  dieses  Büschels  im  Rückkehrpunkte  von  O  einen  Doppelpunkt 
besitzen,  so  folgt  aus  Satz  54),  dass  es  unter  diesen  Curven  zwei  gibt^ 
für  welche  der  bezeichnete  Punkt  einen  Rückkehrpunkt  repräsen- 
tiert. Die  eine  dieser  Curven  ist  nach  Satz  89)  offenbar  die  erste 
Polare  des  Rflckkehrpunktes  selbst. 

Der  Satz  97)  kann  übrigens  noch  allgemeiner  gefasst  werden» 
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Ist  nämlich  Q  ein  Doppelpunkt  der  s-ten  Polare  eines  Punktes 
M  in  Bezug  auf  die  r-te  Polare  eines  Punktes  P  bezuglich  der 
Fundamentalcurve  O,  d.  h.  geht  die  genannte  s-te  Polare  zweimal 
durch  denselben  hindurch,  so  wird  (nach  Satz  97)  auch  die  r-te  Polare 
von  P  in  Bezug  auf  die  s-te  Polare  des  Punktes  M  bezuglich  O,  weil 
sie  (nach  Satz  85)  mit  der  ersten  Curve  identisch  ist,  den  Punkt  Q 
zum  Doppelpunkte  haben.  Dann  ist  aber  wiederum  nach  Satz  97) 
der  Punkt  P  ein  Doppelpunkt  der  [{n  --  s)  —  r  —  IJ  -  ten  Polare  von 
Q  in  Bezug  auf  die  5-te  Polare  von  M  bezüglich  der  Grundcurve  und 
es  ergibt  sich  folglich  der  Satz: 

99.  jfBesUsft  die  s-te  Polare  von  M  in  Bezug  auf  die  r-te  Polare 
von  P  bezüglich  der  O  in  Q  einen  Doppelpunkt^  so  ist  auch  P  ein 
Doppelpunkt  der  s-ten  Polare  von  M  in  Bezug  auf  die  (w — r — s—iyten 
Polare  des  Punktes  Q  bezüglich  O." 

§.  101. 
Eigenschaften  der  Inflexionspnnkte  nnd  Inflexionstangenten. 

Hat  die  Fundamentalcurve  O  einen  Inflexionspunkt  i,  dessen 
Tangente  T  sein  mag,  so  wissen  wir,  dass  eine  solche  Tangente  die 
Curve  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  berührt,  die  in  i  ver- 
einigt sind. 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  von  T  als  Pol  an,  so 
wird  seine  erste  Polare  P"~^  entsprechend  der  vorausgeschickten 
Definition,  durch  die  beiden  unendlich  nahe  an  einander  liegenden 
Berührungspunkte  gehen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  besagte  Polare 
wird  die  Gerade  T  selbst  in  i  berühren.  Dann  wird  aber  offenbar 
auch  die  zweite  Polare  P^"*  des  genannten  Punktes,  da  sie  die  erste 
Polare  desselben  bezüglich  P*-^  vorstellt,  durch  i  gehen  müssen. 

Nachdem  also  die  zweite  Polare  eines  jeden  Punktes  von  T 
durch  i  geht,  so  muss  (nach  Satz  86)  die  (n— -  2)-te,  d.  h.  die 
conische  Polare  des  Punktes  i  in  Bezug  auf  O,  sämmtlicjbe 
Punkte  von  T  enthalten,  oder,  da  besagte  Polare  eine  Curve  der 
[n — (n — 2)]=2-ten  Ordnung  ist,  so  muss  dieselbe  aus  der  Wende- 
tangente T  und  einer  zweiten  Geraden  bestehen.  Daher  der  Satz: 

100.  y^Die  conische  Polare  eines  Wendepunktes  besteht  aus  der 
Wendetangente  und  üms  irgend  einer  zweiten  Geraden.^ 

Aus  der  obigen  Betrachtung  ist  zu  entnehmen,  dass  die  ersten 
Polaren  aller  Punkte  der  Wendetangente  T  ein  Büschel  bilden,  für 
welches  i  ein  gemeinschaftlicher  Berührungspunkt  mit  T 
als  Tangente  ist.    Nach   Satz  53)  gibt  es  sodann   unter  den  Curveu 
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des  Büschels  eine,  welche  in  i  einen  Inflexionspunkt  besitzt 
und  diese  kann  offenbar  keine  andere  sein,  als  die  Polare  des 
Wendepunktes  i  selbst.     Mithin: 

101.  j^Die  ersten  Polaren  aller  Punkte  einer  Wendetangente  der 
Fundamentalcurve  berühren  die  Wendetangente  im  Wendepunkte;  die 
Polare  des  Wendepunktes  seihst  "besitzt  diesen  letzteren  als  Wende- 
punkt  mit  derselben  Wendetangente  y  die  der  Fundamentalcurve  ent- 
spricht^ 

Aus  dem  Satze  100)  und  der  Bemerkung  zu  dem  Satze  97)  folgt, 
dass  wenn  ein  Punkt  P  auf  der  Fundamentalcurve  liegt 
und  seine  conische  Polare  aus  zwei  Geraden  besteht,  derselbe 
nothwendig  entweder  ein  Doppelpunkt  oder  ein  Wendepunkt 
der  Fundamentalcurve  sein  muss. 

§.   102. 

Enveloppe  der  geraden  Polaren  der  Punkte  einer  Curve  in  Bezug  auf 

eine  feste  Fundamentalcurve. 

Die  Fundamentalcurve  sei  C**  und  die  Curve,  welche  der  Pol 
durchläuft ,  sei  eine  Curve  &  der  ^-ten  Ordnung. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  jene  Curve  zu  bestimmen,  welche 
durch  die  gerade  Polare  eines  Punktes  P,  der  die  Curve  C^  beschreibt, 
eingehüllt  wird. 

Nehmen  wir  an,  die  fragliche  Enveloppe  sei  eine  Curve  der  a;-ten 
Classe,  d.  h.  durch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  Q  mögen  x  ihrer 
Erzeugenden  gehen.  Da  diese  x  Erzeugenden  einerseits  gerade  Polaren 
von  Punkten  P  der  Cp  sind  imd  dieselben  andererseits  alle  durch 
einen  und  denselben  Punkt  Q  gehen,  so  müssen  dieselben  (nach  Satz  E, 
§.  75),  offenbar  die  geraden  Polaren  jener  Punkte  P  sein,  in  welchen 
O  von  der  ersten  Polare  des  Punktes  Q  bezüglich  der  O  geschnitten 
wird.    Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 

X  =z  p  {n  —  1) 
sei,  oder: 

102.  j^Die  Enveloppe  der  j^geraden  Polaren^  aller  Punkte  einer 
Curve  der  p-ten  Ordnung  in  Bezug  auf  eine  Curve  der  nten  Ord- 
nung, ist  eine  Curve  der  p  (n — l)'ten  Classe.*^ 

Ist  speciell  p  =  1,  also  C^  eine  Gerade,  so  hat  man  den  Satz: 

103.  ^Die  geraden  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  R  in 
Bezug  auf  eine  Curve  n-ter  Ordnung,  berühren  eine  Curve  der 
i(n — l)'ten  Classe.^ 
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§.  103. 

Wenn  die  Fundamentalcurve  C**  einen  r- fachen  Tunkt  d  hat,  so 
geht,  wie  wir  wissen,  die  erste  Polare  jedes  Punktes  (r  — l)-mal 
durch  den  Punkt  d.  Falls  nun  auch  die  Gerade  R  durch  d  geht,  so 
wird  dieselbe  von  der  ersten  Polare  irgend  eines  Punktes  in  (n  —  1) 
Punkten  getroffen,  wobei  (r — 1)  dieser  Punkte  in  d  coincidieren. 

Diese  letzteren  haben  auf  die  Classe  der  Polarenveloppe 
offenbar  keinen  Einfluss,  da  sie  unbestimmt  gerade  Polaren  ergeben. 
Die  Classe  derselben  wird  somit  auf  {n  —  1)  —  (r  —  1)  =  n  —  r 
erniedrigt.  Fallen  überdies  von  den  Tangenten  der  Fundamentalcurve 
im  r- fachen  Punkte  d,  s  Tangenten  in  eine  Gerade,  so  wird  diese 
Gerade  bekanntlich  auch  von  (s  —  1)  Zweigen  der  ersten  Polare  irgend 
eines  Punktes  P  berührt,  d.  h.  im  r-fachen  Punkte  d  hat  die  gemein- 
schaftliche Tangente  mit  der  Polare  (r — 1)  +  (s — 1)  Punkte  gemein; 
die  Classe  der  Polarenveloppe  für  diese  Tangente,  als  Gerade  B  be- 
trachtet, reduciert  sich  auf 

(n  —  1)  —  (r  —  1)  —  (s  —  1)  =  n  —  (r  +  s  ^  1). 

Daher  der  Satz: 

104.  j^Die  Enveloppe  der  „geraden  Polaren"^  aller  Punkte  einer 

durch  einen  r-fachen  Punkt  der  O  gehenden  Geraden  R  ist  von  der 

(n  —  ryten  Classe.    Fallen  von  den  r  Tangenten  der  C**,   in  jenem 

Punkte,  s  in  eine  Gerade  zusammen,  so  ist  die  Classe  der  Enveloppe 

der  geraden  Polaren  für  diese  Gerade,  als  Gerade  R,  gleich 

n  —  {r  +  s  —  ly 


IV.    Capitel. 

Der  Correspondenzsatz.   Anwendungen  desselben  und  der 

Poiarentheorie  auf  Curvensysteme. 

§.   104. 
Das  Chasles*8che  Gorrespondenzprincip. 

Denken  wir  ims  zwei  projectivische  Curvenbüschel  von  den  Ord- 
nungen m  und  n  durch  eine  beliebige  Gerade  R  geschnitten,  so  ent- 
stehen auf  dieser  zwei  Punktreihen ,  welche  mit  einander  geometrisch 
verwandt  sind. 

IJm  den  Charakter  dieser  Verwandtschaft  näher  kennen  zu  lernen, 
wollen  wir  ermitteln,  in  welcher  Weise  sich  die  einzelnen  Punkte  der 
beiden  Beihen  auf  dem  Träger  R  entsprechen. 
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Selbstverständlich  ist  von  vornherein,  dass  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Beihen  auf  entsprechenden  Curven  der 
beiden  Büschel  liegen  müssen. 

Bezeichnen  wir  die  Reihe,  welche  das  Curvenbüschel  m-ter 
Ordnung  auf  B  bestimmt,  mit  r^,  die  Beihe  hingegen,  welche  das 
Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  auf  R  feststellt,  mit  r,  und  ist  a,  ein 
beliebiger  Punkt  von  jß,  den  wir  als  Punkt  der  Beihe  r^  auffassen,  so 
wird,  wie  bereits  bekannt,  durch  diesen  Punkt  a,  (wie  überhaupt 
durch  jeden  Punkt  in  der  Ebene)  eine  einzige  Curve  des  Büschels 
m-ter  Ordnung  gehen. 

Dieser  Curve  entspricht,  weil  die  beiden  Büschel  als  projectivisch 
vorausgesetzt  werden,  eine  einzige  Curve  des  Büschels  n-ter  Ordnung 
und  diese  letztere  trifft  die  Gerade  R  in  den  n  Punkten  a\a\. .  ,a\ 
der  Beihe  r^. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  dem  Punkte  a,  der  Beihe  r,  diese 
n  Punkte  a\...a\  sämmtlich  entsprechen,  und  ebenso  klar  ist,  dass 
dasselbe  auch  für  jeden  anderen  Punkt  a^  der  Beihe  r^  und  den  zu- 
gehörigen n  Punkten  a\. . . a^^  der  Beihe  r,  gelten  wird. 

Auf  die  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich^  dass  umgekehrt 
einem  Punkte  a^  der  Beihe  r,,  m  Punkte  a\..M\  der  Beihe  r, 
entsprechen. 

Diese  Verwandtschaft  der  beiden  Beihen  r,  und  r,  bezeichnen 
wir  als  eine  ^m-n-deutige^,  was  eben  so  viel  sagen  soll,  als  dass 
einem  Punkte  der  ersten  Beihe  n  Punkte  der  zweiten  Beihe  und  einem 
Punkte  der  zweiten  Beihe  n  Punkte  der  ersten  Beihe  entsprechen. 

Nachdem  so  der  Charakter  der  Correspondenz  festgestellt  ist, 
wollen  wir  die  wichtige  Frage  beantworten,  ob  und  wie  viele  Punkte 
es  auf  der  Geraden  R  gäbe,  in  welchen  ein  Punkt  der  einen  Beihe  mit 
einem  seiner  entsprechenden  Punkte  der  zweiten  Beihe  zusammenfällt* 

Wenn  wir  erwägen,  dass  zwei  Punkte  der  beiden  Beihen,  welche 
einander  entsprechen,  gleichzeitig  zwei  einander  entsprechenden  Curven 
der  beiden  Büschel  angehören  müssen,  also  Punkte  jener  Curve  vor- 
stellen, welche  sich  als  geometrischer  Ort  der  Durchschnittpunkte  ent- 
sprechender Curven  der  beiden  Büschel  ergeben,  so  ist  sofort  auch 
klar  gelegt,  dass  nur  jene  Punkte  der  Geraden  iJ,  in  welchen  sie  von 
der  durch  die  beiden  Büschel  erzeugten  Curve  geschnitten  werden,  die 
obige  Eigenschaft  besitzen  können. 

Nachdem  aber  bekanntlich  (nach  Satz  57)  die  Curve,  welche 
von  den  beiden  projectivischen  Büscheln  w-ter  und  n-ter  Ordnung 
erzeugt   wird,    von   der  (m+w)-ten  Ordnung  ist,   so  folgt,   dass  es 
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auf  der  Geraden  B  (w+n)  derartige  Pankte  gibt,  in  welchen  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  m-n -deutigen  Reihen  zusammenfallen. 

Bezeichnen  wir  diese  Punkte  als  die  Doppelpunkte  der 
beiden  Beihen,  so  ergibt  sich  aus  der  angestellten  Betrachtung 
der  Chasles^sche  Correspondenzsatz: 

J05.  y^Ztoei  m^n-detUige  Punktreihen  auf  einem  und  demselben 
Träger  besitzen  (m  -|-  n)  Doppelpunkte.^ ^'^) 

Und  wenn  man  die  beiden  Beihen  aus  einem  und  dem- 
selben Punkte  5^  projiciert: 

106.  j^Zwei  m-n 'deutige  concentrische  Strahlenbüsdiel  besitzen 
{m  +  n)  Doppelstrahlen,^ 

§.  105. 

Liegen  die  beiden  Beihen  nicht  auf  demselben  Träger  oder  haben 
die  beiden  Strahlenbflschel  nicht  denselben  Scheitel,  so  ist  im  ersten 
Falle  die  Enveloppe  der  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
eine  Curve  (m-f  n)-ter  Classe,  im  zweiten  Falle  dagegen  der  Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  einer  Curve 
(m  +  n)-ter   Ordnung. 

Seien  nämlich  r,  und  r,  die  Träger  der  beziehungsweise  tn-deu- 
tigen  und  n-deutigen  Beihe  und  P  ein  beliebiger  Punkt,  so  werden 
die  beiden  tn  ~  n  -  deutigen  Strahlenbüschel,  welche  aus  P  die  beiden 
Beiben  projicieren,  (nach  Satz  106),  (m  +  n)  Doppelstrahlen 
haben,  von  welchen  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,  durch  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Beihen  zu  gehen.  Es  gibt  daher  auch 
(m  +  n)  Tangenten  der  Curve,  welche  durch  P  gehen,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Curve  ist  von  der  (m-f-n)-ten  Classe. 

Analog  wird  der  zweite  Satz  bewiesen. 

§.  106. 
Inyolntionen  m-ten  Grades. 

Betrachten  wir  die  Punktreihe,  welche  irgend  eia  Curvenbüschel 
m-ter  Ordnung  auf  einer  beliebigen  Geraden  R  bestimmt. 

Diese  Beihe  besteht  aus  einfach  unendlich  vielen  Gruppen 
von  je  m  Punkten,  da  jede  Curve  des  Büschels  die  Gerade  r  in  m 
Punkten  schneidet 

Das  Charakteristische  dieser  Beihe  besteht  nun  darin,  dass  irgend 
ein  Punkt  ai  einer  Gruppe  von  m  Punkten  bereits  die  übrigen  (w — 1) 
Punkte  a^..  .ak...am  bestimmt,  und  zwar  deshalb  feststellt,  weil  durch 
den  Punkt   a;  bloß   eine   einzige  Curve  des  Büschels  gelegt  werden 
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kann  und  diese  die  Gerade  in  den  weiteren  {m  —  1)  Punkten  der 
Gruppe  schneidet. 

Wir  sehen  also,  dass  einem  jeden  Punkte  der  Gruppe,  es 
sei  welcher  Punkt  immer,  stets  die  übrigen  (tn  — 1)  Punkte  ent- 
sprechen. 

Eine  derartige  Punktreihe  nennen  wir  eine  „Involution 
m-ten  Grades". 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Gruppen  einer  solchen  Invo- 
lution immer  eindeutig  auf  die  Elemente  eines  Grundgebildes 
erster  Stufe,  also  auf  die  Punkte  einer  eindeutigen  Punktreihe  oder 
auf  die  Strahlen  eines  eindeutigen  Strahlenbüschels  bezogen  werden 
können. 

Wie  wir  wissen,  ist  ein  Curvenbüschel  stets  pröjectivisch  (ein- 
deutig) verwandt  mit  dem  Büschel  seiner  Tangenten  in  einem*  der 
Basispunkte.  Durch  eine  solche  Tangente  ist  bekanntlich  die  Curve 
des  Büschels  y  also  auch  die  Gruppe,  welche  diese  Curve  auf  der  In- 
volution ergibt,  vollkommen  bestimmt. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  den  Strahlen  des  Tangenten- 
strahlenbüschels,  die  Punktgruppen  der  Involution  ein- 
deutig entsprechen,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  wenn  zwei 
Punktreihen  einander  m-ein-deutig  entsprechen,  die  m-deutige  Punkt- 
reihe eine  Involution  «n-ten  Grades  vorstellt,  in  welcher  die  einzelnen 
Punktgruppen  den  Punkten  der  eindeutigen  Beihe  correspondieren. 

§.  107. 

Nach  diesen  Erörterungen  können  wir  nun  auch  nach  der  An- 
zahl der  Doppelpunkte  einer  Involution  m-ten  Grades  fragen, 
d.  h.  nach  der  Anzahl  jener  Punkte  forschen,  in  welcher  zwei  Punkte, 
die  einer  und  derselben  Gruppe  angehören,  zusammenfallen. 

Es  wurde  früher  gezeigt,  dass  jedem  Punkte  a  einer  Involution 
m-ten  Grades  die  übrigen  (m — 1)  Punkte  der  Gruppe,  zu  welcher  a 
gehört,  entsprechen. 

Durchläuft  daher  a  die  Beihe,  so  entsprechen  demselben  in  jeder 
Lage  {m  —  1)  Punkte  und  diese  bilden  eine  (m  — l)-deutige  Beihe. 
Nimmt  man  nun  einen  von  den  (m — 1)  Punkten,  so  entsprechen 
demselben  wieder  die  übrigen  (m  —  1)  Punkte  der  durch  ihn  be- 
stimmten Gruppe  und  durchläuft  derselbe  die  Gerade,  so  bilden  diese 
(m —  1)  Punkte  eine  zweite  {m — 1) -deutige  Beihe. 

Man  kann  also  die  Involution  m-ten  Grades  in  diesem  Sinne 
auflfassen  als  zwei  (m  —  l)-(m  —  l)-deutige  Punktreihen  auf  dem- 
selben Träger  und  diese  haben  nach  dem  Chasles'schen  Correspondenz- 
principe  2(m —  1)  Doppelpunkte.    Daher  der  Satz: 
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107.  ^Eine  Involution  m-ten  Grades  besitzt  2  (in  —  1)  Doppel- 
eleniente,^  *®) 

Wir  werden  in  der  Folge  denselben  Satz  noch  auf  eine  andere 
Weise  ableiten  und  werden  so  in  der  Lage  sein,  dessen  Eichtigkeit 
noch  eindringlicher  zu  erhärten. 

§.  108. 
Cnryensysteme  und  ihre  Eigenschaften. 

Hat  man  in  einer  Ebene  eine  einfache  unendliche  Mannigfaltig- 
keit von  Curven,  deren  jede  von  der  n-ten  Ordnung  ist  und  welche 
überdies  einen  derartigen  gesetzmäßigen  Zusammenhang  besitzen,  dass 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  N  solche  Curven  gehen,  so  nennen  wir 
dieses  System  von  Curven  „ein  Curvensystem  n-ter  Ord- 
nung   vom  Index  J^." 

Gehen  durch  einen  besonderen  Punkt  der  Ebene  mehr  als  N 
Curven  des  Systemes,  so  gehen  durch  denselben  nach  der  Form  d) 
des  ^Principes  von  der  Erhaltung  der  Anzahl"  imendlich 
viele,  oder  mit  anderen  Worten,    alle  Curven  des  Systemes  hindurch. 

So  stellt  beispielweise  ein  Curvenbüschel  w-ter  Ordnung  ein 
Curvensystem  n-ter  Ordnung  vom  Index  1  dar,  nachdem  durch  jeden 
Pnnkt  der  Ebene  bloß  eine  einzige  Curve  des  Systems  geht.  Durch  die 
Basispunkte   speciell   gehen  aber  alle  Curven  des  Büschels  hindurch. 

Ein  weiteres  einfaches  Beispiel  bieten  die  Tangenten  einer  ebenen 
Curve  m-ter  Classe.  Dies  sind  Curven  erster  Ordnung,  von  welchen  m 
derselben  durch  jeden  Punkt  ihrer  Ebene  gehen;  sie  bilden  mithin 
ein  Curvensystem  erster  Ordnung  vom  Index  m  etc. 

Zwei  Curvensysteme  wollen  wir  „eindeutig"  oder  auch 
„projectivisch^  nennen,  wenn  einer  Curve  des  einen  Systems  nur 
eine  Curve  des  zweiten  Systemes  entspricht  und  umgekehrt. 

§.  109. 

Der  Ort  der  Durchschnitts  punkte  entsprechender  Curven 
zweier  projectivischer  Systeme  wird  wieder  eine  Curve  sein,  deren  Ord- 
nung sich  auf  folgende  Weise  bestimmen  lässt. 

Es  wären  zwei  projectivische  Curvensysteme  Ui  und  27,  von  den 
bezüglichen  Ordnungen  n^  und  n,,  und  vom  Index  N^  resp.  N^  ge- 
geben. 

um  die  Ordnung  der  von  denselben  erzeugten  Curve  C  zu  er- 
mitteln, denken  wir  uns  die  beiden  Systeme  U^  und  27,,  sowie  auch 
die  erzeugte  Curve  C  selbst,  durch  eine  beliebige  Gerade  Q  geschnitten. 
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Die  beiden  Curvensysteme  27^  und  2?,  schneiden  die  Gerade  G  in 
zwei  geometrisch  verwandten  Beihen  r^  und  r,;  die  Gurve  C  dagegen 
schneidet  die  Gerade  O  in  einer  gewissen  Zahl  x  von  Punkten ,  wo- 
bei X  gleichzeitig  die  Ordnung  von  C  repräsentiert.  Jeder  dieser 
Schnittpunkte  bestimmt  selbstverständlich  einen  Punkt,  durch  welchen 
zwei  entsprechende  Curven  von  U^  und  21^  gehen.  Fassen  wir  nun 
als  entsprechende  Punkte  der  Beihen  r^  und  r,  solche  Paukte  auf, 
welche  auf  G  durch  zwei  entsprechende  Curven  der  Systeme  JC|  und 
U^  bestimmt  werden ,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Zahl  x  mit  der 
Zahl  der  Doppelpunkte  der  beiden  Beihen  übereinstimmen 
müsse.  Hiernach  wird  es  sich  bloß  darum  handeln,  die  Gorrespon- 
denz  der  beiden  Beihen  r^  und  r,  festzustellen. 

Nehmen  wir  auf  G  einen  Punkt  a^  an,  und  betrachten  wir  den- 
selben als  Paukt  der  Beihe  r^,  d.  i.  als  Schnittpunkt  der  Geraden  G 
mit  dem  Systeme  2?^. 

Da  das  System  27,  vom  Index  N^  ist,  so  gehen  durch  den  Paukt  a, 
JVj  Gurven  hindurch.  Jeder  dieser  JT,  Gurven  entspricht  im  Systeme 
JS^  eine  Garve  n^-ter  Ordnung,  welche  Gr  in  n,  Punkten  schneidet,  d.  h. 
einem  Punkte  a,  der  Beihe  r,  entsprechen  N^  n,  Punkte  der  Beihe  r^. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  einem  Punkte  der  Beihe  r^ 
Nt^n^  Punkte  der  Beihe  r,  entsprechen. 

Die  beiden  Beihen  r,  und  r,  sind  mithin  N^n^  -  JV^n,- deutig, 
und  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ordnung 
der  von  den  Systemen  27,  und  2J^  erzeugten  Gurve  C  ist  gleich 

Mithin  der  Satz: 

108.  „Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Curven  zweier  projectivischer  Curvensysteme  der  heeiehungsweise  n^-teti 
und  n^'ten  Ordnung  und  vom  Index  N^  resp.  N^  ist  eine  Gurve  von 
der  (JVjn,  +  N^n^yten  Ordnung.** 

Ohne  näher  darauf  einzugehen,  sei  hier  bloß  bemerkt,  dass  be- 
sondere Verhältnisse,  wie  beispielsweise  die  Gorrespondenz  singu* 
lärer  Gurven  in  den  beiden  Systemen  diese  Ordnungszahl  er- 
niedrigen können. 

Für  Hl  =  n^^  =  1,  d.  h.  fQr  die  Tangentensysteme  zweier  Gurven 
ti,-ter  und  n^-ter  Glasse,  welche  auf  einander  projectivisch  bezogen 
werden,  ist  die  Ordnung  der  durch  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Tangenten  erzeugten  Gurve  von  der  (n,  +  nt^yten  Ordnung.  Aus  dem 
allgemeinen  Satze  108)  den  speciellen  Satz  abgeleitet,  findet  man : 

109,  „  Werden  die  Tangenten  zweier  Curven  der  beziehungsweise 
n^'ten  und  n^-ten  Classe  projectivisch  (eindeutig)  auf  einander  bezogen. 
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so  ist  der  Ort  ihrer  Durchschnittspunkte  eine  Curve  (n^  -\-  n,)  -  ter 
Ordnung.^ 

Und  reciprok: 

110.  „Werden  die  Punkte  zweier  Curven  der  n^-ten^  resp.  n^-ten 
Ordnung  prqjectivisch  auf  einander  belogen,  so  ist  die  Enveloppe  ihrer 
Verbindungslinien  eine  Curve  der  {n^  +  n^)'ten  Glosse.*^ 

§.  110. 

Die  r-ten  Polaren  irgend  eines  festen  Panktes  P  in  Bezug  auf 
alle  Curven  eines  Systems  bilden  offenbar  wieder  ein  Gurvensystem, 
und  zwar  ist  dasselbe  von  der  (n — r)-ten  Ordnung,  wenn  das  Funda- 
mentalsystem von  der  n-ten  Ordnung  ist 

Der  Index  dieses  Polarsystems  ist  ebenfalls  sehr  leicht  zu  er- 
mitteln. Wir  haben  diesbezüglich  nur  die  Frage  zu  beantworten:  wie 
yiele  von  den  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Curven  des 
Systems  gehen  durch  einen  festen  Punkt  Q,  Diese  Zahl  wird  für  alle 
Punkte  Q  der  Ebene  gelten,  also  auch  dann,  wenn  wir  nach  der 
Form  b)  des  „Er haltungsprincipes^  den  Punkt  Q  mit  dem 
Punkte  P  selbst  zusammenfallen  lassen. 

Nun  ist  aber  bekannt,  dass  nur  die  Polaren  jener  Curven  durch 
den  Pol  P  gehen ,  welche  diesen  selbst  enthalten.  Hieraus  folgt  aber, 
dass  der  Index  des  Polarsystems  mit  dem  Index  des  Funda- 
mentalsystems übereinstimme. 

Mithin  gilt  der  Satz: 

Hl.  ^Die  r-ten  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Curven 
eines  Systems  n^ter  Ordnung  und  vom  Index  N  bilden  selbst  wieder 
ein  Curvensystem  (n  —  r)'ter  Ordnung  ^  welches  gleichfalls  vom 
Index  N  ist"" 

Für  r  =  n  —  1,  d.  h.  f&r  die  geraden  Polaren  folgt  der  be- 
sondere Satz: 

112.  j^Die  geraden  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Curven 
eines  Systems  v^ter  Ordnung  und  vom  Index  N  umhüllen  eine  Curve 
N-ter  Classe.*" 

Für  ^=1,  das  heißt  für  ein  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  er- 
gibt sich  (nach  Satz  111)  das  bekannte  Resultat,  dass  die  r-ten  Po- 
laren eines  Punktes  ein  Curvenbüschel  (n  —  r)-ter  Ord- 
nung bilden. 

§.  111. 

Mit  Hilfe  der  beiden  Sätze  108)  und  111)  lässt  sich  ein  weiterer, 
sehr  wichtiger  Satz  ableiten,  welcher  selbst  wieder  die  Quelle  für  viele 
andere  Sätze  bildet. 
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Bestimmt  man  nämlich  für  einen  beliebigen  Punkt  P  die  ersten 
Polaren  in  Bezug  auf  die  Curven  eines  Systems  n-ter  Ordnung  und 
vom  Index  N,  so  erhält  man  (nach  Satz  111)  ein  neues  Curvensystem 
von  der  (n  —  l)-ten  Ordnung,  das  ebenfalls  vom  Index  N  ist. 

Diese  beiden  Curvensysteme  sind  projectivisch ,  da  jeder  Curve 
des  Fundamentalsystems  nur  eine  Curve  des  Polarsystems  —  nämlich 
die  zugehörige  Polare,  und  umgekehrt  —  entspricht. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Schnittpunkte  zweier  entsprechen- 
den Curven  beider  Systeme,  d.  h.  einer  Curve  des  Fundamentalsystems, 
und  der  Polare  von  P  in  Bezug  auf  diese  Curve,  die  Berührungspunkte 
der  von  P  an  die  erstere  gezogenen  Tangenten  vorstellen,  so  ergibt 
sich  (nach  Satz  108)  für  die  Ordnung  der  durch  diese  Berührungspunkte 
erzeugten  Curve,  weil  N^  =  N  und  n^:=  n  —  1  ist,  die  Zahl : 

nN^  +  n^N  =  nN  -\-  {n  —  1)  N  =  N  (2w  —  1). 
Es  gilt  demnach  der  Satz: 

HS.  jiDer  geometrische  Ort  der  BerührungspunMe  der  von  einem 
beliebigen  Punkte  P  aus  an  alle  Curven  eines  Systetns  der  n-ten  Ord- 
nung und  vom  Index  N  gezogenen  Tangenten  ist  eine  Ourve  von  der 
N  {2n—  lyten  Ordnung,'^ 

Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  ebenso  nur  für  den  allgemeinen 
Fall,  wie  Satz  108,  indem  besondere  Verhältnisse  diese  Ordnung  er- 
niedrigen können. 

§.  112. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  P  eine  beliebige  Gerade  g  ge- 
zogen, so  trifft  diese  die  Berührungscurve  in  N{2n —  1)  Punkten. 
Darunter  befinden  sich  offenbar  auch  die  N  Punkte,  welche  in  P  ver- 
einigt sind  und  den  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  N  durch 
P  gehenden  Curven  des  Fundamentalsystems  angehören.  Diese  N  in 
P  vereinigten  Punkte  gehören  selbstverständlich  der  Berührungscurve 
an,  da  dieselben  die  Berührungspunkte  der  von  P  an  die  betreffenden 
^Curven  des  Fundamentalsystems  gezogenen  Tangenten  vorstellen. 
Es  bleiben  somit  noch 

N{2n—l)  —  N=2N(n—  1) 

Punkte  übrig,  welche  sowohl  der  Geraden^,  als  auch  der  Berührungs- 
curve angehören.  Für  jeden  dieser  Punkte  ist  g  offenbar  eine  Tangente 
einer  gewissen  Curve  des  Systems. 

Hiernach  der  Satz: 

114.  „  Unter  den  Curven  eines  Systems  n-ter  Ordnung  und  vom 
Index  N  gibt  es  im  allgemeinen  (höchster^)  2N  (n  —  1)  Curven,  welche 
eine  beliebig  gegebene  Gerade  berühren,^ 
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Für  ^  =  1 ,  d.  b.  für  ein  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  erhält 
man  den  Sats: 

115.  „üfUer  den  Curven  eines  Büschels  n-ter  Ordnunff  gibt  es 
2  (n  —  i) ,  welche  eine  beliebige  Gerade  berühren. " 

Man  sieht  sofort,  dass  die  2  (n  —  1)  Berührungspunkte 
nichts  anderes  vorstellen,  als  die  Doppelpunkte  derjenigen  In- 
volution n-ten  Grades,  welche  das  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  auf 
der  Geraden  bestimmt.  Hiermit  ist  auch  der  Satz  107)  auf  eine  andere 
und  zwar  strenjgere  Weise,  als  an  der  betreffenden  Stelle  bewiesen. 

§.  113. 

Gegeben  ist  ein  Curvensystem  n-ter  Ordnung  vom  Index  N  und 
eine  beliebige  Gerade  G]  es  ist  die  Ordnung  der  Curve  zu  bestimmen, 
welche  durch  die  Pole  gebildet  wird,  für  welche  die  gegebene  Gerade 
G  in  Bezug  auf  alle  Curven  des  Systems,  die  „gerade"  Polare  vorstellt. 

Behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  werden  wir  bloß  die  Frage 
zu  beantworten  haben,  wie  viel  solcher  Pole  gleichzeitig  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  l  liegen.  Der  Einfachheit  wegen  werden  wir,  da  es 
nach  der  Form  b)  des  „Principes  von  der  Erhaltung  der  An- 
zahl^ gestattet  ist,  die  Gerade  l  mit  der  gegebenen  Polare  G  selbst 
zusammenfallen  lassen. 

Die  Anzahl  der  Punkte  auf  der  Geraden  Gy  für  welche  diese 
Gerade  selbst  die  letzte  Polare  in  Bezug  auf  Curven  des  Systemes 
vorstellt,    wird   mithin  die  Ordnung  des  gesuchten  Ortes  bestimmen. 

Soll  aber  der  Pol  einer  „geraden  Polare^  auf  dieser  selbst  liegen, 
so  mnss  bekanntlich  die  besagte  Polare  von  der  Fundamentalcurve  in 
diesem  Punkte  selbst  berührt  werden. 

Nach  Satz  114)  gibt  es  2N(n — 1)  Curven  des  Systems,  welche 
die  Gerade  G  berühren.  Jeder  der  Berührungspunkte  repräsentiert 
einen  Pol  von  der  Eigenschaft,  dass  seine  gerade  Polare  in  Bezug 
auf  die  in  ihm  berührende  Curve  des  Systems,  die  Gerade  G  selbst 
ist.   Mithin  besteht  der  Satz: 

116.  „Der  Ort  der  Pole,  für  welche  eine  gegebene  Gerade  die 
letzte  oder  gerade  Polare  in  Bezug  auf  alle  Curven  eines  Systemes 
n-ter  Ordnung  vom  Index  JS  vorstellt^  ist  eine  Curve  der  2N{n  —  l)4en 
Ordnung, " 

§.  114. 

Sei  eine  beliebige  Curve  C~  der  n-ten  Ordnung  und  ein  Curven- 
system m-ter  Ordnung  vom  Index  M  gegeben;  es  ist  die  Curve  zu 
ermitteln,    deren  Punkte  so  beschaffen  sind,   dass  die  gerade  Polare 

P«iebka,  DanteUende  iu  projective  Qeometrie.  II.  3 
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eines  jeden  derselben  in  Bezug  auf  C^  gleichzeitig  auch  dessen  gerade 
Polare  in  Bezug  auf  irgend  eine  Gurve  des  Systems  darstelle. 

Behufs  Beantwortung  der  gestellten  Frage  nehmen  wir  eine  be- 
liebige Gerade  g  an  und  untersuchen,  wie  viele  Punkte  es  auf  der- 
selben geben  wird,  die  der  verlangten  Eigenschaft  entsprechen. 

Sei  »1  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  g  und  C  dessen  gerade 
Polare  in  Bezug  auf  die  Gurve  G^.  Dann  gibt  es  nach  dem  voran- 
geführten Satze  116)  eine  Gurve  der  2Jlf(m  — l)-ten  Ordnung,  deren 
einzelne  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  dass  C  ihre  „j;erade  Polare^ 
in  Bezug  auf  die  Gurven  des  Systems  repräsentiert.  Diese  Gurve  trifft 
die  gegebene  Gerade  g  in  2M{m — 1)  Punkten  a,. . .  und  können  wir 
demnuch  behaupten,  dass  dem  Punkte  a^  auf  j^  2M{m — 1)  Punkte 
a^ .  • .  entsprechen ,  deren  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  Gurven  des 
Systems,  mit  der  geraden  Polare  von  a^  in  Bezug  auf  O,  zusammen- 
fallen. 

Kehmen  wir  nun  umgekehrt  einen  Punkt  o,  auf  g  an,  so  werden 

dessen  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  die  Gurven  des  Systems  eine 
Gurve  der  üf-ten  Glasse  (nach  Satz  112)  umhüllen.  Ferner  umhüllen 
die  geraden  Polaren  der  Punkte  von  g  in  Bezug  auf  die  O  (nach 
Satz  103)  eine  Gurve  (n — l)-ter  Glasse. 

Diese  beiden  Enveloppen  haben  M{n  —  1)  gemeinschaflliche 
Tangenten,  es  gibt  also  auf  g  M[n  —  1)  Punkte  a^ . . . ,  deren  gerade 
Polaren  in  Bezug  auf  O  mit  den  geraden  Polaren  des  Punktes  a, 
in  Bezug  auf  gewisse  Gurven  des  Systems  zusammenfallen. 

Hiernach  haben  wir  also  auf  g  zwei  2M{fn — 1)-Jf(n  —  1)- 
deutige  Beihen  a, . . .  und  a, . . . ,  deren  entsprechende  Punkte  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre  geraden  Polaren  in  Bezug  auf  die  O 
und  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Gurve  des  Systems  in  die  nämliche 
Oerade  fallen.  Diese  Beihen  besitzen  nach  Ghasles*  Gorrespon- 
denzsatz 

2-af  (w  — 1)  +  M{n^  1)  =  jlf  (n  -f  2w  — 3) 
Doppelpunkte. 

Es  gibt  also  auf  der  beliebig  gewählten  Geraden  g  Jf(n4-2m — 3) 
Punkte,  deren  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  die  O  mit  ihren  geraden 
Polaren  in  Bezug  auf  Gurven  des  Systemes  zusammenfallen. 

Alle  Punkte  der  Ebene,  welche  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen, 
werden  mithin  einer  Gurve  der  M  {n  -{-  2m  —  3)-ten  Ordnung  an- 
gehören.   Wir  gelangen  also  zu  dem  Satze: 

117.  „Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  gerade  Polare 
in  Bezug  auf  eine  Curve  O  der  n-ten  Ordnung  stets  zusammen- 
fällt  mit   seiner  geraden   Polare  in   Bezug    auf  eine   Curve    eines 
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Systemes   m-ier   Ordnung  vom  Index  M,   ist   eine    Curve   von   der 
M  (n  +  am  —  Syien  Ordnung."^ 

Wenn  die  Garye  C^  d  Doppelpunkte  besitzt,  so  kann  man^  da 
ihre  gerade  Polare  fQr  jeden  dieser  Doppelpunkte  (naoh  Satz  89)  un* 
bestimmt  ist,  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  als  solche  annehmen. 

Nun  gehen  aber  durch  jeden  der  d  Doppelpunkte  M  Curven 
des  Systems.  Die  geraden  Polaren  dieses  Doppelpunktes  in  Bezug  auf 
diese  M  Gurren  sind  deren  Tangenten  in  dem  n&mliohen  Punkte.  Da 
aber  diese  Tangenten,  dem  frdher  Gesagten  gemäß,  auch  als  gerade 
Polaren  desselbeu  Doppelpunktes  in  Bezug  auf  die  O  aufgeftsst  werden 
können,  so  sind  alle  d  Doppelpunkte  der  (7'^  je  Jf-mal  Punkte, 
welche  die  im  Satze  117)  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzen,  d.  h. 
jeder  Doppelpunkt  der  (7**  ist  gleichzeitig  ein  ilf-facher  Punkt  der 
im  yorhergehenden  Satze  angeführten  Ortscurve,  die  wir,  der  Kürze 
halber,  mit  C  bezeichnen  wollen. 

In  jedem  Doppelpunkte  von  O  sind  mithin  2M  Durchschnitts- 
punkte von  C"  und  C  vereinigt. 

Was  die  Bückkehrpunkte  der  O  betrifft,  so  ist  leicht  nach* 
zuweisen,  dass  in  denselben  außer  den  obigen  2M  Schnittpunkten 
noch  weitere  M  Schnittpunkte,  im  ganzen  also  SM  Schnittpunkte 
vereinigt  sind. 

Nehmen  wir  nämlich  die  Bückkehrtangente  T  des  Bück- 
kehrpunktes 0  als  Transversale  an  und  wiederholen  wir  dieselbe  Be- 
trachtung, welche  früher  für  eine  beliebige  Transversale  g  angestellt 
wurde,  so  bleibt  hierbei  alles  bis  auf  die  Zahl  n  —  1 ,  welche  in 
diesem  Falle  in  n  —  3  übergeht,  ungeändert,  nachdem  die  Enveloppe 
der  geraden  Polaren  aller  Punkte  der  Bückkehrtangente  in  Bezug  auf 
C»  (nach  Satz  104)  eine  Curve  der  (n — 3)-ten  Classe  ist. 

Die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  T  mit  der  Ortscurve  C  ist  mit- 
hin im  vorliegenden  Falle  ausgedrückt  durch: 

3f  (2m  —  1)  +  ilf  (n  —  3)  =  M{n  +  2m  —  5), 
während  diese  früher  gleich  M  (n  +  2  m  —  3)  gefunden  wurde. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  im  Punkte  o  2M  Schnittpunkte  von  T 
und  G  vereinigt  sind,  d.  h.  dass  die  Curve  C  die  Gerade  T  in  o 
Jlf-mal  berührt,  oder  dass  der  Bückkehrpunkt  der  O  für  3if  Schnitt-* 
punkte  von  O  und  C  zählt. 

Besitzt  also  die  Curve  O  d  Doppelpunkte  und  n  Bückkehrpunkte, 
80  sind  in  diesen  Punkten 

2dM+3xM 
Punkte  von  den 

8» 
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nM(n  +  2m^3) 

Schnittpunkten  der  O  und  C  vereinigt.    Die  übrigen 

nM(n  +  2m^&)  —  (2dM—2KM)^M[n(n+2m—S)  —  2d—3x] 

Schnittpunkte  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  gerade  Polare  eines 
jeden  derselben  in  Be^stig  auf  die  O,  mit  meiner  geraden  Polare  in 
Bexug  auf  eine  Curve  des  Systemfi  zueammenf&llt.  Nachdem  aber 
jeder  dieser  Punkte  der  O^  angehört,  so  ist  seine  gerade  Polare  be- 
zflglioh  <>*  dessen  Tangente  und  muss  diese  sodann  offenbar  auch  die 
gewisse  Gurre  des  Systems  in  diesem  Punkte  berQhren.    Die   obigen 

-Sf  [n (w  -f  2m  —  3)  —  2*  —  3x] 

Schnittpunkte  sind  also  die  Berührungspunkte  der  Curve  O  mit 
Curven  des  Systems«    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

118.  „In  einem  Systeme  m-ter  Ordnung  vom  Index  M  gibt  es 
im  allgemeinen 

M[n{n  +  2m  —  3)-'2d  —  3x] 

Gurven,  welche  eine  beliebige  Curve  C**  der  n-ten  Ordnung  mü  9 
Doppelpunkten  und  x  BücJckehrpunkten  berühren.^ 

Setzen  wir  M  und  m=l,  d.  h.  tritt  an  die  Stelle  des  Systems 
ein  gewöhnliches  Strahlenbüschel,  so  ist  die  Anzahl  seiner 
Strahlen,  welche  die  C»*  berühren,  gleich 

n  (n—  1)  -  2*  —  3x, 

welches  Resultat  mit  der  Plücker'schen  Formel  übereinstimmt. 

§.  115. 
Doppelptmkie  der  Carven  eines  Bttschels  n-ter  Ordnung. 

Soll  eine  Curve  überhaupt  einen  Doppelpunkt  besitzen,  so  gilt 
dies  bekanntlich  für  eine  einfache  Bedingung,  insofern  besagter 
Punkt  nicht  auch  der  Lage  nach  gegeben  ist. 

Da  nun  in  einem  Büschel  n-ter- Ordnung  einfach  unendlich 
viele  Curven  gegeben  sind,  von  denen  eine  oder  mehrere  durch 
eine  weitere  einfache  Bedingung  ausgeschieden  werden  können,  so  ist 
klar,  dass  es  in  einem  solchen  Büschel  eine  endliche  Anzahl  von 
Curven  geben  muss,  welche  Doppelpunkte  besitzen  (falls  nicht  allen 
Curven  ein  oder  mehrere  Punkte  als  Doppelpunkte  angehören). 

Um  die  Gesammtzahl  der  in  den  Curven  eines  Büftchels  ent- 
haltenen Doppelpunkte  zu  ermitteln,  nehmen  wir  drei  Punkte  P|t 
P,  und  P3  an,  welche  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Polaren  dieser  drei  Punkte  in  Bezug  auf  alle  Curven  des 
gegebenen  Büschels  n-ter  Ordnung   bilden   drei    neue  Carvenbüsohel 
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der  (n  — l)-tea  Ordauug,  welche  wir  kurz  mit  B,»^S  JBfl""^  und 
J?,**"^  bezeichnen  wollen.  Diese  drei  Büschel  sind  projectivisch, 
da  sich  in  ihnen  solche  Carven  ein-deutig  entsprechen,  welche  Polaren 
der  drei  Punkte  P,,  P,  und  P,  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Curve 
des  gegebenen  Bfischeis  repräsentieren. 

Die  entsprechenden  Curven  der  beiden  Büschel  JB/-^  und  JB/^^ 
erzeugen  (nach  Slatz  57)  eine  Gurre  der  2  (n  -^  l)-ten  Ordnung,  und 
gilt  ein  Gleiches  auch  von  den  Curven  der  Büschel  B,**-*  und  Ba"^^; 
diese  werden  also  eine  zweite  Curve  der  2  (n  —  l)-ten  Ordnung  her- 
vorbringen. Die  beiden  Curven  2  (n  —  l)-ter  Ordnung  gehen  durch  die 
(n — 1)^  Basispnnkte  des  Büschels  ^i***^;  schneiden  sich  daher  noch  in 

4  (n  —  1)*—  (n  -  X)«  =  3  (n  —  1)« 
Punkten. 

Durch  jeden  dieser  3  (n  —  1)^  Punkte  gehen  demgemäß  drei 
einander  entsprechende  Curven  der  Büschel  B,"'"^  ^«"'^  ^^^  J^a'*^^ 
oder  mit  anderen  Worten,  durch  jeden  der  3  (n  —  1)* Punkte  gehen 
drei  Polaren  der  Punkte  P, ,  P^  und  P,  in  Bezug  auf  eine  und  die- 
selbe Curve  C"  des  gegebenen  Büschels;  es  muss  mithin  jeder  der- 
selben (nach  Satz  96)  einen  Doppelpunkt  dieser  Curve  darstellen. 

Hiernach  gilt  der  Satz: 

119.  „Die  Curven  eines  Büschels  n-ter  Ordnung  ^^(haUen 
5  (n  —  ly  Doppelpunkte.^ 

§.  116. 

Setzen  wir  voraus,  die  Curven  des  gegebenen  Büschels  n-ter 
Ordnung  besäßen  zwei  unendlich  nahe  Basispunkte  oder  was 
dasselbe  ist,  sie  berührten  sich  alle  in  einem  und  demselben  Punkte. 
Dies  angenommen,  gibt  es  (nach  Satz  53)  unter  ihnen  eine  Curve, 
welche  den  Berührungspunkt  zum  Doppelpunkte  hat  Wiederholen  wir 
nun  bezüglich  eines  solchen  Büschels  die  vorherige  Betrachtung,  wo-r 
bei  wir  jedoch  insbesondere  annehmen  wollen,  dass  der  eine  von  den 
drei  Punkten  P^,  P,  und  P,,  allenfalls  der  Punkt  P,  mit  dem  gemein^ 
schaftlichen  Berührungspunkte  zusammenfalle,  ein  zweiter,  etwa  P^, 
auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  t  liege,  der  dritte,  P^  hingegen 
eine  beliebige  Lage  haben  mag. 

Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  Curven  des  Polaren* 
büsckels  f/^^  ebenfalls  die  Gerade^  in^P,  berühren,  und  die  Curven 
des  Polarenbüschela  B^"""^  werden  sämmtlich  durch  P^  gehen. 

unter  den  Polaren  des  Punkt»  i^  hingegen  wird  es  nur  eine 
geben,  welche  durch  P^  gebt ,  nämlich  die  Polare  des  Punktes  P^  in 
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Bezug  auf  jene  Curve  des  Bfischels  M-ter  Ordnung,  welche  den  Punkt 
P,  zum  Doppelpunkte  hat. 

Betrachten  wir  nun  die  Erzeugnisse  der  beiden  Büschel  jS,"~'^ 
und  JBa""S  sowie  auch  (?er  Büschel  JB/-^  und  JSs""-^ 

Die  Büschel  J5,"-^  und  JB^"-*  erzeugen  eine  Curve  der  2  (n —  1)- 
ten  Ordnung,  für  welche  (nach  Satz  60)  der  Punkt  P,  ein  Doppelpunkt 
und  t  eine  seiner  Tangenten  ist.  Ebenso  erzeugen  auch  die  Büschel 
JBj"-^  und  Bj*^*  eine  Curve  der  2  (n  — l)-ten  Ordnung,  fQr  welche 
(nach  obangeführtem  Satze  60)  P,  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  liefert» 
In  P|  sind  aber  auch  zwei  Basispunkte  des  Polarenbflschels  £,"~^  ver- 
einigt; es  existieren  mithin  noch  [(n —  1)'  —  2]  Basispunkte,  welche 
auch  den  beiden  Carven  2  (n  —  l)-ter  Ordnung  angehören.  Die  letz- 
teren schneiden  sich  daher,  außer  im  Punkte  P^  und  den  bezeich- 
neten [(n—1)^  —  2]   Basispunkten,  noch  in 

4(n  — 1)«_4-  [(n— 1)«-2]  =  3  (n— 1)«  — 2 
Punkten,  welche  in  diesem  Falle  die  Gesammtzahl  der  Doppel- 
punkte des  Büschels  vorstellen.  Da  aber  diese  Zahl  gleich  3(^^-1)^ 
sein  muss,   so  folgt,   dass  P,   für  zwei  Doppelpunkte  gilt.    Es 
besteht  daher  der  Satz: 

120,  „Berühren  sich  die  Curven  des  Büschels  n-ter  Ordnung  in 
einem  Funkte^  so  gilt  dieser  BerührungspunTd  für  ewei  Doppel- 
punkte des  Büschels.^ 

§.  117. 

Nehmen  wir  nun  an,  eine  Curve  des  gegebenen  Büschels  n-ter 
Ordnung  besitze  einen  Bückkehrpunkt 

Wir  lassen  den  Punkt  P^  mit  dem  Bückkehrpunkte  zusammen- 
fallen, nehmen  P,  auf  der  Bückkehrtangente  T  an,  und  wählen  den 
Punkt  i^  beliebig.  Der  Kürze  wegen  wollen  wir  noch  diejenige  Curve 
des  Büschels,  welche  den  Rückkehrpunkt  P,  besitzt,  mit  C"  bezeichnen. 

In  dem  Polarenbüschel  B/-*  des  Punktes  Pj  existiert  nun  eine 
Curve,  welche  Pj  ebenfalls  zum  Bückkehrpunkt  hat.  Nach  §.  100 
ist  die  besagte  Curve  die  Polare  des  Punktes  Pj  in  Bezug  auf  die 
Curve  C". 

In  dem  Büschel  B^*"-^  dagegen  gibt  es  eine  Curve,  welche  in  P^ 
einen  Doppelpunkt  besitzt.  Nach  Satz  98)  ist  diese  Curve  die  Po- 
lare von  Pj  in  Bezug  auf  O,  da  P,  auf  der  Bückkehrtangente  T  dieser 
Curve  liegt.  Endlich  wird  es  auch  im  Büschel  B^^-^^  des  Punktes  P, 
eine  Curve  geben ,  welche  durch  P,  geht,  und'  (nach  Satz  95)  in 
diesem  Punkte  die  Bückkehrtangente  T  berührt. 

Da  sich  aber  diese  drei  Curven  als  Polaren  von  C"  entsprechen, 
so  besitzt  die  Curve  2(n—  l)-ter  Ordnung,  welche  das  Erzeugnis  von 
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jB,"-^  und  B^^"^  repräsentiert  (nach  Satz 61),  in  P,  einen  Doppel- 
pankt.  Die  Gurve  2  (n — l)-ter  Ordnung,  welche  als  Erzeugnis  der 
Büschel  JBi"-^  und  ^3**^  resultiert,  wird  (nach  Satz  59)  durch  P, 
gehen  und  die  T  berühren.  Hieraus  folgt  aber,  dass  der  Punkt  P, 
im  Schnitte  der  beiden  Curven  2(n  —  l)-ter  Ordnung  doppelt  zählt. 

Die  Zahl  der  übrigen  Schnittpunkte,  also  die  Zahl  der  Doppel- 
punkte der  Curyen  des  Büschels,  ist  mithin  (die  Basispunkte  des 
Büschels  J5,"-^  natürlich  abgerechnet)  gleich  3  (»  —  1)*  —  2. 

Nachdem  aber  die  Gesammtzahl  der  Doppelpunkte  gleich 
3  (n  —  1)'  gefunden  wurde,  so  folgt,  dass  der  in  der  eben  angestellten 
Betrachtung  in  3(n  —  1)'  —  2  nicht  mitgezählte  Bückkehrpunkt  P| 
für  zwei  Doppelpunkte  gilt.    Hiernach  besteht  der  Satz: 

121.  jfBe$Ü0t  eine  Curve  im  Büschel  einen  Riickkehrpunkt ,  so 
zählt  derselbe  für  zwei  Doppelpunkte  des  Büschels, **^ 

§.  118. 

Betrachten  wir  endlich  noch  den  Fall,  in  welchem  sich  die  Cur- 
?en  des  Büschels  n-ter  Ordnung  sämmtlich  in  einem  Punkte  berühren, 
uud  eine  unter  ihnen,  C",  diesen  Berührungspunkt  gleichzeitig  zur  Spitze 
hat,  wobei  T  die  von  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Curven  ver- 
schiedene Rückkehrtangente  sein  mag. 

Den  Punkt  P,  lassen  wir  mit  dem  gemeinschaftlichen  Berüh- 
rungspunkte zusammenfallen ,  P,  soll  auf  der  Rückkehrtangente  T  und 
P3  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  t  der  Curven  des  Büschels 
liegen. 

Alle  Curven  des  Polarenbtischels  J5,*"*  berühren  die  Gerade  i 
in  Pf ;  außerdem  gibt  es  unter  ihnen  eine ,  welche  in  P,  eine  Spitze 
besitzt.  Letztere  ist  nach  §.  100  die  Polare  von  P,  in  Bezug  auf  G\ 
Die  Rückkehrtangente  derselben  f&llt  mit  T  zusammen. 

Im  Polarenbüschel  £3** --^  hat  die  eine  Curve,  nämlich  die  Polare 
von  P,  in  Bezug  auf  O,  in  P^  (nach  Satz  98)  einen  Doppelpunkt,  für 
welchen  T  eine  der  beiden  Tangenten  ist. 

Die  Curve  2  (n — l)-ter  Ordnung,  welche  als  Erzeugnis  der 
beiden  Büschel  2^,*^^  und  Bj*-*  resultiert,  hat  mithin  (nach  Satz  60), 
in  P|  einen  Rückkehrpunkt  mit  der  Rückkehrtangente  T. 

In  dem  BQschel  £3**"^  endlich  geben  alle  Curven  durch  Pp  weil 
der  Pol  P3  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  t  liegt.  Außerdem 
berührt  die  Polare  von  P3  in  Bezug  auf  C",  (nach  Satz  95)  die  RQck- 
kehrtangente  T.  Das  Erzeugnis  2  (n  —  l)-ter  Ordnung  von  -B/"^  und 
B^*"^  hat  daher  in  P,  einen  Doppelpunkt  mit  den  Taugenten 
T  und  t. 
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Wir  sehen  also,  dass  die  eine  Curve  der  2  (n  —  l)-ten  Ordnung 
in  P|  einen  Büokkehrpunkt  mit  der  Rückkehrtangente  7,  die  zweite 
in  P,  einen  Doppel  punkt  mit  den  Tangenten  T  und  t  besitzt,  dass 
also  Pj  im  Schnitte  dieser  beiden  Curven  (nach  Satz  27)  fttr  fünf 
gemeinschaftliche  Schnittpunkte  zählt. 

Außerdem  sind  in  P,  zwei  Basispunkte  des  Büschels  B*"^  ver- 
einigt; es  gibt  mithin  noch    (2  —  »^ —  1)"  —  2    weitere  Basispunkte. 
'  Nebst  diesen  Basispunkten  und  außer  dem  Punkte  P,  schneiden  sich 
daher  die  beiden  Curven  2  (n  -^  l)-^ter  Ordnung  noch  in 

4  (n  _  1)«  _  5  —  [(n  —  1)«  —  2]  =  3  (n  —  1)«  —  3 
Punkten,  welche  Doppelpunkte  des  Büschels  vorstellen;  nachdem  aber 
die  Zahl  der  Doppelpunkte  allgemein  gleich  3  (n  —  1)*  gefunden 
wurde,  so  folgt,  dass  der  in  3  (n — 1)^ — 3  nicht  mitgezählte 
Bückkebrpunkt  vonü*  für  drei  Doppelpunkte  zu  zählen  ist.  Also 
der  Satz: 

122.  „Berühren  sich  alle  Curven  eines  Büschels  in  einem  Punkte^ 
und  ist  dieser  für  eine  Curve  des  Büschels  ein  Rückkehrpunkt  ^  so 
zählt  dieser  Punkt  für  drei  Dcppdpunkte  des  Büschels.^ 

§.  119. 
Die  nSteiner'Bche  Gorve*^  einer  Curve  der  n-ten  Ordnung. 

Die  ersten  Polaren  der  Punkte  einer  beliebigen  Qeraden  G  in  Bezug 
auf  eine  Curve  C^  der  n-ten  Ordnung  bilden  bekanntlich  ein  Büschel 
(n —  l)-ter  Ordnung.  Nach  Satz  119)  gibt  es  in  besagtem  Büschel 
3  (n  —  2)'  Curven  (Polaren),  deren  jede  einen  Doppelpunkt  besitzt. 
Infolge  dessen  wird  es  auf  der  Qeraden  G  3  (n  —  2)'  Punkte 
geben,  deren  erste  Polaren,  in  Bezug  auf  die  Curve  der  n*ten 
Ordnung,  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

Lässt  man  nun  die  Oerade  G  ihre  Lage  verändern,  so  beschreiben 
diese  3  (»  —  2)*  Punkte  eine  Curve  der  3  (w  —  2)'-ten  Ordnung, 
welche  man  die  „Stein  er 'sehe  Curve"  der  gegebenen  Curve  n-ter 
Ordnung  nennt. 

Nach  dieser  Definition  folgt  der  Erklärungssatz: 

123.  „Die  ^Steiner-Curve^  einer  Curve  n-ter  Ordnung  ist  eine 
Curve  der  3  (n  —  2)^-ten  Ordnung,  deren  erste  Pdla/ren  in  Bezug  auf 
die  Curve  n-ter  Ordnung^  Doppelpunkte  hesitgen,^ 

Oder,  wenn  auf  den  Anhang  zum  Satze  97)  Bezug,  genommen 
wird : 

124.  yjDer  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte,  welche  die 
Scheitelpunkte  (Doppelpunkte)  jener  conischen  Polaren  in  Bezug  auf 
sine  Curve  n-ter  Ordnung  repräsentieren  y    die  in  zwei  Gerade  dege- 
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nerieren^  ist  eine  Curve  der  S{n  —  2)*-ten  Ordnung,  welche  als  die 
^Steiner-Cwrve^  der  gegebenen  Curve  n^ier  Ordnung  bezeichnet  wird,^ 
Besitzt  die  FuDdamentalourve  einen  Bückkehrpunkt,  so  besitzt 
auch  (nach  Satz  98)  die  erste^PoIare  eines  jeden  Punktes  der  BQckkehr- 
tangeute,  in  dem  Bfickkebrpunkte  einen  Doppelpunkt;  die  Bfickkehr- 
tangente  repräsentiert  somit  einen  Bestandtheil  erster  Ordnung  fftr  die 
betreffende  Steiner- Curve. 

§.  120. 
Eigenschaften  der  Doppelpunkte  eines  Currenbäschels« 

Die  gerade  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Gurven  eines 
Curvenbüschels  erzeugt  ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  d.  h.  die 
geraden  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Gurven  eines  Büschels 
gehen  durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  habe  eine  Gurve  C^  des  Büschels  einen 
Doppelpunkt  P.  Wählen  Wir  diesen  Punkt  als  Pol,  so  müssen  die 
geraden  Polaren  des  bezeichneten  Punktes  in  Bezug  auf  alle  anderen 
Curven  des  Büschels  durch  einen  und  denselben  Punkt  Q  gehen, 
welcher  aber  mit  P  nicht  zusammenfallen  kann,  da  sonst  nach  Satz  C) 
der  Polarens&tae,  P  ein  Punkt  für  alle  Curven  des  Büschels 
sein  müsste. 

Andererseits  wissen  wir  aber,  dass  die  gerade  Polare  des  Doppel- 
punktes P  für  die  Curve  O  unbestimmt  ist,  d.  h.  dass  jede  Gerade 
als  solche  gewählt  werden  kann.  Soll  nun  aber  diese  ganz  willkürlich 
gewählte  gerade  Polare  mit  allen  anderen  geraden  Polaren  den  näm- 
lichen Punkt  gemein  haben,  so  ist  dies  offenbar  nur  dann  müglich, 
wenn  die  letzteren  alle  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zusam- 
menfallen. Mitbin  gilt  der  Satz: 

125.  jfDie  geraden  Polaren  eines  jeden  Doppelpunktes  im  Büschel^ 
in  Beaug  auf  die  Curven  des  Büschels ,  fallen  sämmtlich  in  je  eine 
und  dieselbe  Gerade  gusammen,^  *') 

§.  121. 

Da  jede  beliebige  Gerade  als  gerade  Polare  eines  jeden  Doppel- 
punktes im  Büschel  für  diese  Curve  betrachtet  werden  kann,  so  folgt, 
als  Vervollständigung  des  Satzes  116),  sobald  N  =  1  gesetzt  wird, 
der  nachstehende  Satz : 

126.  „Der  Ort  der  Pole,  für  welche  eine  Gerade  G  die  gerade 
Polare  aller  Curven  eines  Büschels  n-ter  Ordnung  vorstellt  y  ist  eine 
Curve  der  2(n — l)'ten  Ordnung,  welche  durch  sammÜiche  3{n  —  l)^ 
DoppdpufMe  des  Curvehbüschels  geht** 
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Ebeuso  ist  der  Satz  117)  in  folgender  Weise  zu  yervoUständigeo, 
sobald  wir  Jf  =  1  setzen,  also  für  das  Ourvensystem  ein  Car- 
yenbüschel  substituieren. 

1Z7.  j^Der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen  gerade  Pdare 
in  Beeug  auf  eine  Gurve  C"  der  n^ten  Ordnung  mU  seiner  geraden 
Polare  in  Bezug  auf  eine  Gurve  eines  Curvenbüschels  m-ter  Ordnung 
/susammenfäUt,  ist  eine  Gurve  der  {n  +  2m — 3yten  Ordnung,  wdehe 
durch  die  3  {m  —  i)'  Doppelpunkte  des  Büschels,  sowie  durch  die 
Doppelpunkte  der  Gurve  O  und  durch  jene  Punkte  geht,  in  welchen 
die  Gurve  G*  von  Gurven  des  Büschels  berührt  wird.^ 

Hieraus  folgt  für  n  =  ly  d.  h.  für  eine  Gerade  statt  einer  Gurre 
der  f»-ten  Ordnung,  der  Satz: 

128.  ^  Wird  eine  Gerade  von  2  {m  ^  1)  Gurven  eines  Gurven- 
büschels  der  m-ten  Ordnung  berührt^  so  liegen  die  2  (m  —  1)  Berüh- 
rungspunkte sowohl,  als  auch  die  3  {m  —  1)^  Doppelpunkte  des 
Büschels  auf  einer  Gurve  der  2(m'^l)-ten  Ordnung,  dem  Orte  der 
Pole  der  gegebenen  Geraden  in  Bezug  auf  alle  Gurven  des  Büschels.^ 

§.  122. 

Der  geometrische  Ort  der  Berfihrungspnnkte  der  Gurven  zweier 
Büschel  von  den  Ordnungen  9t  ^  und  n,. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  der  gesuchte  Ort  (eine  Curye)  durch 
die  (n,*  +  Wj")  Basispunkte  gehen  muss,  da  sich,  wie  wir  wissen,  in 
jedem  Basispunkte  der  beiden  Büschel  zwei  Curven  derselben  berühren. 
Ist  nämlich  A  ein  Basispunkt  des  Büschels  J?,,  so  geht  durch  den- 
selben einerseits  eine  Gurve  0>  des  Büschels  B^,  welche  in  Ä  ein& 
ganz  bestimmte  Tangente  t  besitzen  wird.  Andererseits  kann  aber 
im  Büschel  B^  immer  eine  Gurve  (7"'  bestimmt  werden,  welche  eben- 
falls die  Gerade  i  in  A  berührt.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  übrigen 
Basispunkte,  sowohl  des  Büschels  B^  als  auch  des  Büschels  J?^. 

Ferner  wird  (nach  Satz  118)  jede  Gurve  O»  des  Büschels  B^  von 

n,  (Wj  4-  2n,  —  3) 

Gurven  des  Büschels  B^  berührt,  oder  mit  anderen  Worten,  auf  jeder 
Curve  G^  des  Büschels  B^  liegen  außer  den  n^'  Basispunkten  noch 
Hj  (n,  -j-  2n^  —  3)  weitere  Punkte  des  gesuchten  Berührungsortes  oder 
irgend  eine  Gurve  0**»  schneidet  die  gesuchte  Ortscurve  in    . 

^1*  +  ^1  (^t  +  27*5  —  3)  =  n,  (2n,  +  2n^  —  3) 
Punkten.    Hieraus  folgt,  dass  die  Ordnung  dieser  Ortscurve  gleich 

(2n, +  2na  — 3) 
ist. 
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Es  ist  nun  auch  unschwer  einzusehen,  dass  besagte  Curve  durch  die 

3(n,-l)»  +  3(n,-l)« 

Doppelpunkte  der  beiden  Büschel  geht,  nachdem  jeder  Doppel- 
punkt, weil  in  ihm  zwei  Punkte  des  Schnittes  zusammenfallen,  als 
uneigentlicher  Berührungspunkt  derjenigen  Curve,  welche  denselben 
besitzt,  mit  der  durch  ihn  gehenden  Curve  des  zweiten  Büschels  zu 
betrachten  ist.    Daher  der  Satz: 

729.  „  Die  Berührungspunkte  der  Ctirven  zweier  Büschel  von  der 
beziehungsweise  ni-ten  und  n^-ten  Ordnung  liegen  auf  einer  Curve 
der  [2  (Hj  +  n,)  —  S]'ten  Ordnung,  tvelche  durch  die  Basispunkte 
und  durch  die  Doppelpunkte  der  beiden  Büschel  geht.^ 

§.  123. 

Wenden  wir  den  vorstehenden  Satz  auf  folgenden  besonderen 
Fall  an. 

Gegeben  sei  eine  Curve  C**  der  n-ten  Ordnung  und  zwei  Geraden 
g^  und  g^.  Diesen  beiden  Geraden  entsprechen  zwei  Büschel  J?,  und 
B^  von  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  die  Curve  O. 

Die  Berührungspunkte  der  Curven  dieser  Büschel  liegen  sodann 
auf  einer  Curve,  welche  mit  Bücksicht  auf  obigen  Satz  und  mit 
Beachtung  dessen,  dass  n,  =  n»  =  (n  —  1)  ist,  einerseits  von  der 
(4  (n  —  1)  —  8]-t«n  Ordnung  sein  wird  und  andererseits  durch  die 
Doppelpunkte  und  Basispunkte  der  beiden  Büschel  B^  und  B^ 
gehen  muss. 

Erwägt  man  aber,  dass  die  beiden  Büschel  JS,  und  B^  eine 
Curve  —  die  erste  Polare  des  Schnittpunktes  von  g^  und  g^  —  gemein 
haben,  welche  durch  die  2  (n  —  1)^  Basispunkte  von  JB,  und  B^  hin- 
durchgeht, so  findet  man  leicht,  dass  diese  Curve  einen  Bestandtheil 
der  (n  —  l}-ten  Ordnung  des  vorgenannten  Ortes  repräsentiert. 

Denn  fasst  man  sie  einmal  als  Curve  des  ersten  Büschels  JS,, 
das  anderemal  aber  als  Curve  des  zweiten  Büschels  B^  auf,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  diese  beiden  Curven,  da  sie  zusammenfallen,  sich  in 
allen  Punkten  berühren  werden.  Alle  Punkte  dieser  Curve  (n — l)-ter 
Ordnung  sind  deshalb  als  Berührungspunkte  von  Curven  der  beiden 
Büschel  zu  betrachten. 

Als  Rest  bleibt  sodann  noch  eine  Curve  der 

[4  (n  —  1)  —  3  —  (n  —  l)]-ten  =  3  (n  —  2)  -ten  Ordnung 

übrig,  welche  durch  die  Doppelpunkte  der  Büschel  JS,  und  B^  geht 
und  den  Ort  der  Berührungspunkte  aller  anderen  Curven  des  Büschels 
B^  mit  den  Curven  des  Büschels  B^  darstellt. 
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Es  ist  nunmehr  auch  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  Curve  von 
den  beiden  Geraden  g^  und  9,,  also  auch  von  den  Büscheln  B^  und 
B^  unabhängig  ist,  oder  mit  anderen  Worten^  dasa  man  zu  derselben 
Curve  3  (w  —  2)-ter  Ordnung  unmittelbar  gelangt,  wenn  man  für  die 
Büschel  JB|  und  B^  zwei  beliebige  andere  Büschel  von  ersten  Polaren 
der  Curve  O,  substituiert. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  irgend  zwei  erste  Polaren  ein  Büschel 
bestimmen,  und  dass  in  diesem  Büschel  immer  eine  Polare  existiert, 
deren  Pol  auf  einer  beliebig  gelegenen  Geraden  liegt;  es  ist  dies  jene 
Polare,  welche  dem  erst  genannten  Polarenbüschel  und  dem  der  eben 
genannten  Geraden  entsprechenden  Polarenbüschel  gemein  ist. 

Setzen  wir  nun  voraus,  wir  hätten  zu  der  Curve  O  auf  die 
frühere  Weise  mittelst  zweier  Polarenbüschel  Bj  und  B^  die  Curve 
3  (n  —  2)-ter  Ordnung  bestimmt  und  denken  wir  uns  weiters  noch 
zwei  beliebige  andere  Polaren büschel  B\  und  B'^  angenommen,  so 
wird  es  sich  darum  handeln,  zu  zeigen,  dass  sich  in  jedem  Punkte 
der  Curve  3  (n  —  2)-ter  Ordnung  zwei  Curven  der  Büschel  B\  und 
B'^  berühren. 

Sei  beispielsweise  S  ein  Punkt  der  gefundenen  Curve  3(w—  2)-ter 
Ordnung,  so  berühren  sich  in  demselben  zwei  erste  Polaren,  d.  i.  zwei 
Curven  der  Büschel  J?,  und  B^.  Diese  beiden  Polaren  bestimmen 
daher  ein  Büschel  erster  Polaren,  welche  sich  sämmtlich  in  S  berühren. 
In  diesem  Büschel  wird  nun  offenbar  auch  eine  Curve  existieren,  welche 
gleichzeitig  dem  Büschel  B\  und  eine  zweite,  welche  dem  Büschel  B^^ 
angehört.  Im  Punkte  S  der  betrachteten  Curve  berühren  sich  somit 
zwei  Curven  der  Büschel  B\  und  B'^;  desgleichen  werden  sich  in 
einem  weiteren  Punkte  S'  zwei  andere  Curven  derselben  Büschel  be- 
rühren u.  s.  w.  Hieraus  ersiebt  man,  dass  die  betrachtete  Curve 
nicht  nur  den  geometrischen  Ort  der  Berührungspunkte  der  Curven 
von  JB,  und  J?,,  sondern  auch  jenen  von  Curven  zweier  beliebiger 
anderer  Büschel  B\  und  B*^  vorstellt,  d.  h!  dass  die  bezeichnete  Curve 
überhaupt  den  Ort  der  Berührungspunkte  aller  ersten  Polaren  der  O 
unter  einander  repräsentiert. 

Die  vorbezeichnete  feste  Curve  3(w— 2)-terOrdnung  enthält  aber 
auch,  wie  die  obige  Betrachtung  gezeigt  hat,  die  Doppelpunkte  aller 
ersten  Polaren,  sie  ist  also  nicht  nur  der  Ort  der  Berührungspunkte 
von  ersten  Polaren  der  O,  sondern  auch  der  Ort  aller  Doppelpunkte 
der  ersten  Polaren,  was  (nach  Zusatz  zu  Satz  97)  gleichbedeutend  ist 
mit  dem  Ort  der  Pole^  deren  conisohe  Polaren  in  zwei  Gerade 
degenerieren. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 
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130.  y^Die  ersten  Polaren  einer  Curve  nter  Ordnung  berühren 
sich  in  Ptmkten,  toeldie  eine  Curve  3  (n — 2yter  Ordnung  bilden; 
diese  Curve  ist  gieicheeitig  der  Ort  aller  Doppelpunkte  der  ersten 
Polaren,  oder  mit  anderen  Worten  der  Ort  jener  Punkte,  deren 
conische  Polaren  in  Bezug  auf  C"  in  zwei  Gerade  degenerieren,^ 

§.  124. 

Die  Curve  3  (n  —  2)-ter  Ordnung,  welche  mit  der  Fundamental- 
curve  in  dem  eben  entwickelten  Zusammenhange  steht,  wird  die 

„Hesse'sche  Curve** 
oder  auch  die  „Hessiana^  genannt. 

Nennen  wir  die  (n — 1)*  Basispunkte  eines Poiarenbüschels  (n  ■—  1)- 
ter  Ordnung  „verbundene^  Pole,  da  sie  als  gerade  Polare  eine 
und  dieselbe  Gerade  besitzen,  so  können  wir  die  Hesse'sche  Curve, 
wenn  wir  berücksichtigen,  dass  sich  in  einem  Punkte  derselben  alle 
Curven  eines  Polarenbüschels  berühren,  dieser  Punkt  mithin  zwei  zu- 
sammenfallende verbundene  Pole  vorstellt,  auch  noch  anders  definieren, 
wir  können  nämlich  behaupten: 

131,  „Die  Hessiana  ist  der  geometrische  Ort  aller  jener  Pole^ 
welche  mit  einem  ihrer  verbundenen  Pole  zusammenfallen,^ 

§.  125. 

Sine  weitere  Definition  der  Hesse'schen  Curve  können  wir  auf- 
stellen, wenn  wir  den  Begriff  der  „Indicatricon  eines  Punktes^ 
bezüglich  einer  C*^  einführen. 

unter  den  Indicatricen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Fnndamentalcurve  0"  versteht  man  die  beiden  Tangenten,  welche  von 
besagtem  Punkte  an  seine  conische  Polare  in  Bezug  auf  die  C** 
gelegt  werden  können. 

Gehört  der  Punkt  der  Fnndamentalcurve  C"  selbst  an,  so  gehen 
durch  denselben  sämmtliche  Polaren,  also  auch  die  conische  Polare, 
während  die  beiden  von  dem  bezeichneten  Punkte  an  die  genannte 
Polare  gezogenen  Tangenten  in  eine  einzige  Gerade,  d.  i.  die  Tangente 
der  coniscben  Polare,    in  diesem  Punkte   zusammenfallen. 

Dieselbe  Eigenschaft  haben  ferner  auch  die  Doppelpunkte  der 
ersten  Polaren  in  Bezug  auf  C^.  Da  nämlich  jedem  solchen  Doppel- 
punkte eine  conische  Polare  entspricht ,  welche  in  zwei  Gerade  dege- 
neriert, so  fallen  did  Tangenten ,  die  von  dem  Doppelpunkte  an  die* 
selbe  gezogen  werden,  in  eine  einzige  Gerade,  d.  i.  in  die  Ver- 
biBdangalinie  des  Doppelpunktes  mit  dem  Schnittpunkte  der  beiden 
die  oonische  Polare  bildenden  Geraden. 
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Es  ergibt  sieb  sonach  der  Satz: 


132.  y^Bic  FundametUalcurve  hiläet  mit  der  Hesse'sehen  Curve 
susamtnen  den  Ort  der  Punkte  y  deren  Indicatricen  sich  auf  eine 
einzige  Qerade  reducieren.^ 

§.  126, 

Nacbdem  der  geometrische  Ort  der  BerQhrungspankte  von  Gurven 
zweier  Büschel  eine  Curve  ist,  so  wird  es  bezüglich  dreier  Carven- 
büschel  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  geben,  in  welchen  sich 
drei  Curven  dieser  drei  Büschel  berühren. 

Sind  nämlich  JB, ,  B^  und  B^  die  drei  Büschel  von  der  n^-ten, 
ti^-ten,  resp.  nj-ten  Ordnung,  so  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
von  Curven  der  Büschel  By  und  B^  eine  Curve  der  [2  {n^  +  n,)  —  3]- 
ten  Ordnung,  welche  durch  die  Basispünkte  und  Doppelpunkte  beider 
Büschel  hindurchgeht. 

Ebenso  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Curven,  die  den 
Büscheln  JB,  und  B^  angehören,  eine  Curve  der  [2  (»j  +  n,)  —  3]-ten 
Ordnung,  welche  durch  die  Basispunkte  und  die  Doppelpunkte  der 
beiden  Büschel  B^  und  B^  geht. 

Diese  beiden  Curven  haben  daher  im  ganzen 

[2  (n,  +  w,)  -  3]  [2  K  +  n,)  -  8] 

Punkte  gemein,  worunter  sich  die  n^ '  Basispunkte  und  die3(n,  —  1}' 
Doppelpunkte  befinden. 

Es  bleiben  somit  noch 

[2  (n.  +  n,)  -  3]  [2  {n,+n^)  -  3]  -  n^«  -  3  (n.  -  !)• 
=  4  (n,  n,  -h  n^n^  +  n^n^)  _  6  (n^  +  w^  +  fij  —  1) 

Punkte  übrig. 

Durch  jeden  dieser  Punkte  geht  eine,  aber  auch  nur  eine  Curve 
der  drei  Büschel.  Nennen  wir  diese  drei  Curven,  die  durch  einen  der 
gefundenen  Punkte  gehen,  (7%  C"»  und  O«,  so  berühren  sich  sowohl 
O«  und  O»,  als  auch  O  und  C"»,  d.  h.  alle  drei  Curven  berühren 
sich  in  dem  betreffenden  Punkte. 

Mithin  der  Satz: 

133,  j,Es  gibt  4  (n^  w,  +  n^n^  +  n^n^)  —  6  (n^  -hn^-^n^  —  1) 
Funkte  y  in  welchen  sich  je  drei  Curven  dreier  Curvenbüschd  von  den 
bezüglichen  Ordnungen  n,,  n,  und  »,  berühren.^ 

Setzen  wir  Wg  =  1 ,  d.  h.  substituieren  wir  für  das  eine  Curven- 
büschel  ein  Strahlenbüschel,  so  ergibt  sich  aus  dem  vorstehenden 
Satze  der  folgende: 
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J34.  y^Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  den  Berührungs- 
punkten von  Curven  zweier  Büschel  der  begiehungsweise  n^'^en  und 
n2'ien  Ordnung  werden  von  einer  Curve  der  [4n,  n^ — 2(n^  '■\'n^)'\'ten 
Classe  umhüllt.*^ 

%.  127. 

Wenden  wir  den  vorstehenden  Satz  auf  zwei  Cnryenbüschel 
an,  welche  von  ersten  Polaren  einer  O  gebildet  werden.  In 
diesem  Falle  ist  n^  =z  n^z=in  —  1 ,   also 

4n,  n,  —  2  (n,  +  n^)  =  4  (n  —  1)«  -  4  (n  —  1). 

Dies  wäre  somit  die  Classe  derEnveloppe  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  in  den  Berührungspunkten  der  Curyen  beider 
Polarenbüschel. 

Nachdem  aber  beide  Büschel  eine  Polare  gemein  haben,  welche 
als  Curve  (n  —  l)-ter  Ordnung  in  beiden  Büscheln  auftritt  und,  wie 
früher  gezeigt  wurde,  sich  selbst  in  allen  Punkten  berührt,  so  bildet 
diese  Polare,  welche  von  der  Ordnung  (n —  1)  und  daher  von  der 
(n  —  1)  (n  —  2)-ten  Classe  ist,  selbst  einen  Bestandtheil  der  obigen 
Enveloppe.    Der  Rest  ist  mithin  eine  Curve  von  der  Classe 

4  (n  —  1)«  —  4  (n  —  1)  —  (n  —  1)  (n  —  2)  = 
=  (n  —  1)  [4  (n  -  1)  -  4  —  (»  -  2)]  =  (w— 1)  [4  (w— 2)  —  (n— 2)] 

=  3  (n  —  1)  (n  —  2). 

Da  aber  die  Berührungspunkte  der  ersten  Polaren  die  Schnitt- 
punkte der  letzteren  mit  der  Hess  ersehen  Curve  vorstellen,  so  folgt 
aus  der  angestellten  Betrachtung  der  Satz: 

135.  j^Bie  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  den  Berührungs- 
punkten der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  eine  O,  oder  mit  anderen 
Worten  j  die  Tangenten  der  ersten  Polaren  in  ihren  SchnittpunMen 
mit  der  Hesse' sehen  Curve  der  Fundam&ntaicurve^  umhüllen  eine  Curve 
der  [5  (n  —  1)  (n  —  2)]4en  Classe.^ 

§.  128. 

Die  Sätze,  welche  hier  bezüglich  der  Berührung  von  Curven  des 
Polarnetzes  (w  —  l)-ter  Ordnung  entwickelt  wurden,  gelten  auch  für 
ein   allgemeines   Curvennetz   n-ter   Ordnung. 

Ein  solches  Netz  hat  bekanntlich  die  wesentlichen  Eigenschaften, 
dass  durch  einen  Punkt  unendlich  viele  Curven  des  Netzes  gelegt  wer- 
den können,  und  dass  diese  Curven  ein  Büschel  bilden. 

Je  zwei  Büschel  des  Netzes  haben  eine  Curve  gemein,  und  drei 
Curven,  welche  nicht  einem  und  demselben  Büschel  augehören,  be- 
stimmen das  Netz  vollkommen. 
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Es  lässt  8ich  nun  nachweisen,  dass  für  ein  solches  Netz  ebenfalls 
eine  Curve  existiert,  welche  die  nämliche  Eigenschaft  bezüglich  des 
Netzes  besitzt,  wie  die  Hesse'sche  Curve  fQr  ein  Polarnetz,  d.  i. 
eine  Curve,  welche  den  Ort  der  Berührungspunkte  aller  sieb 
berührenden  Curven  des  Netzes  repräsentiert. 

Nehmen  wir  zum  Behufe  dieses  Nachweises  an,  das  Netz  wäre 
durch  drei  Curven  n-ter  Ordnung  C7|,  C,  und  O3  gegeben. 

Die  Curven  (7,  und  Co,  sowie  die  Curven  C^  und  C^  bestimmen 
je  ein  Büschel  (G^C^,  resp.  (C, C3)  des  Netzes. 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Curven  dieser  beiden  Büschel 
n-ter  Ordnung  ist  (nach  Satz  129}  eine  Curve  der  (4n — 3)-ten  Ordnung. 
Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Curve  G^  beiden  Büscheln  ange* 
hört,  sich  also  in  allen  ihren  Punkten  selbst  berührt,  so  ist  klar,  dass 
dieselbe  einen  Bestandtbeil  n-ter  Ordnung  dieser  Curve  repräsentiert, 
dass  mithin  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Curven  beider  Büschel 
bloß  eine  Curve  der   3(n  —  l)-ten  Ordnung  darstellt. 

Nun  existiert  aber  nicht  für  je  zwei  Büschel  des  Netzes  eine 
andere  derartige  Curve,  sondern  die  eben  gefundene  Cnrve  hat  die 
obige  Eigenschaft  auch  für  alle  anderen  Paare  von  Büscheln,  d.  h.  die 
genannte  Curve  der  3  (»  —  l)-ten  Ordnung,  die  wir  kurz  mit  K  be- 
zeichnen wollen,  ist  nicht  nur  der  Ort  der  Berührungspunkte  der 
Curven  der  Büschel  (C|C,)  und  {0^0^^  sondern  überhaupt  der  Ort 
der  Berührungspunkte  aller  sich  berührenden  Curven  des  Netzes. 

Seien  etwa  C  und  O*  zwei  beliebige  Curven  des  Netzes,  welche 
sich  in  einem  Punkte  S  berühren,  aber  weder  dem  Büschel  (C,  C,) 
noch  dem  Büschel  (C,  C,)  angehören  mögen. 

Diese  beiden  Curven  C  und  C  scheiden  aus  dem  Netze  ein 
Büschel  aus,  dessen  Basispunkte  die  Schnittpunkte  von  O  und  C"  sind. 
Da  aber  zwei  von  den  Basispunkten  in  S  zusammenfallen,  so  berühren 
sich  alle  Curven  des  Büschels  (CG")  im  Punkte  8. 

Gemäß  der  Definition  des  Netzes  existiert  aber  in  dem  Büschel 
{G'G")  eine  Curve,  welche  gleichzeitig  dem  Büschel  (C|(7,)  und 
eine  zweite,  welche  gleichzeitig  dem  Büschel  ((7,  G^  angehört.  Diese 
beiden  Curven  berühren  sich  in  S^  daher  der  Berührungspunkt  S  in 
der  That  der  früher  gefundenen  Curve  K  angehören  muss* 

Wir  sehen  also,  dass  sich  in  jedem  Punkte  von  K  nicht  nnr 
zwei,  sondern  unendlich  viele  Curven  des  Netzes  berühren,  welche  je 
ein  Büschel  bilden.  Da  aber  (nach  Satz  129)  die  Curve  K  die  Doppel- 
punkte der  Büschel  (C,  C,)  und  {C^G^  enthält,  so  folgt  offenbar, 
dass  sie  auch  die  Doppelpunkte  jedes  anderen  Büschels  im  Netze  ent- 
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halten,   d.  h.   gleichzeitig  den  geometrischen  Ort  der  Doppelpunkte 

der  Carven  des  Netzes  Torstellen  wird. 

Die  Curve  Z^  wird  deshalb  auch  die  „Hesse'sche  Curve  des 

Netzes"  genannt. 

§.  129. 

Haben  alle  Curven  eines  Netzes  einen  Punkt  —  er  heiße  A  — 
gemein 9  so  wird  bekanntlich  ein  Punkt  a^  welcher  dem  Punkte  A 
auf  einer  durch  den  letzteren  beliebig  gezogenen  Geraden  t  unendlich 
nahe  liegt,  aus  dem  Netze  ein  BQschel  von  Curven  ausscheiden,  welche 
alle  die  Gerade  t  mA  berühren ,  und  unter  welchen  demgemäß  nach 
Satz  53)  eine  Curve  existiert,  für  welche  A  ein  Doppelpunkt  ist. 

Nennen  wir  diese  Curve  (7,,  und  seien  t^  und  ^3  ihre  Doppel- 
punktstangenten. 

Alle  Curven  des  Netzes,  welche  t^  in  A  berühren,  bilden  ein 
Büschel  B^,  aus  welchem  wir  eine  beliebige  Curve  C^  ausscheiden. 
Die  letztbezeichnete  Curve  hat  also  mit  (7,  nicht  nur  den  Punkt  A^ 
sondern  auch  den  diesem  Punkte  unendlich  nahe  auf  der  Tangente  t^ 
liegenden  Punkt  A^  gemein. 

In  gleicher  Weise  bilden  die  Curven  des  Netzes,  welche  die 
Doppelpunktstangente  ^3  in  A  berühren ,  ein  Büschel  B^ ,  aus  welch 
letzterem  wir  wieder  eine  beliebige  Curve  C^  ausscheiden,  die  mit  C, 
den  Punkt  A  und  den  auf  A  in  der  Richtung  ^3  unmittelbar  folgen- 
den Punkt  A^  gemein  hat. 

Das  Netz  kann  nun,  durch  die  drei  Curven  C^y  C^  und  C^j  als 
gegeben  betrachtet  werden  und  die  Hesse 'sehe  Curve  dieser  drei 
Carven  wird  auch  jene  des  Netzes  sein. 

Die  geraden  Polaren  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  (7, ,  C^  und  C^ 
sind  einerseits  eine  unbestimmte  durchs  gehende  Gerade  und  ander- 
seits die  Tangenten  von  (7,  und  C3  in  A;  dieselben  schneiden  sich 
mithin  in  diesem  Punkte.  Hieraus  folgt,  dass  A  ein  Punkt  der  Hesse- 
schen  Curve  sein  müsse. 

Was  den  Punkt  ^  anbelangt,  so  fallen  dessen  gerade  Polaren 
in  Bezng  auf  C^  und  0,  mit  f,  zusammen,  während  seine  gerade 
Polare  in  Bezug  auf  G^  irgend  eine  Gerade  t  sein  wird.  Der  Schnitt- 
punkt von  t,  und  r  ist  sodann  als  der  Schnittpunkt  dieser  drei  Polaren, 
und  A^  mithin  als  ein  Punkt  der  Hesse'schen  Curve  anzusehen. 

In  gleicherweise  ergibt  sich,  dass  auch  A^  der  Hesse'schen 
Curve  angehört. 

Hieraus  ist  aber  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  die  Hesse'schc 
Curve  in  A  von  den  beiden  Geraden  t^  und  ^3  berührt  wird,  also  eben- 
falls einen  Doppelpunkt  in  A  besitze. 

Pesclika,  Dantellende  n.  projeciivo  Geometrie.    IL  9 
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Mithin  kann  der  Satz  aufgestellt  werden: 

136.  „Besitzen  die  Ourven  eines  NeUes  einen  gemeinschaftlichen 
Punkte  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  für  eine  gewisse  Curve  des 
Netzes  und  für  die  Hesse^sche  Curve  desselben;  die  beiden  genannten 
Curven  besitisen  die  nämlichen  Doppdpunktstangenten.^ 

§.  130. 

Nehmen  wir  an,  dass  alle  Curven  des  Netzes  durch  zwei  un- 
endlich nahe  Punkte,  die  in^  vereinigt  sein  mögen,  hindurch- 
gehen, d.  h.  dass  alle  Curven  des  Netzes  eine  und  dieselbe  durch  A 
gehende  Gerade  t  in  Ä  berühren,  so  wird  ein  Punkt  a,  welcher  dem 
Punkte  A  auf  einer  durch  ihn  gebenden  Geraden  ^  unendlich  nahe 
liegt,  aus  dem  Netze  ein  Curvenbüschel  ausscheiden. 

Jede  Curve  des  Büschels  hat  also  sowohl  mit  ^,  als  auch  mit  t' 
in  Ä  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein,  woraus  folgt,  dass  A  für 
alle  Curven  des  Büschels  einen  Doppelpunkt  vorstellt.  Gleichzeitig 
sehen  wir  nunmehr  auch  ein,  dass  dieses  Büschel,  da  offenbar  nicht 
alle  Curven  des  Netzes  in  A  einen  Doppelpunkt  haben  werden,  das- 
selbe bleibt,  welche  Lage  die  Gerade  f  auch  immer  haben  mag.  In 
dem  bezeichneten  Büschel  existieren  zwei  Curven,  für  welche  A  (nach 
Satz  54)  ein  Bückkehrpunkt  ist.  Für  eine  dieser  zwei  Curven 
ist  t  gleichzeitig  Büokkehrtangente/  und  zwar  für  jene,  welche 
mit  t  \n  A  drei  zusammenfallende  Punkte  und  mit  f  zwei  in  A  zu- 
sammenfallende Punkte  gemein  hat. 

Berücksichtigt  man  diese  Eigenschaft  in  der  Weise,  dass  man 
einerseits  sowohl  die  beiden  Curven,  welche  den  Bückkehrpunkt  A 
besitzen,  und  als  auch  andererseits  eine  der  Curven,  welche  die  Ge- 
rade t  in  A  einfach  berührt,  als  Bestimmungsstücke  des  Netzes  an- 
nimmt, so  zeigt  eine  einfache  Betrachtung,  welche  der  im  vorher- 
gehenden §.  129)  angestellten  analog  ist,  dass  die  Hesse'sche  Curve 
des  Netzes  in  A  einen  dreifachen  Punkt  besitze,  von  welchem 
zwei  Tangenten  mit  der  Geraden  t  zusammenfallen. 

Dieses  Ergebnis  liefert  den  Satz: 

137.  „Berühren  sich  die  Curven  eines  Netzes  sämmtlich  in  einem 
Punkte,  so  gibt  es  in  dem  Netze  ein  Büschel,  für  dessen  Curven  der 
getumnte  Punkt  ein  Doppelpunkt  und  für  zwei  unter  ihnen  insbesofi- 
dere  ein  Rückkehrpunkt,  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der 
Netzcurven^  als  Bückkeltrtangente y  ist.  Die  Hesse* sehe  Curve  des 
Netzes  geint  dreimal  durch  diesen  Punkt  und  berührt  in  demselben 
zweimal  die  gemeinschaftliche  Tangente,^ 
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%.  131. 
Die  Jakobl'sche  Cnrye  fttr  drei  Caryen. 

Seien  C7|,  C,  und  C^  drei  Gurven  von  den  bezüglichen  Ordnungen 
n^y  n,  und  n,.  Wir  wollen  den  Ort  jenes  Punktes  P  suchen,  dessen 
gerade  Polaren  in  Bezug  auf  C^,  C^  und  C^  immer  durch  einen 
Punkt  Q  gehen,  oder,  mit  anderen  Worten,  es  sind  diejenigen  Punkte  P 
zu  bestimmen,  in  welchen  sich  die  ersten  Polaren  gewisser  anderer 
Punkte  Q  in  Bezug  auf  C^  (7,  und  C^  schneiden. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  einen  Punkt  o  als  fest  an- 
nommen  und  durch  denselben  irgend  eine  beliebige  Gerade  g  gelegt. 

Die  ersten  Polaren  der  Punkte  von  g  in  Bezug  auf  die  Cur^en 
(7i  und  C^  bestimmen  zwei  projectivische  Curvenbüschel  von  der 
(n,  —  l)-ten,  resp.  von  der  (wj  —  l)-ten  Ordnung,  in  welchen  sich 
solche  Curven  entsprechen,  die  als  Polaren  des  nämlichen  Punktes 
von  g  in  Bezug  auf  C^  und  C^  auftreten. 

Diese  beiden  Büschel  erzeugen  (nach  Satz  57)  eine  Curve  der 
(fij  +  Wg  —  2)-ten  Ordnung,  welche  durch  die  (n^  —  1)*  Basispunkte 
des  einen  Büschels  und  durch  die  (n^  —  1)^  Basispunkte  des  andern 
Büschels  geht.  Nennen  wir  diese  Curve  K^.  Die  besagte  Curve  K^ 
repräsentiert  den  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  ersten  Polaren  aller 
Punkte  von  g  in  Bezug  auf  die  Curven  C^  und  C^. 

Sehen  wir  nun  zu,  in  welcher  Weise  sich  die  Curve  K^  ändert, 
wenn  wir  die  Gerade  ^  um  o  drehen. 

Einerseits  wird  die  Curve  JE,  immer  durch  (n^  —  1)  (w^  —  1) 
feste  Punkte,  d.  i.  durch  die  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren  des 
Punktes  o  in  Bezug  auf  0,  und  C,  gehen. 

Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkte 
nur  eine  Curve  K^  hindurchgeht.  Denn,  bestimmen  wir  zu  p  die  ge- 
raden Polaren  in  Bezug  auf  C^  und  C^ ,  so  treffen  sich  dieselben  in 
einem  Punkte  $,  dessen  erste  Polaren  in  Bezug  auf  C,  und  0^  sich 
in  p  schneiden.  Es  gibt  sonach  nur  eine  Curve  K^ ,  welche  durch  p 
geht,  und  zwar  diejenige,  welche  der  Geraden  g  entspricht,  die  o  mit 
p  verbindet. 

Ans  diesen  Eigenschaften  folgt,  dass  sich  die  Curve  K^  bei  der 
Drehung  der  Geraden  g  um  o  derart  verändert,  dass  sie  ein  Curven-* 
büschel  erzeugt. 

Stellen  wir  nun  die  gleiche  Betrachtung  bezüglich  der  Geraden  g 
und  der  Curven  C^  und  C^  an,  so  erhalten  wir  offenbar  eine  andere 
Curve  K^  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren  aller  Punkte 
von  g  in  Bezug  auf  C^  und  C3« 

9» 
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Beschreibt  wieder  g  das  StrahlenbQschel  o ,  so  erzengt  die  Curve 
JST,  ein  zu  demselben,  also  auch  zu  dem  Büschel  der  K^  projec- 
tivischeg  Curvenbüschel  (n^  +  **3 — 2)-ter  Ordnung. 

Die  beiden  Büschel  erzengen  mithin  eine  Curve  der 

(«j  +  n^  —  2)  -f  (n^  +  »3  —  2)-ten  =  (2n,  +  w,  -(-  Wg  —  4)-ten 

Ordnung. 

Diese  Curve  degeneriert  aber  in  zwei  Curven  niederer 
Ordnung,  wie  folgende  Untersuchung  ergibt. 

Denken  wir  uns  zu  einer  beliebigen  Lage  der  Oeraden  g  sowohl 
die  K^  als  auch  die  K^  (die  sich  in  diesem  Falle  entsprechen)  be- 
stimmt, so  findet  man,  dass  K^  als  Erzeugnis  der  beiden  Polaren- 
büschel der  Geraden  g  in  Bezug  auf  (7,  und  C,,  die  Basispunkte  des 
erstgenannten  Büschels  enthUt  Dasselbe  gilt  selbstverständlich  auch 
bezüglich  der  Curve  Z^,  als  Erzeugnis  der  Polarenbüschel  von  g  in 
Bezug  auf  Cj  und  C3. 

Die  (n^  —  1)*  Basispunkte  haben  nun  die  beiden  entsprechenden 
Curven  K^  und  K^  gemein*  Die  genannten  (n,  — 1)'  Basispunkte 
liegen  aber  auf  der  ersten  Polare  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  C'i,  d.  h. 
auf  einer  Curve  (n^  —  l)-ter  Ordnung,  und  werden  auf  derselben  immer 
liegen ,  welche  Lage  auch  die  Gerade  g ,  wenn  sie  überhaupt  nur 
durch  0  geht,  annehmen  mag.  Hieraus  ist  leicht  zu  entnehmen,  dass 
die  genannte  Polare  von  0  einen  Bestandtheil  (n^  —  Ij-ter  Ordnung 
der  obigen  Curve  von  der  (2n,  +  w,  +  Wg  — -  4)-ten  Ordnung  bildet, 
und  dass  mithin  der  Rest  eine  Curve  der 

(n,  +  n«  +  W3  —  3)  -  ten  oder  der  [(n^  —  1)  +  (n^  —  i)  -f  (n,  —  1)]  -  ten 
Ordnung  vorstellt. 

Betrachten  wir  irgend  einen  beliebigen  Punkt  S  dieser  Curve  ^  so 
gehen  durch  denselben  einerseits  zwei  entsprechende  Curven  der  Po- 
larenbüschel irgend  einer  Geraden  g  in  Bezug  auf  G^  und  0^,  und 
andererseits  zwei  entsprechende  Curven  der  beiden  Polarenbüschel  der- 
selben Geraden  g  in  Bezug  auf  Q^  und  O3. 

Mit  anderen  Worten:  irgend  ein  Punkt  S  der  obbezeichneten 
Cmrve  hat  die  Eigenschaft,  dass  durch  denselben  die  drei  ersten 
Polaren  irgend  eines  (gewissen,  nicht  näher  apgegebenen)  Punktes  $ 
in  Bezug  auf  C,,  (7,  und  C,  gehen,  oder  dass  der  betreffende  Punkt 
den  Pol  vorstellt,  dessen  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  C,,  C, 
und  G^  durch  einen  Punkt  2  gehen. 

Diese  Curve  wird  die  „Jacobi'sche  Curve"  der  drei  Curven 
C|,  Cg,  C3  oder  kurz  auch  die  „Jacobiana*^  von  Q,  (7^,  ^3  genannt. 
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§.  132. 

Haben  die  Carven  (7,,  Q  und  C^  einen  Punkt  A  gemein,  so 
gehen  dessen  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  C,,  C,  und  C,  durch  ihn 
selbst  hindurch;  derselbe  stellt  somit  einen  Punkt  derjacobiana  vor. 

Ein  Gleiches  gilt  natürlich  für  alle  anderen  Punkte,  durch  welche 
gleichzeitig  alle  drei  Curven  C,,  CJ,  und  C^  gehen.  Ferner  ist  be- 
kannt, dass  die  gerade  Polare  eines  Doppelpunktes  einer  Curve  in 
Bezug  auf  diese  unbestimmt  sei. 

Hat  demgemäß  eine  der  drei  Curven  einen  Doppelpunkt,  so  kann 
dessen  gerade  Polare  so  gewählt  werden,  dass  sie  durch  den  Schnitt- 
punkt der  geraden  Polaren  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  beiden 
anderen  Carven  geht.  Jeder  Doppelpunkt  einer  der  drei  Curven  ist  so- 
nach auch  ein  Punkt  der  Jacobi'schen  Curve.  Mithin  besteht  der  Satz : 

138.  j^Die  Jaccbiana  dreier  Curven  geht  durch  die  Doppelpunkte 

derselben   und  durch  jene  PunMe^   welche   alle  drei  Curven  gemein 

hdben.*^ 

§.  133. 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  n^  =  n^  sei,  dass  also  die 
Curven  (7,  und  (7,  von  derselben  Ordnung  seien,  dann  wird  sich  die 
Jacobi'sche  Curve  nicht  ändern,  wenn  man  für  die  Curven  C^  und 
C,  zwei  andere  Curven  C^  und  Cq  substituiert,  welche  dem  durch 
C^  und  (7,  bestimmten  Büschel  angehören. 

Denn  schneiden  sich  die  geraden  Polaren  irgend  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  C^  und  (7g  in  einem  Punkte  Q,  so  gehen  durch  den 
letzteren  auch  die  beiden  geraden  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  O^ 
und  C^  (Satz  78).  Hieraus  folgt,  wenn  man  annimmt,  der  Punkt  P 
sei  ein  Punkt  der  Jacobiana,  die  Sichtigkeit  der  oben  aufgestellten 
Behauptung. 

Nachdem  n^  =  n,,  oder,  was  dasselbe  Besultat  liefert,  wenn 
9tg  =  n,  ist,  so  wird  die  Ordnung  der  Jacobiana  für  diesen  spe* 
ciellen  Fall  ausgedrückt  durch: 

{n,  +  2n^  —  3). 

Man  kann  nun  auch  behaupten,  dass  die  Jacobiana  far  diese 
drei  Curven  (7i,  C„  und  C^  der  Ort  jener  Punkte  ist,  welche  in  Bezug 
auf  (7,  und  auf  die  Curven  des  Büschels  {C\  C\)  dieselbe  gerade 
Polare  besitzen.  Diesfalls  stimmt  die  Jacobiana  mit  der  in 
Satz  127)  definierten  Ortscurve  überein. 

Sind  insbesondere  CJ,  C^  und  C^  Curven  von  derselben  Ordnung, 
d.  h.  ist  n^  =  n^=:n^,  so  kann  man  für  dieselben  drei  andere  Cur- 
ven substituieren,  und  zwar,  dem  Vorausgeschickten  gemäß,  drei  Curren 
C*i,  (?,  und  C3  derart,  dass  C^,  (7,  dem  Büschel  (C,  (7«),  C^,  O^ 
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dem  Büschel  (C,  C^  und  (?j,  C^  dem  Büschel  (C,  C,)  angehören, 
was  aber  bekanntlich  nichts  anderes  heißt,  als  dass  O^,  O^  und  O^ 
dem  durch  (7|,  C,  und  C^  bestimmten  Netze  angehören. 

Wir  sehen  also,  dass  sich  die  Jacobiana  dreier  Curven  von 
gleicher  Ordnung  nicht  ändert,  sobald  man  für  diese  Curye  drei 
beliebige  andere  Cur?en  des  durch  die  drei  ersten  Curven  be- 
stimmten Netzes  setzt. 

Da  n,  =  na  =  ng  =  n  ist ,  so  wird  die  Ordnung  der  Jacobiana 
in  diesem  Falle  gleich  3  (n  —  1)  sein. 

Wir  haben  niithin  den  Satz: 

139,  y^Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren  gerade  Polaren 
in  BeBug  auf  die  Curven  eines  Netees  n-ter  Ordnung  sich  in  einem 
Punkte  schneiden ,  ist  eine  Curve  3  (n  —  l)'ter  Ordnung ,  welche 
(ScUjs  138)  die  Doppelpunkte  der  Netacurven  enthaU."^ 

Der  Zusatz  zeigt,  dass  die  Jacobiana  eines  Gar vennetzes  iden- 
tisch ist  mit  der  He ssi an a  desselben  Curvennetzes ,  woraus  sich  für 
die  letztere  eine  neue  Definition  ergibt. 

§.  134. 
Die  PIficker'schen  Formeln. 

Bezeichnen  wir  mit 

n   die  Ordnung, 

m    7)    Classe, 

d     V    Zahl  der  Doppelpunkte, 

-/(     7)        7)        n    Bückkehrpünkte, 

T     7?       n        V    Doppeltangenten, 

i     V       7)        n    Wendetangenten 

einer  beliebigen  Curve  O,  so  wurden  bereits  früher,  in  Überein- 
stimmung mit  der  hier  angenommenen  Bezeichnung,  die  beiden 
Plücker'schen  Formeln: 

m  ■=  n  (w  —  1)  —  2d  —  3x  und 

n  =:w(m —  1)  —  2t  —  3i 
aufgestellt. 

Mittelst  der  entwickelten  Sätze  aus  der  Polarentheorie  ist  es 
aber  möglich,  noch  eine  dritte  Qleichung  zwischen  diesen  Cha- 
rakteren abzuleiten,  welche  ebenfalls  von  Plücker  herrührt  und 
von  demselben  (analytisch)  bewiesen  wurde. 

Berücksichtigen  wir,  dass  ein  Punkt  der  Curve,  dessen  conische 
Polare  in  zwei  Geraden  degeneriert,  nach  der  Bemerkung  zum 
Satze  101)  entweder  ein  Doppelpunkt  oder  ein  Wendepunkt  ist, 
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so  wird  es  nicht  schwierig  sein,  die  Zahl  der  Wendepunkte  einer 
Curve  zu  bestimmen. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Hessiana  einer  Curve  O  eine 
Curve  3  (n  —  2)-ter  Ordnung  ist ,  welche  den  Ort  jener  Punkte  vor- 
stellt,  deren  conische  Polaren  in  Bezug  auf  die  O  in  zwei  Gerade 
d^enerieren. 

Diese  Hessiana  schneidet  mithin  die  Curve  O  in  3n  (n  —  2) 
Punkten,  welche  die  Wendepunkte  und  Doppelpunkte  der  O 
repräsentieren« 

Hat  nun  die  (7**  keine  Doppelpunkte  und  keine  Bück- 
k ehrpunkte,  so  sind  die  3n(w  —  2)  Schnittpunkte  mit  ihrer 
Hessiana  sämmtlich  Wendepunkte. 

Hieraus  findet  man  unschwer  auch  die  Zahl  der  Doppeltan- 
genten einer  allgemeinen  Curve  n-ter  Ordnung,  d.h. einer  Curve, 
welche  keine  Doppel-  und  keine  Bückkehrpunkte  besitzt. 

Die  C lasse  der  Curve  ist  sodann  gleich: 

m  -=11%  {n  —  1). 
Ferner  ist: 

n  =  m  (m  —  1)  —  2r  —  3i 
und  da 

i  =  3  n  (w  —  2) 
ist,  so  folgt: 

n  =  n'  (w  —  1)«  —  n  (n  —  1)  —  2t  —  9n  (»  —  2), 
also  * 

2r  =  n«  (n  —  1)«  —  n  (n  —  1)  —  n  —  9n  (n  —  2) 
=  n  [n  (w  —  1)^  —  (n  —  1)  —  1  —  9(n  —  2)J 
—  n\n  (n«  —  2w)  —  9  (n  —  2)] 
oder  2r  =  n  («  —  2)  (n«  —  9). 

Die  Zahl  der  Doppeltangenten  einer  allgemeinen  Curve 
n-ter  Ordnung  ist  daher  gleich: 

r  =  -J-n(n  — 2)  (n'  -  9). 

Setzen  wir  aber  voraus,  die  Curve  C"  besitze  einen  Doppel- 
punkt dj  so  gehen  alle  ersten  Polaren  durch  d  und  die  Hessiana 
des  Polarnetzes  (n — l)-ter  Ordnung,  welche  gleichzeitig  auch  die 
Hessiana  der  Curve  C^  selbst  vorstellt,  geht  sodann  (nach  Satz  186) 
zweimal  durch  ä,  d.  h.  die  besagte  Curve  hat  in  d  gleichfalls  einen 
Doppelpunkt  und  zwar  mit  den  nämlichen  Tangenten,  welche  C" 
in  d  besitzt. 
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Dieser  Doppelpunkt  d  gilt  also  (nach  Satz  27)  för  sechs  Durch- 
schnittspunkte der  O  mit  ihrer  Hessiana,  d.  h.  besitzt  die  Ourve  O 
8  Doppelpunkte,  so  repräsentieren  von  den  ihr  angehörigen 

Zn(n  —  2) 

Schnittpunkten  mit  der  Hessiana  bloß 

3w  (n  — 2)  —  6d 
Punkte,  die  Wendepunkte. 

Besitzt  aber  O  eine  Spitze  d,  deren  Bäckkehrtangente  T  sei, 
so  berühren  alle  erste  Polaren  die  T  in  d  und  ist  sodann  d  (nach 
Satz  137)  ein  dreifacher  Punkt  fQr  die  Hessiana,  wobei  T  zwei 
Zweige  der  Hessiana  in  d  berührt.  Diesfalls  zählt  d  in  beiden 
Curven  (nach  Satz  27)  für  acht  Schnittpunkte^  d.  h.  jeder  Rück- 
kehrpunkt der  G^  vermindert  die  Zahl  der  Wendepunkte 
um  acht  Einheiten. 

Eine  O  mit  8   Doppel-  und  x   Bückkehrpunkten   besitzt 

sonach 

3«(n  — 2)  —  6d  — 8x 
Wendepunkte. 

Und  reciprok: 

Die  Anzahl  der  Bückkehrpunkte  einer  Gurve  m-ter  Classe 
mit  r  Doppeltangenten  und  i  Inflexionstangenten  ist  gleich 

X  =  3  m  (m  —  2)  —  6r  —  8i. 

Wir  haben  somit  zwischen  den  sechs  Zahlen  m,  n,  8,  x,  r,  i  die 
vier  Gleichungen: 

m  =  w  (n  —  1)  — 2*  -  3x  ! 1) 

n  ^=:^  m  {m  —  1)  —  2r  —  3t Ij) 

i  =  3n  (w  —  2)  —  6tf  —  8x 2) 

x  =  äm  (w  — 2)  —  6t  — 8i 2^) 

Drei  von  diesen  Zahlen  bestimmen  mit  Hilfe  irgend  dreier  der 
vier  Gleichungen  die  übrigen  drei  Zahlen.  Wir  ersehen  hieraus,  dass 
die  vier  Gleichungen  von  einander  nicht  unabhängig  sind,  wie 
man  sich  auch  auf  folgende  Weise  leicht  überzeugen  kann. 

Multipliciert  man  die  Gleichung  1)  mit  der  Zahl  3  und  subtra- 
hiert sodann  die  Gleichung  2),  so  erhält  man: 

3m  —  i  =  3n  (»  —  1)  —  3w  (n  —  2)  —  x 

=  3w  —  X 

oder 

3  (n  —  w)  =  X  —  i, 

Multipliciert  man  IJ  mit  der  Zahl  3  und  subtrahiert  hiervon 
die  Gleichung  2,),  so  findet  man: 
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3»  —  x=:3m(w  —  l)  —  3m  {m  —  2)  —  i 
=  3  m  —  i, 

also  wieder:  3  (n  —  w)  ==  x  —  a. 

Wir  haben  also  die  drei  von  einander  unabhängigen  Glei- 
chungen : 

m  =  n  (w—  1)  —  2(J  — 3x 1) 

n  =  m  {m  —  1)  —  2r  —  3i IJ 

2  (w  —  m)  =  X  —  f 3) 

Diese,  sowie  die  übrigen  aus  ihnen  abgeleiteten  Oleichungen 
nennt  man  die  ^Plflcker'schen  Gleichungen"^). 

Mit  Hilfe  Torstehender  Gleichungen  kann  man  nun  auch  die 
Doppeltangenten  einer  Curve  der  n-ten  Ordnung  mit  d 
Doppel-  und  x  Sückkehrpunkten  bestimmen. 

Es  ist  nämlich 

i  =  3 n  (n  —  2)  —  6*  —  8x 

n  =:  m  {m  —  1)  —  2r  —  3i 

also 

2r  =  m  (m  —  1)  —  w  —  3i 

=  m(m  —  l)  —  n  —  9w  (w  —  2)  +  18*  +  24x, 

=  [n  (n  -  1)  —  2*  —  3x]  [n  (w  —  1)  —  2*  —  3x  —  1]  —  w  — 

—  9n(n  — 2)  +  18*  +  24x. 

=  n«(n— l)«~.2n(w  — 1)[2(J  +  3x]  —  f)(w— 1) +2*  +  3x  — 

-  n  —  9n  (n  —  2)  +  18*  +  24x  +  (2*  +  3x)*, 

=  n[w(w— l)»-(w— 1)— n— 9(n— 2)]— 2f2«J+3x][n«— n-6]^- 
+  4d  (*  —  1)  +  12*x  +  9  X  (x  —  1), 
=  n  (w  —  2)  (n»  —  9)  —  2  (2*  +  3x)  (n«  —  n  —  9)  + 
+  4  *  (*  —  1)  +  9x  (x  —  1)  +  12*  .  X 
iL  h. 

r  =  ^n  (n  —  2)  (n«  —  9)  -  (n«  —  n  —  9)  (2*  +  3x)  + 
-f-2*(*  — 1)  +  |x  (x—  1)  +  6*.x. 

Aus 

m  :=  n  {n  —  1)  — 2d  —  3x    und 

n  ^=  fn{m  —  1)  —  2r  —  3i 
folgt  durch  Subtraction 

1»  —  n  =  w  —  n  +  w«  —  m«  —  2  (*  —  t)  —  3  (x  —  i) 

oder 

w«  —  m«  —  3  (x  —  i)  =  2  (*  —  t) 

und  durch  Substitution  aus  2)  folgt: 

2  (*  —  r)  =  n«  —  w^  —  9  (w  —  m) 

2  (*  —  r)  =  (w  —  w)  (w  +  m  —  9). 
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Eine  andere  höchst   wichtige  Gleichung  ergibt   sich  durch  Sub- 
traction  der  Gleichungen  1)  und  IJ^  nämlich: 

m«  —  2r  —  3t  =  w"  —  2*  —  3x. 

Subtrahiert  man  uun  noch  die  mit  3)  äquivalente  Belation 

5m  —  i  =  3n  —  x, 
so  erhält  man: 

w«  —  3m  —  2r  —  2i  =  n«  —  3n  —  2d  —  2x 

oder,  was  dasselbe  ist,  sobald  man  beiderseits  die  Zahl  2  addiert  und 
sodann  durch  die  Zahl  2  dividiert: 

(m  -  1)  (m  -  2)  .  _    (n  -  1)  (n  -  2)  .  •      . 

„  ""~  *  ~~~  '  —  Q  ~"~  o  ~^^  X  •  •  •  •  •  •  ^^ 

Der  Ausdruck 

in  —  1)  (n  —  2)         ^  (m  —  1)  fm  —  2) 

JP    =  '- '-  —  d  —  X  = '-^ ^   —  TT  —  t 

wird   das  „Geschlecht"  der  Curve  genannt. 
Wenn  p  gleich  Null  ist,  so  wird 

d.  h.  (mit  BGcksicht  auf  Satz  29):  Die  Curve  hat  die  Mazimal- 
zahl  von  Doppelpunkten. 

Jede  Curve  vom  Geschlechte  „0^  besitzt  also  die  Maximal- 
zahl von  Doppelpunkten. 

Die  Curven  vom  Geschlechte  0  nennt  man  nach  Gayley:  „üni- 
cursalcurven^  oder,  nach  Gremona:    „Homaloidal-Curven^'. 

Eine  Curve  hat  hingegen  das  größte  Geschlecht 

(n  ->  1)  (n  -  2) 
^-  2 ^ 

wenn  sowohl  d,  als  auch  x  =  0  wird,  d.  h.  wenn  sie  weder  Dop* 
pelpunkte  noch  Bückkehrpunkte  besitzt^  also  eine  „allge- 
meine" Curve  »-ter  Ordnung  vorstellt. 

Eine  Curve  n-ter  Ordnung  mit  einem  (n  —  1) -fachen  Punkt  ist 
stets   eine    Unicursal curve.     Denn    dieser    (n  —  1) -fache    Punkt 

repräsentiert  bekanntlich  (»*  —  Doppelpunkte.      Es    ist 

mithin 


also 


g^<n-J)Jn-J)       ,=0 


^^(n-lHn-.)_^_^ 


Oder  ^^(n-IHn-2)_(n-mn-2)^Q^ 
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§.  135. 

Bas  Gesetz  Ton  der  Erhaltung  des  Geschleehtes  bei  swei  sich  punkt- 
weise oder  tangentenweise  ein-ein-dentig  entsprechenden  Gnrren. 

140.  j^Sind  zivei  Ciirven  C,  und  C^  mit  den  respectiven  Cha- 
rakteren nptfpXj  und  m,,  d,,  x«  gegeben,  deren  Punkte  sich  ein -ein- 
deutig entsprechen,  so  ist  nothwendigj  dass 

(n.  —  1)  (n,  -  2)  _  ^    _  .^    _   (n^  -  t)  (n,    -2)  . 

sei,  d.  h.  dass  die  Curven  von  gleichem  Geschlechte  seien.^ 

Dieser  zuerst  von  Clebsch  aufgestellte  Satz,  wird  der  Satz 
TjYon  der  Erhaltung  (Constanz)  des  Geschlechtes  zweier 
ein-deutig  auf  einander  bezogenen  Curven"  genannt.'*) 

Von  den  vielen  Beweisen,  welche  bisher  für  diesen  wichtigen 
Satz  beigebracht  worden  sind,  wollen  wir  jenen  hier  aufnehmen, 
welcher  von  Bertini  gegeben  wurde  und  sich  durch  Einfachheit,  so 
wie  auch  dadurch  auszeichnet,  dass  er  synthetisch,  ohne  jedwelche 
Beihilfe  der  Analysis,  aus  den  bisher  aufgestellten  Sätzen  Qber  alge- 
braische Curven,  gefolgert  werden  kann. 

Setzen  wir  voraus,  die  beiden  Curven  C^  und  (7g,  welche  von 
den  bezflgiichen  Ordnungen  n,  und  n^  sind,  wären  ein-deutig  auf 
einander  bezogen. 

(7i  besäße  d,  Doppelpunkte  und  x^  Bückkehrpunkte ;  C^  hingegen 
d^  Doppelpunkte  und  x.  Rückkehrpunkte.  Ferner  nehmen  wir  zwei 
beliebige  Punkte  A^  und  Ä^  in  der  Ebene  der  beiden  Curven  als 
Scheitel  von  Strahlenbüscheln  an,  welche  zu  den  Punkten  von  C^  resp. 
C^  perspectivisch  sein  mögen. 

Nennen  wir  £,  und  ^  zwei  einander  entsprechende  Punkte  der 
Curven  Oj  und  C,,  so  werden  in  den  beiden  Strahlenbüscheln  ^i  und 
Ä^  sich  die  Strahlen  A^^^  und  Äj^q  entsprechen. 

Bestimmen  wir  nun  die  Curve  S,  welche  von  dem  Schnittpunkte 
z  dieser  beiden  Strahlen  erzeugt  wird,  sobald  die  beiden  entsprechen- 
den Punkte  li  und  ^  die  Curven  G^  und  C2  durchlaufen.  Femer  sei 
g  irgend  eine  beliebige  Gerade. 

Betrachten  wir  die  beiden  Punktreihen,  welche  durch  die  ent- 
sprechenden Strahlen  A^^i  und  A^^  bei  ihrer  Bewegung  auf  g  er- 
zeugt nnd  bestimmt  werden. 

Der  Punkt  y,  stelle  einen  beliebigen  Punkt  von  g  dar,  welcher 
der  dem  Büschel  A^  perspectivischen  Reihe  r^  angehöre.  Der  corre- 
spondierende  Strahl  ist  somit  A^  y^ ;  derselbe  trifft  die  gegebene  Curve 
Cj  in  n,  Punkten  iy\  ifi\  ri^.. .  1?,"»,  welchen,  der  Voraussetzung  nach, 
n^  Punkte  i?^at?%....  ^a"*  auf  C^  entsprechen.    Durch  diese  letzteren 
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gehen  die  n^  Strahlen  Ä^ri\^. .  .-i,??/«,  welche  sämmtlich  dem  Strahle 
Ä^y^  entsprechen.  Die  genannten  n,  Strahlen  treffen  endlich  die  Ge- 
rade 9  in  n^  Punkten  y\.*>yq^i  welche  der  Beihe  r,  angeh^Vren,  und 
sämmtlich  dem  Punkte  y^  der  Beihe  r,  entsprechen. 

In  gleicher  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  einem  Punkte  y^ 
der  Beihe  r,,  w,  Punkte  y/....yi***  der  Beihe  r,  entsprechen.  Die 
beiden  Beihen  r^  und  r,  auf  g  sind  daher  Wi  —  n,  -  deutig  und  be- 
sitzen folglich  (Wj  +  ^tt)  Doppelpunkte. 

Durch  jeden  solchen  Doppelpunkt  gehen  zwei  einander  entspre- 
chende Strahlen  der  Büschel  A^  und  A^\  der  bezeichnete  Doppel- 
punkt ist  somit  gleichzeitig  ein  Punkt  derjenigen  Curve  iS,  welche 
7on  den  genannten  Büscheln  erzeugt  wurde.  Nachdem  nun  auf  der  be- 
liebig gegebenen  Geraden  g  stets  (n^  +  n,^,)  der  Curve  S  angehörige 
Punkte  liegen,  ist  diese  letztere  nothwendig  eine  Curv«  (n,  -f-  n^*i%t 
Ordnung. 

Der  Punkt  A^  ist  ein  n^^-facher  und  der  Punkt  A^  ein  n,-facher 
Punkt  der  Curve  S.  Denn  verbindet  man  A^  mit  A^^  und  betrachtet 
die  Verbindungslinie  A^  A^  als  Strahl  des  Büschels  A^^  so  entsprechen 
demselben  n^  Strahlen  des  Büschels  J.|.  Diese  letzteren  schneiden  den 
Strahl  A^A^  in  n,  Punkten  der  Curve  S^  welche  sämmtlich  mit  A^ 
zusammenfallen.  Dre  genannten  n^  Strahlen  sind  die  Tangenten  von  S 
in  dem  Hg-fachen  Punkte  A^.  Analog  dem  Angedeuteten  findet  man, 
dass  der  Punkt  A^  ein  n^-facher  Punkt  der  Curve  S  ist,  und  dass  die 
n,  Tangenten  in  A^  jene  Strahlen  sind ,  welche  im  Büschel  A^  dem 
Strahle  A^  A^  des  Büschels  A,  entsprechen. 

Sehen  wir  nun  zu,  in  welcher  Beziehung  die  Charaktere  der 
beiden  Curven  C^  und  C,  zu  jenen  der  erzeugten  Curve  8  stehen. 

Sei  zunächst  t^  (Taf.  I,  Fig.  17)  eine  durch  A^  gehende  Tan- 
gente der  Curve  C7, ,  also  eine  Gerade,  welche  an  einer  gewissen  Stelle 
zwei  in  einem  Punkte  6^  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Curve  C^ 
gemein  hat 

Den  beiden  unmittelbar  aufeinander  folgenden  oder  zusammen- 
fallenden Punkten  <y,  der  Curve  C^  entsprechen ,  der  Voraussetzung 
gemäß,  zwei  zusammenfallende  Punkte  6^  der  Curve  Q;  mithin  der 
Tangente  t^  zwei  zusammenfallende  Strahlen  t^  des  Büschels  A^.  Im 
Schnitte  t^  und  t^  ergeben  sich  die  zwei  zusammenfallenden  Punkte  s 
der  Curve  S. 

Der  Punkt  s  kann  demnach  entweder  ein  Punkt  der  Curve  8 
sein^  in  welchem  sie  von  f,  berührt  wird,  oder  auch  einen  Bückkehr- 
punkt von  8  darstellen.  Ob  das  eine  oder  das  andere  der  Fall,  kann 
man   sich  leicht  überzeugen,    wenn   man   einen  Strahl  r^   annimmt, 
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welcher  von  f^  nur  wenig  verschieden  ist  und  die  Curve  C,  in  den 
beiden  y  dem  Punkte  6^  nahe  liegenden  Punkten  a\,  a*\  schneidet. 
Diesen  Pnnkten  entsprechen  auf  C^  zwei  ebenfalls  nahe  an  6^  liegende 
Punkte  a^^,  a'\\  dem  Strahle  r^  mithin  zwei  Strahlen  At^a^'yA^a^", 
welche  t^  in  den  beiden  dem  Punkte  s  nahe  liegenden  Punkten  a'  und 
a"  der  Curve  S  schneiden. 

Lässt  man  nun  den  Strahl  t^  nach  und  nach  in  t^  übergehen,  so 
werden  sich  die  Punkte  a\  und  a'\  unaufhörlich  dem  Punkte  tf,,  die 
Punkte  a',  und  a\  dem  Punkte  (f^  und  endlich  die  Punkte  a'  und  a" 
dem  Punkte  s  nähern,  und  es  ist  klar,  dass  der  Curvenzweig  a'sa'^ 
die  Gerade  t^  in  s  entweder  berühren  mnss,  oder  aber,  dass  der  Curven- 
zweig a'sa''  in  2J2J  übergehend  in  s  einen  Rückkehrpnnkt  besitzt 

Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  einem  Bückkehr- 
punkte von  C,  (Taf.  I,  Fig.  18)  entweder  ein  Punkt  von  Ä,  dessen 
Tangente  durch  A^  geht,  oder  aber  wieder  ein  Bückkehrpunkt  ent- 
spreche, dass  ferner  dem  Berührungspunkte  s  der  Curve  i9  mit 
einer  von  A^  aus  an  dieselbe  gezogenen  Tangente  entweder  gleich- 
falls ein  Berührungspunkt  mit  dieser  Tangente,  oder  aber  ein  Bück- 
kehrpunkt entspricht  (Taf.  I,  Fig.  17,  18),  uud  dass  endlich  die  ge- 
raden Linien,  welche  4,  mit  den  Bückkehrpunkten  von  S  verbindet, 
entweder  Tangenten  von  C^  sind  oder  ebenfalls  durch  Bückkehrpunkte 
von  C|  gehen  müssen. 

Es  können  sonach  folgende  Fälle  eintreten: 

a)  Die  Tangeriten  von  -4,  aus  an  die  Curve  C^  sind  entweder 
alle  oder  theil weise  Tangenten  der  Curve  S;  im  letzteren  Falle  geht 
je  eine  der  übrig  bleibenden  Tangenten  von  C^  durch  je  einen  Bück- 
kehrpunkt von  S, 

V)  Die  Geraden,  welche  von  A^  nach  den  Bückkehrpunkten  von 
C^  gezogen  werden,  berühren  die  Curve  S  oder  gehen  durch  Bück- 
kehrpnnkte  derselben. 

c)  Die  Geraden,  welche  von  A^  aus  berührend  an  S  gezogen 
werden,  berühren  entweder  auch  C,  oder  sie  enthalten  Bückkehrpunkte 
von  C,. 

d)  Die  Geraden,  welche  durch  A^  nach  den  Bückkehrpunkten 
von  S  gezogen  werden,  sind  entweder  Tangenten  von  (7|  oder  gehen 
durch  Bückkehrpunkte  dieser  Curve. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Summe  der  Zahlen  aller  von  A^  aus 
an  S  gezogenen  Tangenten  und  aller  Bückkehrpunkte  von  S  gleich 
sein  müsse  der  Summe  der  Zahlen  aller  von  Ai  aus  an  C^  möglichen 
Tangenten  und  aller  Bückkehrpunkte  von  (7,;  es  muss  also: 

x,  +  z,  =  X  +  K, 
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wenn  wir  unter  x^  die  Anzahl  der  von  Ä^  aus  an  C,  möglichen  Tan- 
genten verstehen,  mit  Xj  die  Zahl  der  Bückkehrpunkte  von  C^;  mit 
X  die  Zahl  der  von  A^  aus  an  S  möglichen  Tangenten  und  mit  K  die 
Zahl  der  Bückkehrpunkte  von  S  bezeichnen. 

Da  aber  Ä^  in  Bezug  auf  die  Curve  C,  ganz  beliebig  angenommen 
wurde,  so  ist  x^  gleich  der  Classe  der  Curve,  also 

x^  =  nj  (n|  —  1)  —  2(Jj  —  3x,, 
mithin 

a?j  +  x^  =  w,  (nj  —  1)  ■—  2dj  —  2x,. 

In  Bezug  auf  die  Curve  S  hingegen  ist  A^  ein  %  facher  Punkt 
derselben.  Bezeichnen  wir  daher  mit  M^  die  Classe,  mit  D  die  Zahl 
der  Doppelpunkte  und  mit  K  die  Zahl  der  Bückkehrpunkte  von  8,  so 
ist  (nach  §.  21)  klar,  dass  von  dem  n^-fachen  Punkte  A^  der  Curve 
S  an  dieselbe  nur  noch  M —  2 na,  also: 

[(n,  +  Wg)  (n,  +  n,  -  1)  -  22)  -  SZ—  2nJ 
Tangenten  gezogen  werden  können. 

Es  ist  mithin: 

X  =  [(w,  +  n„)  (n,  +  n,  -  1)  -  2D  -  SiT  -  2n,] 
also 

Z  +  Z  =  (n,  +  n^)  (Wj  +  n^  —  1)  —  2D  —  2ir  —  2n^. 

Dann  ist  aber 

^i(Wi  — 1)— 2*1  — 2xi=  (n,+nJ(w,  +  Wj  — 1)  — 2D  — 2ä:— 2n2 

oder,  wenn  wir  beiderseits  2n^  subtrahieren,  wird: 

Wi  (w,  —  3)  —  2dl  —  2x,  =  (n,  +  n^)  (n^  +  n^  —  3)  —  2D  —  2K 

Wiederholt  man  dieselbe  Betrachtung  mit  den  Curven  C^  und  S, 
so  findet  man  in  gleicher  Weise 

n^  (Wa  —  3)  —  2*5  —  2x^  =  (n,  +  w«)  (n^  +  n^  —  3)  —  2D  — 2jK:. 
Aus  den  vorstehenden  zwei  Gleichungen  folgt  aber: 
**i  (^1  —  3)  —  2*,  —  2xi  =  n,  (nj  —  3)  —  2 Jj  —  2xj, 

oder  wenn  man  beiderseits  „2^  addiert  und  dann  durch  „2^  dividiert: 

(n,  —  1)  (n,  ~  Jg)  .  __  (n,  -  j)  (n,  -  ^)         ^ 

d.  h.  die  beiden  ein-deutig  auf  einander  bezogenen  Curven  C^  und 
C^  sind,  wie  zu  beweisen  war,  von  gleichem  Geschlechte. 

§.  136. 

Beziehung  zwischen  den  Gesehlechtem  zweier  sich  mehr-deutig  ent- 
sprechenden Curven, 

Der  Weg,  welchen  wir  hier  einschlagen  werden,  ist  im  wesent- 
lichen derselbe,  den  wir  im  Vorhergehenden  einhielten. 
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Die  beiden  gegebenen  Curven  seien  C^  und  Q ;  deren  Ordnungen, 
Classen,  Zahl  der  Doppelpunkte  und  Bückkehrpunkte  seien  bezie- 
hungsweise 

Wi,    Wj,    *^,    X, 

und 

Wg,      Wj|,      Oj,      Xj. 

Setzen  wir  voraus,  dass  einem  Punkte  der  Curve  (7^,  a,  Punkte 
der  Curve  Q,  und  einem  Punkte  von  C^,  «j  Punkte  von  Q  ent- 
sprechen. Ferner  möge  es  auf  C|,  x^  Punkte  von  der  Beschaffen- 
heit geben,  dass  unter  den  a^  Paukten  auf  O^,  welche  einem  jeden 
derselben  entsprechen,  zwei  zusammenfallende  existieren.  Ebenso  sei  x^ 
die  Anzahl  eben  solcher  Punkte  auf  der  Curve  C^. 

Endlich  wollen  wir  noch  annehmen,  dass  es  auf  C^  ß  Rflckkehr- 
punkte  gebe,  welchen  auf  6^^  gleichfalls /)  Bückkehrpunkte  entsprechen 
mögen. 

Es  seien  nun  wieder  A^  und  A^  (Taf.  I,  Fig.  19)  zwei  beliebige 
Punkte,  welche  wir  als  die  Scheitel  zweier  die  Curven  C^  und  C^ 
projicierender  Strahlenbüschel  so  annehmen,  dass  jene  Strahlen  einan- 
der entsprechen ,  welche  durch  entsprechende  Punkte  i^  und  ^  beider 
Curven  gehen.  Diese  Strahlenbüschel  werden  eine  Curve  S  erzeugen, 
deren  Ordnung  wir  mit  Hilfe  einer  beliebigen  Transversalen  g  be- 
stimmen. 

Nehmen  wir  in  g  einen  beliebigen  Punkt  a^  an,  und  betrachten 
wir  denselben  als  Element  der  Beihe  r^^  welche  das  Strahlenbüschel 
A^  auf  g  bestimmt.  Der  Strahl  a^  A^  trifft  die  (7,  in  n^  Punkten ; 
jedem  dieser  Punkte  entsprechen,  der  Voraussetzung  gemäß,  «2  Punkte 
auf  der  Curve  (?2 ,  mithin  dem  Strahle  j1,  a^  des  Büschels  A^  im 
ganzen  n,  a^  Strahlen  des  Büschels  A^  und  dem  Punkte  a^  der  Beihe  r^, 
1»!  a^  Punkte  a^  der  Beihe  r^.  Ebenso  findet  man^  dass  einem  Punkte  a2 
der  Beihe  r^y  n^a^  Punkte  der  Beihe  r^  entsprechen. 

Diese  beiden  n^a^ — Wg«, -deutigen  Beihen  besitzen n^ag+t^«! 
Doppelpunkte.  Selbstverständlich  drückt  letztere  Zahl  auch  die 
Ordnung  der  gesuchten  Curve  S  aus. 

Der  Punkt  A^  ist  ein  «^  n^-facher  Punkt  der  Curve,  indem  dem 
Strahle  A^A^,  als  Strahl  des  Büschels  A^  betrachtet,  a^n^  Strahlen 
des  Büschels  Ai  entsprechen,  welch'  letztere  nichts  anderes  als  Tan- 
genten der  Curve  S  im  Punkte  A^  vorstellen.  In  gleicher  Weise  findet 
man,  dass  A^  ein  ci^nj-facher  Punkt  von  S  ist. 

Ziehen  wir  nun  von  A^  aus  eine  Tangente  t^  an  C|.  Die  beiden 
unmittelbar  auf  einander  folgenden,  zum  Berührungspunkte  tf^  ver- 
einigten Punkte  seien  a^  und  b^.    Dem  Punkte  a,    entsprechen  «j 
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Punkte  a,  und  dem  Punkte  b^^y  a^  Punkte  b^  auf  C^,  und  zwar  derart, 
dass  von  den  Punkten  a,  und  &,  immer  zwei  unendlich  nahe  an- 
einander fallen. 

untersuchen  wir  nun  näher^  welchen  Einfluss  diese  Punkte  auf 
die  Curve  S  haben. 

Seien  C^  und  Cg  (Taf.  I,  Fig.  19)  die  beiden  Curven,  -4,  und  A^ 
die  beiden  festen  Punkte ,  JL| . . .  a^  6,  irgend  eine  durch  J^  gebende 
Tangente  ^|  der  C,,  und  a^bi  das  Berührungselement  derselben.  Dem 
Punkte  aj  mögen  auf  C^  die  «^  Punkte  a,,* , . .  a^*. . .  a^«»,  und  dem 
Punkte  &!  die  a,  Punkte  64*. ;  .V- •  •^a"'  entsprechen. 

Die  Strahlen  A^ a^  und  Ä^ b^  schneiden  den  Strahl  A^ a^\. . 
in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  a*  und  6*  der  Curve  /S>  woraus  folgt, 
dass  A^üyby  die  Curve  S  in  a/^b^  berührt.  Dasselbe  gilt  offenbar  auch 

von  den  Schnittpunkten  a'&\  a*fe" a«»&««  des  Strahles  A^.,  .a^b^ 

mit  den  Strahlenpaaren 

{A^a^\  A^b^^);  {A^a^^,  ^K^',  ...{A^a^^,  A^b^^). 

Jede  Tangente  von  A^  an  die  Curve  C^  berührt  mithin  auch  die 
Curve  S  in  er,  verschiedenen  Punkten,  und  zählt  folglich  für  a,  ein- 
fache Tangenten  der  Curve  S  vom  Punkte  A^  aus. 

Da  nun  die  Classe  von  C^  mitm^  bezeichnet  wurde,  so  reprä- 
sentieren die  m,  von  A^  an  C^  geführten  Tangenten  gleichzeitig  m^  a, 
Tangenten  von  A^  an  die  Curve  S, 

Ähnlich  zeigt  sich  das  Verhalten  der  Bückkehrpunkte  von  C^. 
Eine  Gerade ,  welche  von  A<^  nach  einem  solchen  Bückkehrpunkte  ge- 
zogen wird,  hat  in  ihm  mit  der  Curve  C^  ebenfalls  zwei  unendlich 
nahe  liegende  Punkte  gemein,  und  muss  demgemäß  die  Curve  8 
gleichfalls  in  a^  Punkten  berühren« 

Besitzt  aber  die  Curve  C^  x^  Bückkehrpunkte,  so  repräsen- 
tieren die  Verbindungslinien  derselben  mit  A^,  x,  a^  —  ß  Tangenten, 
indem  vorausgesetzt  wurde,  dass  ß  Bückkehrpunkten  von  C,  ebenfalls 
ß  Bückkehrpunkte  von  CJ, ,  also  auch  ß  Bückkehrpunkte  von  8  ent- 
sprechen. 

Ziehen  wir  endlich  nach  einem  der  oben  vorausgesetzten  Punkte 
x^  von  A^  aus  eine  Gerade,  und  vollführen  wir  das  Gleiche  von  A^ 
nach  den  beiden  dem  Punkte  x^  entsprechenden  und  gleichzeitig  zu- 
sammenfallenden Punkten  x  von  (7, ,  so  treffen  diese  die  il^  o;  in  zwei 
unendlich  nahen  Punkten  der  Curve  8^  welchem  umstände  zufolge  Ay^  x 
ebenfalls  eine  Tangente  von  S  sein  wird.  Die  x^  Punkte  geben  daher 
gleichfalls  Veranlassung  zur  Entstehung  von  x^  Tangenten. 
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Die  Oesammtzahl  der  von  Ä^  2Ji  S  möglichen  Tangenten, 
welche  die  besagte  Curve  in  Punkten  berühren,  die  von  A,  verschieden 
sind»  ist  mithiD: 

m,  «5  4"  ^1  «2  —  ß  +  ^r 

Da  aber  der  Punkt  A^  ein  n^a^-facher  Punkt  von  S  ist,  so  sind, 
wie  wir  bereits  wissen,  von  demselben  2n^a^  Tangenten  an  S  möglich, 
deren  Berührungspunkte  mit  Ai  selbst  zusammenfallen. 

Die  Qesammtheit  der  von  A^  an  die  Gurve  S  geführten  Tan- 
genten, d.  h.  die  Classe  von  8  ist: 

M=:  m^a^  +  «1  «a  —  Z'  H~  ^t  +  2n, Oj. 

Geht  man  in  derselben  Weise  von  der  Gurve  (7,  aus ,  so  ergibt 
sich  für  die  Glasse  der  Gurve  S  der  analoge  Ausdruck: 

M  =  m,«!  +  Xj,a,  —  /5  +  a^i  +  2wj  a. 

Da  nun  offenbar  in  beiden  Fällen  das  M  durch  dieselbe  Zahl 
ausgedrückt  erscheinen  muss,  so  folgt: 

1»!  Ol  +  «lOg  —  /3  +  a:,  +  2n^a^  =  w,aj  +  «j«,  —  ß  +  ^l+2n^a^ 

oder 

««  (^1  +  «1  —  2nJ  +  ar,  =  «j  (m,  +  X,  —  2n,)  +  x^. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  nach  der  P 1  ü c k e r 'sehen  Formel : 

m^  ==  ttj  (üj  —  1)  —  2tf,  —  3«, 
oder 

Wj  +  Xj  —  2w,  =  nj  (n»  —  3)  —  2d,  —  2x, 

ist,  80  wird  audi: 

mj+  xj  — 2nj=  (n,  -  1)  (n,  -  2)  -  2J,  -2i,  -  1  =  2  (p,  -  1). 

Ebenso  wird 

Wj  -f  Xj  —  2n,  —  2{p^  —  1) 

sein,  wobei  jPi  nndj),  die  Geschlechter  von  (7,  resp.  C^  bezeichnen. 
Durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  oben  gefundene  Gleichung  er- 
hält man  die  Beziehung: 

2«,  (i?i  —  1)  +  X,  =^  2a,  (jpa  —  l)  +x, 
oder 

x,  —  X,  =  2«^  (pj  —  1)  —  2«!  (j?  —  1 ). 

Dies  ist  nach  Zeuthea  (Math.  Ann.  Band  3)  die  Beziehung 
zwisdien  den  Geschlechtern  zweier  «^-Os-deutig  auf  ein- 
ander bezogenen  Gurven  C,  und  C,,  wobei  auf  C,  resp.  (7^, 
X|  resp.  rr,  einfache  Goincidenzen  vorkommen.'') 

Für  Oj  =  «a  =  1  und  jJj  =a^  =  0,  d.h.  für  zwei  ein-deutig 
auf  einander  bezogene  Gurven  folgt  hieraus  der  „Biemann'sche  Satz^: 

welcher  im  Vorhergehenden  bereits  bewiesen  wurde. 

Pfiiehk»,  DanteUende  n.  projeetive  Geometrie.  H.  10 
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§.  137. 
Die  erweiterte  Formel 

^i  —  ^a  =  2a«  (l>i  —  1)  —  2a,  (jp,  —  1) 
wollen  wir  nun   zur  Entwickelang  eines  neuen  Gesetzes  benützen. 

Denken  wir  uns  wieder  (7,  und  Cj,  wobei  jedoch  C,  eine  Ge- 
rade vorstellen  mag.  Auf  C,  und  C^  würden  die  ai-a^-deutigen 
Reihen  durch  die  einzelnen  Ourven  eines  Systems  (ft,  v)  bestimmt, 
d.  i.  mittelst  eines  Cürvensystemis  von  solcher  Beschaffenheit  festge- 
stellt, dass  je  [i^  Curven  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen,  und  je 
V  Curven  eine  beliebige  Gerade  berühren.  Die  Curven  dieses  Systems 
seien  von  der  Ordnung  n,  und  die  Einhüllende  der  Curven  des  Systems 
sei  eine  Curve  C*  von  der  n'-ten  Ordnung. 

Für  (7|  als  einer  Curve  der  n,-ten  Ordnung  mit  ^^  Doppel-  und 
X|  Bückkehrpunkten  haben  wir: 

2p^  =  (w,  —  1)  (n,  -  2)  —  2*,  —  2x,. 

Für  Cs  hingegen,  als  für  eine  Gerade,  ist: 

P,  =  0. 
Suchen  wir  nun  die  Correspondenz  der  beiden  durch  das  Curven- 
system  (ft,  v)  auf  C^  und  G^  bestimmten  Beihen. 

Durch  einen  Punkt  a,  der  Curve  C^  gehen,  der  Voraussetzung 
gemäß,  [i  Curven  des  Systems,  Jede  derselben  schneidet  die  Gerade  C2 
in  n  Punkten ,  so  dass  dem  Punkte  a,  der  Reihe  auf  Q  (in  Punkte 
auf  Cq  entsprechen,  d.  h.  es  ist 

flfj  =  ^.fi. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  a^  von  C^  gehen  gleichfalls  (i 
Curven  des  Systems  hindurch ;  jede  derselben  schneidet  die  Curve  C^  in 
nn,  Punkten.  Dem  Punkte  a^  entsprechen  mithin  auf  C^  n.nn^  Punkte, 
oder  es  ist: 

Weiters  sind  noch  die  Coincidenzen  auf  beziehungsweise  C^  und  C, 
zu  bestimmen,  d.  h.  die  :r,  Punkte  auf  C^  anzugeben,  in  welchen  zwei 
Punkte  einer  Gruppe  von  o,  Punkten,  und  die  x^  Punkte  festzustellen, 
in  welchen  zwei  Punkte  einer  Gruppe  von  o,  Punkten  auf  C^  zusammen- 
fallen. 

Die  «I  Punkte  werden  bestehen: 

a)  Aus  den  bisher  noch  unbekannten  t  Berührungspunkten  von 
t  Curven  des  Systems,  welche  die  Curve  (7,  berühren. 

b)  Aus  den  x,  Rückkehrpunkten  von  C^  ft-mal  gezählt,  da  durch 
jeden  derselben  ^  Curven  hindurchgehen. 
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c)  Aus  den  nfn^  Schnittpunkten  yqu  C|  mit  der  Enveloppe  des 
Systems,  da  durch  jeden  solchen  Punkt  zwei  zusammenfallende  Curven 
des  Systems  gehen. 

Es  gibt  mithin: 

t  +  jCffi  4-  n'n^  Coincidenze|n  auf  C^. 

Jeder  derselben  entsprechen  auf  (7,  n  Punkte ;  daher  ist 

a?^  =  (^  4-  jtj  ^  +  n'n^)  n. 

Die  Coincidenzen  auf  der  Geraden  (7,  bestehen: 

a)  Aus  den  Berührungspunkten  der  Geraden  mit  v  Gurren  des 
Systems. 

h)  Aus  den  n'  Schnittpunkten  der  En veloppe  des  Systems  mit  C^ ; 
im  ganzen  existieren  mithin  auf  C^ 

V  +  w'<  Coincidenzen^l 
Jedem  dieser  Coincidenzpunkte  entsprechen  auf  C^  nUi  Punkte, 
and  es  ist  also 

x^  =  nt»!  (v  -j-  n^. 

Setzen  wir  alle  diese  Werte  in  die  oben  aufgestellte  Formel 
a?j  —  a?,  =  2«,  (p,  —  1)  —  2a^  (jp,  —  1) 
«in,  so  erhalten  wir: 

(*  +  x,ft  +  ^'^i  —  ^«1  —  ^'^i)  *>  =  2n.ft  (|>,  ^  1)  4-  2f*n«i| 
oder: 

t  =  fi  (2p^  —  2  -f  2nj  —  xj  +  n^  v. 

Nachdem  aber 

2jPt  =  »t  (ni  -  1)  —  2n,  +  2  -  2J,  -  2x, 
=  w,  —  2ni  -j-  2  +  X, 
ist,  wird 

2p,  —  2  +  2n,  —  X,  =m„ 
also 

Dies  ist  die  Chasles'sche  Formel  fftr  die  Zahl  der  Curven 
eines  Systems !(fi,n),  welche  eine  Curre  der  n-ten  Ord- 
nung und  der  m-ten  Glasse  berühren.'^ 


10* 
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V.  Oapitel. 
Eigenschaften  der  Raumcurven  und  ihrer  Projectionen. 

§.  138. 

Eine  Baumenrye  (doppelt  gelcrftmmte  CorTe,  Gourbe  gancbe) 
wurde,  eingangs  der  Garrentheorie,  als  eine  einfach  unendliche, 
stetige  Mannigfaltigkeit  von  Punkten^  welche  nicht  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  definiert. 

Eine  Saumcurve  n-ter  Ordnung  ist  eine  solche,  deren  Schnitt 
mit  einer  beliebigen  Ebene  aus  n  Punkten  besteht. 

Eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  einer  Baunacurve  verbindet, 
heißt  eine  „zweipunktige  Secante*'  der  Baumcurve. 

Liegen  die  beiden  zu  verbindenden  Punkte  insbesondere  unend- 
lich nahe  an  einander,  so  nennt  nfian  ihre  Verbindungsgerade 
eine  „Tangente^  der  Baumcurve  und  die  beiden  zusammenfallenden 
Schnittpunkte  ihren  „Berflhrungspunkt". 

Hat  eine  Gerade  mit  einer  Baumcurve  n-ter  Ordnung  k  Punkte 
gemein,  so  wird  dieselbe  eine  J;-punktige  Secante  der  Baum- 
curve genannt. 

Es  ist  klar,  dass  k  immer  kleiner  als  die  Ordnungszahl  n  der 
Baumcurve  sein  muss.  Denn  wäre  k  gleich  oder  großer  als  n,  so 
müsste  eine  Ebene,  welche  durch  die  Secante  und  einen  andern  be- 
liebigen Gurvenpunkt  gelegt  wird,  alle  Punkte  der  Curve  enthalten, 
da  sie  mit  ihr  mindestens  (n  -{-  1)  Punkte  gemein  hat;  oder  es 
müsste  —  welcher  Fall  auch  möglicherweise  eintreten  kann  —  die 
Gerade  selbst  einen  Bestandtheil  erster  Ordnung  der  Baumcurve 
repräsentieren. 

Eine  Ebene,  welche  durch  eine  Tangente  einer  Baumcurve  geht, 
schneidet  die  letztere,  außer  in  den  beiden  im  Berührungspunkte  ver- 
einigten Punkten,  noch  in  (n  —  2)  weiteren  Punkten. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  um  die  Tangente  gedreht,  bis  einer 
von  diesen  (n  —  2)  Punkten  ebenfalls  mit  dem  Berührungspunkte  zu- 
sammenfällt, so  erhält  man  eine  Grenz  läge,  in  welcher  die  Ebene 
mit  der  Baumcurve  drei  unmittelbar  auf  einander  folgende, 
d.  h.  in  einem  Punkte  Ä  vereinigte  Punkte  gemein  hat. 

Eine  solche  Ebene  wird  eine  „Schmiegungsebene^  oder 
„Osculationsebene^  der  Baumcurve  genannt. 

Dieselbe  hat  außer  dem  Osculationspunkte  Ä  noch  (n — 3) 
Punkte  mit  der  Baumcurve  gemein,  wenn  diese  als  von  der  n-ten 
Ordnung  vorausgesetzt  wird. 
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Sind  a,,  a^,  a,  und  a^  vier  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Punkte  einer  Baumourve,  so  bestimmen  sowohl  die 
Punkte  ap  a^  und  a,,  als  auch  die  Punkte  a,,  a^  und  a^  eine 
Schmiegungsebene. 

Beide  Schmiegungsebenen  folgen  unmittelbar  auf  einander  und 
haben  die  Punkte  a,  und  a, ,  also  auob  die  Tangente  a^  a,  der  Baum- 
cunre  gemein.    Daher  der  Satz: 

141.  „Durch  eine  Tangente  einer  JRaumeurve  gehen  immer  sncei 
unmittelbar  auf  einander  folgende  Schmiegungsebenen  der  Raumeurve^ 

oder: 

142.  j^Zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Schmiegungsebenen 
einer  Baumcurve  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  die  Tangente 
der  Raumcurve  in  den  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Schmiegungs- 
punkten  ist^ 

§.  139. 

Eine  Ebene ,  welche  durch  eine  Tangente  einer  Baumcurve  hin- 
durchgeht, ohne  eine  Schmiegungsebene  derselben  zu  sein, 
nennen  wir  eine  „Berührungsebene*'  oder  Tangentialebene 
der  Baumcurve,  und  den  Berührungspunkt  der  betreffenden  Tan- 
gente, den  ^Berührungspunkt  der  Tangentialebene^. 

Unter  dem  „Bang"  einer  Baumcurve  verstehen  wir  die 
Anzahl  der  Tangentialebenen  derselben,  welche  durch  eine 
beliebige  Gerade  gehen,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl 
ihrer  Tangenten,  welche  eine  beliebige  Gerade  im  Baume 
schneiden. 

Die  Anzahl  der  Schmiegungsebenen  einer  Baumcurve, 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen,  nennen  wir  die  „Glass  e^ 
der  Baumcurve.**) 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  viele  Autoren,  namentlich  die  eng- 
lischen, mit  Classe  einer  Baumcurve  dasjenige  bezeichnen,  was  wir 
hier  als  Bang  definiert  haben,   und  umgekehrt. 

§.  140. 
Developpable  Flächen. 

Eine  einfach  unendliche,  stetige  Mannigfaltigkeit  von 
Ebenen  wird  eine  „Torse^  genannt  Diese  Ebenen  erzeugen  als 
Enveloppe  oder  Einhüllende  eine  krumme  Fläche,  welche  mau 
eine  „developpable^,  „aufwickelbare^  oder  „entwickelbare^ 
Fl&cho  nennt. 

Jede  developpable  Fläche  steht  mit  einer  gewissen  Baumcurve 
im  engsten  Zusammenhange. 
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Denken  wir  uns  eine  beliebige  Banmcur?e  C;  a,  b^  c^  d,  e... 
w&ren  nmnittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  derselben. 

Sftmmtliche  Schmiegungsebenen  derselben  erzeugen  in  ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  ahCy  hcd,  cde...  eine  Torse  und  um- 
hüllen eine  deyeloppable  Fl&che. 

In  jeder  Schmiegungsebene  liegen  zwei  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Tangenten  (zusammenfallende  Tangenten)  der  Baumcurve, 
wie  beispielsweise  in  der  Ebene  bcd  die  Tangenten  bc  und  cd.  Diese 
Tangenten  sind  infolge  der  Stetigkeit  unendlich  wenig  von  ein* 
ander  verschieden,  und  bilden  demgemäß  einen  unendlich  schma» 
len  Flftchenstreifen,  welchen  wir  ein  „Element*^  der  Develop- 
pablen  nennen. 

Die  Gesammtheit  air  dieser  unendlich  schmalen  Flft- 
chenstreifen    bildet    die    aufwickelbare    Fläche. 

Die  Tangenten  der  Baumcurve  gehören,  da  sie  jene  Streifen  be- 
grenzen, der  developpablen  Fläche  an  und  repräsentieren  mithin  „ge- 
radlinige Erzeugenden^  derselben. 

Da  nun,  wie  gezeigt  wurde,  die  Fläche  aus  unendlich  vielen 
unendlich  schmalen  ebenen  Flächstreifen  {ab,bc);  (fic^cd)] 
(cd,  de)...  besteht,  so  ist  klar,  dass  man  sie  in  eine  Ebene  ab- 
wickeln kann,  indem  man  den  Streifen  {ah,  bc)  \km  bc  %o  lange 
dreht,  bis  er  in  die  Ebene  des  folgenden  Streifens  (pc,  cd)  f&llt. 
Hierauf  können  diese  beiden  [(a6,  bc\  {bc,  cd)]  um  cd  so  lange  ge- 
dreht werden,  bis  sie  in  die  Ebene  des  dritten  Streifens  {cd^  de) 
gelangen  u.  s.  w. 

Infolge  dieser  EigenthQmlichkeit  wird  eine  derartige  Fläche 
eine  abwickelbare,  aufwickelbare  oder  developpable  Fläche 
genannt. 

Die  Baumcurve  abcd...  heißt  die  „Bückk eh r-^,  „Wen de-^ 
oder  „Cuspidal-Curve"  der  aufwickelbaren  Fläche. 

§.  141. 

Es  lässt  sich  nun  unschwer  nachweisen,  dass  jede  Fläche, 
welche  als  Einhüllende  einer  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  stetig  auf  einander  folgenden 
Ebenen  resultiert,  eine  solche  abwickelbare  Fläche  sein  müsse. 

Seien  A,  B,  (7,  D,  E  unmittelbar  auf  einander  folgende  Lagen 
der  erzeugenden  Ebene.  Die  Ebenen  A  und  B  schneiden  sich  in  einer 
Geraden  {AB),  die  Ebenen  JB  und  C  in  einer  Geraden  {BC);  C  und 
D  in  der  Geraden  (CD)  u.  s.  w.  Da  die  Ebenen  A...E  stetig  auf 
einander  folgen,  d.  h.  unendlich  wenig  in  ihrer  Lage  verschieden  sind, 
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so  gilt  dasselbe  offenbar  auch  yon  den  Geraden  {AB),  {BG),  (CD). . . 
Die  Geraden  (AB)  und  (BC)  liegen  in  derselben  Ebene  B,  nnd 
müssen  sich  daher  in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  mit  (ABC) 
bezeichnen  wollen.  Hiemit  ist  gleichzeitig  angedeutet,  dass  dieser 
Punkt  der  Schnittpunkt  der  drei  aufeinander  folgenden  Ebenen  A^ 
B,  C  ist. 

Die  Geraden  {BC)  und  (CD)  schneiden  sich  gleichfalls  in  einem 
Punkte  (BCD),  welcher  den  drei  Ebenen  B,  C,  D  angehört;  die 
Geraden  {CD)  und  (DE)  treffen  sich  in  .einem  Punkte  (GDE), 
welcher  sich  als  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  C,  Z>,  E  ergibt  u.  s*  w. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Punkte  (ABC),  {BGD),  {GDE). .  [ 
ebenfalls  stetig  auf  einander  folgen,  mithin  (im  allgemeinen) 
eine  Baumcurve  bilden  werden. 

Gleichzeitig  ist  unschwer  einzusehen,  dass  die  Geraden  {AB), 
{BG)j  {CD),  {DE)...  Tangenten,  und  die  Ebenen  A,  B,  G,D,E... 
Schmiegungsebenen  dieser  Baumcurve  sind. 

Die  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Punkte 
{ABC)  und  {BGD)  gehören  nämlich  der  Geraden  BC  an;  es  ist 
also  BC  eine  Tangente  der  Baumcurve. 

Die  drei  auf  einander  folgenden  Punkte  {ABC),  {BGD) 
und  {GDE)  gehören  sämmtlich  der  Ebene  C  an;  diese  ist  also  eine 
Schmiegungsebene  der  Baumcurve. 

Aus  dieser  höchst  einfachen  Betrachtung  ist  zu  ersehen^  dass 
das  System  der  die  Fläche  einhüllenden  Ebenen  identisch  ist  mit 
dem  Systeme  der  Schmiegungsebenen  einer  gewissen  Baumcurve,  und 
dass  die  Erzeugenden'  der  Fläche,  d.  h.  die  Schnittgeraden  un- 
mittelbar auf  einander  folgender  Ebenen,  Tangenten  dieser  Baumcurve 
sind,  dass  mithin  die  Enveloppe  der  besagten  Ebenen  eine  „auf- 
wickelbare"  Fläche  ist,  wie  wir  sie  auch  schon  früher,  von  der 
Baumcurve  ausgehend,  erhalten  haben. 

Die  Cuspidaicurve  dieser  Fläche  ist  der  geometrische 
Ort  der  Schnittpunkte  je  dreier  unmittelbar  auf  einander  fol- 
gender Ebenen. 

Dieser  Zusammenhang  zwischen  Developpablen  und  Baumcurven 
ist  der  Grund,  weshalb  die  Theorie  beider  Gebilde  so  eng  verknüpft 
erscheint. 

Bevor  wir  auf  die  Entwickelung  der  Eigenschaften  einer  Baum- 
curve und  ihrer  developpablen  Tangentenfläche  übergehen, 
möge  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Es  seien  e,,  6^,  e^,  e^,..  (Taf.  II,  Fig.  20)  unmittelbar  auf 
einander  folgende  Lagen  der  Erzeugenden  einer  developpablen  Fläche; 
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die   Schnittpunkte   a,  6,  c...  von  6,  und  e,;   e,  und  e,;   6^  und  e^ 
u.  8.  w.  mithin  Punkte  ihrer  Cuspidalcurve. 

Denken  wir  uns  die  so  entstandene  Fläche  dmeh  irgend  eine 
beliebige  Ebene  JS  geschnitten,  sa  wird  der  resultierende  Sebnitt  nichts 
aaderes  sein,  als  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4. . . 
der  einzelnen  Erzeugenden  e^...e^...  mit  der  Ebene  E. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  je  zwei  auf  einander  folgende 
Erzeugenden  wie  etwa  e^  und  e^  in  einer  Schmiegungsebene  der 
Guspidalkante  liegen,  so  folgt,  dass  die  Verbindungslinie  von  1  und  2, 
d.  i.  die  Yerbindungsgerade  der  vorerwähnten  Schnittpunkte ,  die 
Schnittlinie  der  gegebenen  Ebene  E  mit  der  Schmiegungsebene  dar- 
stelle. Andererseits  ist  aber  (1 2)  oder  i^ ,  als  die  Yerbindungsgerade 
zweier  unendlich  nahen  Punkte,  eine  Tangente  der  Schnittcurve. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Schnitt  einer  developpablen  Fläche  mit 
einer  Ebene  sowohl  als  geometrischer  Ort  der  Durchstoßpunkte  aller 
Erzeugenden  mit  der  schneidenden  Ebene,  als  auch  als  Enreloppe  der 
Schnittgeraden  der  schneidenden  Ebene  mit  sämmtlichen  Schmiegungs- 
ebenen  der  Guspidalkante  betrachtet  werden  kann. 

Weiters  folgt  aus  den  vorausgeschickten  Erörterungen,  dass  jede 
in  einer  Schmiegungsebene  liegende  Gerade,  also  eine  Gerade,  welche 
zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Erzeugende  6,  und  t^  schneidet, 
zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Developpablen 
gemein  hat,  dass  also  die  vorbezeichnete  Gerade,  wenn  wir  einer  späterhin 
zugebendenDefinition  vorgreifen, eine  Tangente  der  Developpablen 
darstelle  und  dass  folglich  auch  die  Schmiegungsebene  (e,  6,),  die 
developpable  Fläche  in  allen  Punkten  der  unmittelbar  auf 
einander  folgenden  (oder  zusammenfallenden)  Erzeugenden  e^e^  berührt, 
oder  mit  anderen  Worten,  eine  Tangentialebene  der  Developpablen 
längs  jener  Erzeugenden  e^e^  repräsentiere. 

Letzteres  ist  übrigens  auch  daraus ,  dass  das  ebene  Flächen- 
element (ßi^g)  sowohl  der  Schmiegungsebene,  als  auch  der  Develop- 
pablen angehört,  erklärlich. 

In  Folgendem  werden  wir  die  developpable  Fläche,  welche  als 
geometrischer  Ort  der  Tangenten  ihrer  Cuspidalcurve, 
also  als  Ort  der  Tangenten  irgend  einer  Raumcurve  resultiert,  die 

„Tangentenfläche  der  Raumcurve^ 
nennen. 

Auf  Grund  dieser  Erwägungen  übergehen  wir  hiemit  auf  die 
Entwickelung  der  Eigenschaften  einer  Baumcurve  und  ihrer  deve- 
loppablen Tangentenfläche. 
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§.  142. 
Singiilttiitäteii  der  BamnciirTen  und  ihrer  TaBgemtenfläohen. 

Wenn  ein  Punkt  einer  Baumcurye  aus  seiner  Lage  in  die  un- 
mittelbar folgende  übergeht,  so  dreht  sich  gleichzeitig  seine  Schmie- 
gongsebene  (um  einen  unendlich  kleinen  Winkel)  um  die  zugehörige 
Tangente» 

Gibt  es  nun  eine  Stelle,  an  welcher  sich  der  besagte  Punkt  mit 
seiner  Nachbarlage  deckt,  die  Schmiegungsebene  aber  trotzdem  eine 
Drehung  um  die  Tangente  erfährt,  so  gehen  durch  einen  solchen  be« 
sonderen  Punkt  (insbesondere)  drei  Tangenten,  beziehungsweise  also 
vier  Schmiegungsebenen,  während  durch  einen  gewöhnlichen  Ourven- 
punkt  bloß  zwei  Tangenten  und  drei  Schmiegungsebenen  gehen. 

Einen  solchen  singulären  Punkt  der  Curve,  durch  welchen 
drei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Tangenten,  also  vier  unmittel- 
bar auf  einander  folgende  Schmiegungsebenen  hindurchgehen,  nennt 
man  einen  ^stationären  Punkt^  oder  einen  „Wendepunkt"  der 
Banmcurve. 

umgekehrt  (reciprok)  kann  der  Eall  eintreten,  dass  vier  con- 
secutive  (d.  h.  unmittelbar  auf  einander  folgende)  Punkte  der  Baum- 
curye, oder  mit  anderen  Worten,  dass  drei  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Tangenten  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  oder  dass 
zwei  Schmiegungsebenen,  die  unmittelbar  auf  einander  folgen,  in  die 
nämliche  Ebene  (Ebene  jener  vier  Punkte)  fallen. 

Eine  solche  vierpunktige  singulare  Schmiegungsebene  wird 
eine  „stationäre^  oder  ^^Wende  -  Schmiegungsebene^  der 
Baumcurye  oder  eine  «stationäre  oder  Wende-Berührebene^ 
ihrer  Tangentenfläche  genannt.  * 

Die  stationären  Punkte  und  stationären  Wende -Schmiegungs- 
ebenen pflegt  man  die  „regelmäßigen^  oder  die  „gewöhnlichen" 
Singularitäten  einer  Baumcurye  zu  nennen. 

Zu  den  unregelmäßigen  und  außergewöhnlichen  Sin- 
gularitäten einer  Baumcurye  gehören:  . 

ä)  „Stationäre  Tangenten",  d.  h.  solche  Geraden,  welche 
drei  unmittelbar   auf  einander  folgende  Punkte  der  Gurye  enthalten. 

h)  „Wirkliche  Doppelpunkte  und  Spitzen",  d.h.  Punkte 
im  Baume,  durch  welche  zwei  Zweige  der  Gurye  gehen  und  im  ersten 
Falle  in  diesem  Punkte  yerschiedene^  im  zweiten  Falle  dagegen 
zusammenfallende  Tangenten  in  obbezeichnetem  Punkte,  analog  den 
Doppelpunkten  und  Bückkehrpunkten  ebener  Guryen,  besitzen. 
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c)  „Doppeltangenten'^  der  Baumcurve,  d.  h.  Geraden,, 
welche  die  Carye  an  zwei  Terschiedenen  Stellen  berühren*  Dieselben 
stellen  sodann  selbstverständlich  ^Doppel erzeugende^  der  Tan- 
gentenfläche vor. 

d)  ^Doppelschmiegnngsebenen",  d.  h.  Ebenen,  welche  die 
Raumcurve  in  zwei  verschiedenen  Punkten  osculieren.  Dieselben 
sind  gleichzeitig  Doppeltangentialebenen  der  Tangenten- 
flache. 

Erwähnt  sei  hier  noch,  dass  die  eben  aufgezählten  Singulari- 
täten, für  gewöhnlich,  an  den  Baumcurven  nicht  vorkommen,  dass 
diese  vielmehr  nur  unter  ganz  besonderen  Bedingungen  im  Erzeugungs- 
gesetze auftreten. 

§.  143. 
Projectionen  der  Ranmcnrven;  Kegelflächen. 

Die  Projection  einer  Baumcurve  (von  irgend  einem  Cen- 
trum 0  aus)  auf  eine  Ebene  ist  offenbar  wieder  eine  Curve,  und 
zwar  der  geometrische  Ort  der  Projectionen  aller  Punkte 
der  Baumcurve. 

Vor  allem  wird  es  sich  darum  handeln,  die  Ordnung  dieser 
Projection  zu  ermitteln,  wenn  die  Charaktere  der  Baumcurve  als 
bekannt  vorliegen. 

Bezeichnen  wir  die  Baumcurve  mit  C  und  deren  Projection  auf 
eine  Ebene  E  mit  Cp. 

Die  Ordnung  der  Projection  Cp  wird  die  Anzahl  der 
Punkte  sein,  welche  dieselbe  mit  einer  beliebigen  in  E  liegenden 
Geraden  g  gemein  hat. 

Es  ist  über  jeden  Zweifel  orhaben,  dass  die  vorerwähnten  Punkte 
keine  anderen  sein  können,  als  die  Projectionen  jener  Cur^enpunkte, 
welche  in  der  durch  g  gehenden   projicierenden   Ebene  (g,  0)  liegen. 

Ist  also  die  Baumcurve  C  von  der  n-ten  Ordnung,  so  hat  die- 
selbe mit  jeder  projicierenden  Ebene  n  Punkte  gemein;  es  liegen 
daher  auch  n  Punkte  ihrer  Projection  Cp  in  einer  Geraden  9,  d.  i.  in 
der  Trace  jener  projicierenden  Ebene.    Dies  gibt  den  Satz : 

143,  „Die  Projedion  einer  Baumcurve  n-ter  Ordnung  auf  eine 
Ebene  ist  eine  Curve  der  n-ten  Ordnung.^ 

Das  Gesagte  gilt  jedoch  nur  insolange,  als  das  Projectionscen- 
trum  eine  allgemeine  Lage  im  Baume  hat.  Ist  hingegen  das  Pro- 
jectionscentrum  selbst  ein  Punkt  der  Baumcurve  C7,  so  trifft 
eine  beliebige  durch  denselben  gelegte  Ebene  die  Curve  C  außer  in 
dem  bezeichneten  Punkte  nur  noch  in    (n  —  1)  Punkten.     Die  Pro- 


155 

jection  kann  daher  in  diesem  Falle  nur  eine  Curve  der  (n  —  l)-ten 
Ordnung  sein.    Mithin  der  Satz: 

•  144,  „Die  Projedion  einer  Baumcurve  n-ter  Ordnung  aus 
irgend  eifern  ihrer  Punkte  cmf  eine  Ebene  ist  eine  Ourve  (n  —  l)-ter 
Ordntmg."^ 

Es  ist  einleuchtend,  dass  wenn  das  Projectionscentrum  mit  einem 
^-fachen  Punkt  der  Raumcurve  zusammenRllIt,  die  Projection  derselben 
auf  eine  Ebene  nur  von  der  (n  —  A;)-ten  Ordnung  sein  könne. 

§.  144. 

Denken  wir  uns  zwei  consecutive  Punkte  a  und  h  einer 
Eaumcurve  durch  die  Tangente  ab  verbunden,  so  wird  die  Projec- 
tion derselben  eine  Gerade  sein ,  welche  mit  der  Projection  Cp  gleich- 
falls zwei  consecutive  Punkte  —  nämlich  die  Projectionen  von  a  und  6, 
d.  i.  eine  Tangente  der  Projection  —  gemein  hat.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar der  Satz: 

145,  j^Die  Projection  der  Tangente  einer  Baumcurve  in  einem 
Punkte  A  ist  Tangente  der  Projection  Cp  in  jenem  Punkte  Äp, 
welcher  sich  als  die  Projedion  des  Punktes  A  ergibt.^ 

§    145. 

Aus  diesem  Satze  lässt  sich  direct  ein  zweiter,  in  Bezug  auf  die 
Classe  der  Curvenprojection,  ableiten. 

Sei  X  die  Classe  der  Projection  Cpy  d.  h.  die  Anzahl  der 
Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  q  der  Projectionsebene 
an  Cp  gezogen  werden  können. 

Jede  solche  Tangente  kann  als  die  Projection  einer  Tangente 
der  Raumcurve  C  betrachtet  werden,  welche  die  projicierende  Gerade 
Oq  schneidet.  Die  Zahl  x  wird  daher  mit  der  Zahl  der  Tangenten 
der  Raumcurve,  welche  eine  beliebige  Gerade  —  diesfalls  Oq  —  treffen, 
d.  h.  mit  dem  Range  der  Raumcurve  selbst  übereinstimmen. 
Hiernach  der  Satz: 

146.  jfDie  Projection  einer  BcMmcurve  ist  eine  Curve  ^  deren 
Classe  mit  dem  Bange  der  Baumcurve  übereinstimmt.^ 

§.  146. 

Liegt  das  Projectionscentrum  0  auf  einer  Tangente,  so  projiciert 
sich  diese  nicht  mehr  als  Tangente,  sondern  erscheint  in  der  Projec- 
tion als  ein  Punkt.  Irgend  eine  projicierende  Gerade  Oq  wird  von 
einer  gewissen  Zahl  von  Tangenten  der  Raumcurve  getroffen,   welche 
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Zahl,  wie  bekannt,  den  Bang  der  Baumcurve  bestimmt.  Unter  diesen 
Tangenten  ist  die  eine  projicierend ,  die  flbrigen  dagegen  projicieren 
sich  als  Tangenten  der  Cf  aus  dem  Punkte  0.  Mithin  der  Satz: 

14:7.  j^Die  Projection  einer  Baufncurve  r-ten  Ranges  ist  in  dem 
Falle,  als  das  Projectionscentrum  auf  einer  Tangente  der  Ourve  liegt, 
eine  Curve  (r  —  l)'ter  Classe,^ 

Das  eben  Gesagte  lässt  sich  auch  auf  den  Fall ,  wo  das  Projec- 
tionscentrum auf  einer  singulären,  Ä;-fachen  Tangente  der  Curve  li^t, 
ausdehnen.  Die  Projection  Cp  wird  in  diesem  Falle,  wie  eine  ein- 
fache mit  der  froher  angestellten  Betrachtung  üWeinstimmende  zeigt, 
eine  Curve  der  (r  —  Ä;)-ten  Classe  sein. 

§.  147. 

Liegt  insbesondere  das  Projectionscentrum  0  auf  der 
Baumcurve  selbst,  so  gehen  durch  dasselbe  zwei  unmittelbar  auf 
einander  folgende  Tangenten,  welche  offenbar  nichts  anderes  als  die 
y erbindun gsgeraden  von  0  mit  dem  unmittelbar  vorausgehenden  und 
dem  unmittelbar  folgenden  Curvenpunkte  sind. 

Die  Tangenten  der  Projection  Cp^  welche  von  irgend  einem 
Punkte  q  der  Projectionsebene  an  Cp  gezogen  werden  können,  sind 
die  Projectionen  von  (r  —  2)  der  m  Tangenten  der  Baumcurve,  welche 
die  Gerade  Oq  schneiden,  da  sich  die  übrigen,  oberwfthnten  zwei  Tan- 
genten nicht  als  gerade  Linien,  sondern  als  bloße  Punkte  projicieren. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

148,  „Die  Projection  einer  Baumcurve  r-ten  Ranges  von  einem 
ihrer  Punkte  aus,  ist  eine  Curve  (r  —  2yter  Classe.^ 

Auf  gleiche  Weise  könnten ,  indem  man  dem  Projectionscentrum 
besondere  Lagen  in  Bezug  auf  die  singulären  Elemente  der  Baum- 
curve ertheilt,  noch  zahlreiche  andere  Fälle  aufgestellt  werden,  welche 
eine  Erniedrigung  der  Classe  der  Projection  im  Gefolge  haben. 

§.  148. 

Die  singulftren  Elemente  der  Projection  Cp  einer  Baum- 
curve C  können  übrigens  auch  anmittelbar  aus  den  Charakteren  und 
den  Singularitäten  der  letzteren  abgeleitet  werden. 

Eine  Inflexionstangente  einer  ebenen  Curve  ist  bekanntlich 
eine  Gerade,  welche  mit  der  Curve  drei  unmittelbar  aufeinander  fol- 
gende Punkte  gemein  hat. 

Besitzt  die  Projection  Cp  einer  Baumcurve  eine  Inflexions- 
tangente, d.  h.  eine  Gerade  t,  welche  mit  Cp   drei  unmittelbar  auf- 
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einander  folgende  Punkte  a,  h,  e  gemein  bat ,  so  können  folgende  Fälle 
eintreten : 

ä)  Die  Gerade  t  ist  die  Trace  einer  Schmiegnngsebene ,  welche 
mit  der  Baumourve  C  drei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Pnnkte, 
deren  Projectionen  a,  h,  c  sind,  gemein  hat,  oder 

b)  Die  Punkte  a,  6,  e  sind  die  Projectionen  dreier  unmittelbar 
aufeinander  folgender,  in  gerader  Linie  liegender  Punkte  der  Baum- 
cuTTe,  oder  was  dasselbe  ist,  t  ist  die  Projection  einer  stationären 
Tangente.  Ist  demnach  m  die  Glasse  einer  Baumeurve,  d.h.  die 
Zahl  der  durch  einen  betiebigen  Punkt  gehenden  Schmiegungsebenen^ 
und  ist  6  die  Zahl  der  stationären  Tangenten,  so  wird,  den  voran- 
geschickten Betrachtungen  zufolge,  der  Satz  gelten: 

149.  jfDie  Projedion  einer  RatMncurve  m^ter  Classe  mit  6  sta- 
tionären Tangenten  besitgt  (m-^-ff)  Inflexionspunkte.^ 

§.  149. 

Besitzt  die  Projection  Cp  einer  Baumcurve  C  einen  Doppel- 
punkte, so  muss  dieser  die  Projection  von  zwei  auf  dem  Projections- 
strahle  Od  liegenden  Curvenpunkten  sein. 

Diesbezüglich  unterscheiden  wir  den  Fall,  in  welchem  die  beiden 
oberwähnten  Punkte  selbst  zusammenfallen,  also  die  Baumcurve  C 
selbst  einen  wirklichen  Doppelpunkt  hat,  von  jenem,  in  welchen 
die  besagten  Punkte  getrennt  sind,  oder  was  dasselbe  ist,  der  Pro- 
jectionsatrahl  Od  gleichzeitig  eine  zweipunktige  Secante  der  Baum^. 
curve  vorstellt. 

Besitzt  mithin  eine  Baumourve  D  wirkliche  Doppelpunkte, 
und  gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Baume  h  zweipunktige 
Secanten  derselben,  so  besitzt  die  Projection  Cp  dieser  Curve 
(h  +  d)  Doppelunkte.     Mithin : 

150.  y^Hat  eine  Baumcurve  D  wirkliche  Doppelpunkte  und 
gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Baume  h  zweipunktige  Secan- 
ten  derselben,  so  besitst  ihre  Projection  (A  +  D)  Doppelpunkte.^ 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  auch  die  h  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  gehenden  zweipunktigen  Secanten  einer  Baumcurve  die 
„scheinbaren  Doppelpunkte*  derselben. 

§.  150. 

Wenn  die  zweipunktige  Secante,  welche  durch  das  Projections- 
eentrum  fQhrt,  in  eine  Tangente  übergeht,  so  verschwindet  in  der 
Projection  die  Curve n schleife  des  Doppelpunktes;  an  die  Stelle 
des  letzteren  tritt  somit  ein  Bückkehrpunkt. 
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Ferner  ergeben  sich  Bfiekkehrpunkte  als  Projectionen  der 
stationären  Punkte  der  Baumcnrve ,  indem  jeder  derartige 
Funkt  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  der  Curve  in 
sich  vereinigt^  und  die  gleiche  Eigenschaft  mithin  auch  der  Projection 
der  Curve  zukommen  muss. 

Besitzt  also  die  Baumearve  C  ß  stationäre  Punkte»  und  gibt  es 
unter  ihren  Tangenten  q^  welche  durch  das  Projectionscentrum  gehen, 
so  erhalten  wir  den  Satz: 

151.  yjDie  Frojectian  einer  Raumcurve^  welche  ß  stationäre 
PunMe  besitsft  und  q  Tangenten^  welche  durch  das  Projectionscentrum 
gehen f  hcU  (ß  -^  q)  Rückkehrpunkte.^ 

§•  151. 

Geht  durch  das  Projectionscentrum  eine  Ebene^  welche 
die  Baumcurve  C  in  zwei  verschiedenen  Punkten  berührt, 
also  mit  anderen  Worten,  eine  Ebene,  welche  zwei  verschiedene  Tan- 
genten der  Baumcurve  enthält,  so  wird  die  Trace  dieser  Ebene  gleich- 
zeitig die  Projectionen  dieser  beiden  Tangenten,  mithin  eine  Dop pel- 
tangente  der  Projection  Cp    darstellen. 

Ebenso  einleuchtend  ist,  dass  die  Projection  einer  jeden  wirk- 
lichen Doppeltangente  auch  in  der  Projection  eine  Doppeltangente 
repräsentieren  mQsse. 

Bezeichnen  wir  somit  die  Zahl  jener  durch  das  Projectionscentrum 
gehenden  Ebenen,  welche  zwei  Tangenten  der  Baumcurve  enthalten, 
mit  y  und  die  Zahl  der  Doppeltangenten  der  Baumcurve  mit  <2,  so  folgt : 

152.  jfDie  Projection  einer  Baumcurve  mit  d  wirMichen  Doppel- 
tangenten^  und  y  durch  das  Projectionscentrum  gehenden  Doppeltan- 
gentenebenen,  d.  h.  y  Ebenen,  deren  jede  Bwei  Tangenten  der  Baum- 
curve enthält,  besitzt  (y  +  d)  Doj>peUai^enten,^ 

§.  152. 

Fassen  wir  diese  Ergebnisse  zusammen,  so  gelten  fär  ein  Pro- 
jectionscentrum, welches  keine  besondereLage  zu  der  Baumcurve 
besitzt,  folgende  Bestimmungen: 

n  —  die  Ordnung  der  Baumcurve  ist  gleich  der  Ordnung  ihrer 
Projection. 

r  —  der  Bang  der  Baumcurve  ist  gleich  der  C lasse  ihrer  Pro« 
jection. 

m —  die  C  lasse  der  Baumcurve,  d.  h.  die  Zahl  der  Sohmiegungs« 
ebenen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen,  ist  gleich  der 
Zahl  der  Inflexionstangenten  der  Projection. 
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h  —  die  Zahl  der  zweipunktigen  Secanten ,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen,  ist  gleich  der  Zahl  der  Doppelpunkte  der  Projection. 

y  —  die  Zahl  der  Ebenen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
gehen  und  je  zwei  Tangenten  der  Baumcurve  enthalten,  ist  gleich  der 
Zahl  der  Doppeltangenten  der  Projection. 

ß  —  die  Zahl  der  stationären  Punkte  der  Baumcurve  ist  gleich 
der  Zahl  der  Bückkehrpunkte  ihrer  Projection. 

Ausserdem  gibt  es  noch  folgende  unregelmäßige  (im  all- 
gemeinen nicht  vorkommende)  Singularitäten: 

6  —  die  Zahl  der  stationären  Tangenten  der  Baumcurve;  denselben 
entspricht  eine   gleiche  Zahl  von  Inflexionstangenten  der  Projection. 

D  —  die  Zahl  der  wirklichen  Doppelpunkte  der  Baumcurve ;  den- 
selben entspricht  eine  gleiche  Zahl  von  Doppelpunkten  der  Projection. 

d  —  die  Zabl  der  wirklichen  Doppeltangenten  der  Baumcurve; 
denselben  entspricht  eine  gleiche  Zahl  von  Doppeltangenten  der  Pro- 
jection. 

Q  —  die  Zahl  der  X^ngenten,  welche  durch  das  Projectionscentrum 

gehen;   denselben  entspricht  eine  gleiche  Zahl  von   Bückkehrpunkten 

der  Projection. 

§.  153. 

Wendet  man  auf  die  Charaktere  der  Projection  die  Plü- 
ck  er 'sehen  Gleichungen  an,  so  ergeben  sich  zwischen  den  Charakteren 
einer  Baumcurve,  welche  mit  regelmäßigen  und  gleichzeitig 
auch  mit  unregelmäßigen  Singularitäten  behaftet  ist,  nach 
obiger  Bezeichnung  folgende  drei  Beziehungen: 

r  =  n  (n  —  1)  —  2  (Ä  +  D)  —  3  OJ  f  ()) 

n  =  r  (r  —  1)  —  2  (y  +  d)  —  3  (m  +  e) 
(m  +  0)  -  05  +  p)  ==  3  (r  —  w) 

und   für   eine   Curve,    welche    bloß    regelmäßige    Singularitäten 

besitzt, 

r  =  w(n— 1)  —  2Ä  — 3/5 

n  =:  r  (r  —  1)  —  3y  —  3m 

w  —  /5  =  3  (r  —  n) 

§.  154. 

Zu  weiteren  drei  Gleichungen  bezüglich  der  Charaktere  einer  Baum- 
curve gelangen  wir  durch  Betrachtung  des  ebenen  Schnittes 
ihrer  developpablen  Tangentenfläche. 

Wie  bereits  früher  erörtert  wurde,  kann  der  Schnitt  einer  Deve- 
loppablen mit  einer  Ebene  einerseits  als  der  geometrische  Ort  der 
Dnrchschnittspunkte  aller  Erzeugenden  der  Developpablen  mit  dieser 


160 

Ebene,  andererseits  aber  anch  als  Enveloppe  der  Schnittlinien  aller 
Oscnlationsebenen  ihrer  Cnspidalkante  mit  der  schneidenden  Ebene  be- 
trachtet werden. 

Im  ersten  Falle  finden  wir,  dass  die  Ordnnng  des  ebenen 
Schnittes  der  Developpablen,  d.  h.  die  Anzahl  der  Punkte  der 
Sohnittcorve,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  in  der  schneidenden 
Ebene  liegen,  gleich  sei  der  Anzahl  der  Erzeugenden  der  Develop- 
pablen,  welche  eine  gegebene  beliebige  Gerade  treffen,  also  gleich  ist 
dem  Bange  der  gegebenen  Baumcurve.    Daher: 

15S.  „Die  Ordnung  der  eu  einer  Baumcurve  gehörenden  Tan- 
gentenfiäche  oder  eines  d>enen  Schnittes  derselben  ist  dem  Bange 
dieser  Baumcurve  gleich,^ 

§.  155. 

Betrachten  wir  den  ebenen  Schnitt  der  developpablen  Tangenten- 
fläche einer  Baumcurve  als  Enveloppe  der  Schnittlinien 
aller  Schmiegungsebenen  der  vorerwähnten  Baumcurve  mit  der 
schneidenden  Ebene,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Tangenten,  welche 
man  yon  einem  Punkte  P  dieser  Ebene  an  die  Schnittcurve  zieht, 
nichts  anderes  repräsentieren,  als  die  Schnitte  der  durch  P  gehenden 
Schmiegungsebenen  mit  der  Transversalebene. 

Die  Zahl  der  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  an  die  Schnitt- 
curye  gezogenen  Tangenten  ist  daher  gleich  der  Zahl  der 
Schmiegungsebenen  der  Baumcurve^  welche  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  gehen,  oder  mit  anderen  Worten: 

154.  j^Die  Glosse  der  eu  einer  Baumcurve  gehörigen  Tangenten- 
fläche  oder  eines  ebenen  Schnittes  derselben,  ist  der  Glosse  dieser 
Baumcurve  gleich.^ 

§.  166. 

Treffen  zwei  Erzeugende  der  Developpablen,  d.  h.  zwei  Tan- 
genten der  Baumcurve,  die  schneidende  Ebene  in  einem  und  demselben 
Punkte,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Schnittcurve. 

Letzteres  findet  seine  Begründung  in  dem  Umstände,  dass  die 
Curye  in  dem  genannten  Punkte  zwei  verschiedene  Tangenten ,  näm- 
lich die  Schnittgeraden  der  Ebene  mit  den  beiden,  jenen  Tangenten 
(Erzeugenden)  entsprechenden  Schmiegungsebenen,  besitzt. 

Ist  mithin  x  die  Anzahl  der  Punkte  in  einer  beliebigen  Ebene, 
in  deren  jedem  zwei  verschiedene  Erzeugenden  der  Tangentenfläche  zu- 
sammentreffen, so  besitzt  die  Schnittcurve  der  Developpablen  mit  einer 
beliebigen  Ebene  x  Doppelpunkte. 

Da  in  jeder  Ebene,  infolge  des  Principes  „von  der  Erhaltung 
der  Anzahl^  x  derartige  Punkte  liegen,   in  welchen  sich  Erzeugende 
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der  TaDgentenfläcfae  schneiden,  so  erhellt,  dass  die  stetige  Ge- 
sammtheit  dieser  Punkte  im  äaume  eine  Curve  der  x-ten  Ord- 
nung bilden,  welche  wir  aus  nachstehenden  Gründen  die  „Doppel-" 
oder  „Knotencurve**  der  developpablen  Tangentenfläche 
nennen  wollen. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  gezeigt,  dass  die  developpable 
Fläche  von  einer  ihrer  Schmiegungsebenen  in  allen  Punkten  einer  Er- 
zeugenden berührt  wird. 

Gehen  nun  zwei  Erzeugende  durch  einen  und  denselben  Punkte 
so  berühren  die  beiden  Schmiegungsebenen,  welche  durch  die  genann- 
ten Erzeugenden  gehen,  die  Developpable  in  diesem  Punkte. 

Die  Developpable  besitzt  daher  in  jedem  Punkte  ihrer  Doppel- 
cnrve  zwei  verschiedene  Berührungsebenen,  d.  h.  längs  der  Doppel- 
curye  durchschneiden  sich  zwei  Mäntel  der  betrachteten  Fläche. 

Besitzt  eine  Baumcurve  eine  Doppeltangente,  d.  h.  eine  Gerade, 
welche  die  Cur?e  in  zwei  verschiedenen  Punkten  berührt,  so  repräsen- 
tiert diese  Gerade  zwei  in  einander  fallende  Erzeugenden  der  Tan- 
gentenfläche, also  eine  Doppelerzeugende  der  letzteren^ 

Die  Developpable  wird  längs  dieser  Doppelerzeugenden  von  den 
beiden  Schmiegungsebenen,  welche  den  Berührungspunkten  der  Erzeu- 
genden mit  der  Baumcurve  entsprechen,  berührt. 

Jede  Ebene  schneidet  daher  die  Developpable  in  einer  Gurve^ 
welche  im  Durchstoßpunkte  mit  der  Doppelerzeugenden  ein^n  Doppel- 
punkt besitzt,  dessen  Tangenten  die  Schnittlinien  der  Ebene  mit  den 
beiden  genannten  Schmiegungsebenen  sind» 

Besitzt  daher  eine  Baumcurve  d  Doppeltangenten,  so  hat  der 
ebene  Schnitt  ihrer  Developpablen  d  Doppelpunkte,  welche  jenen 
Doppeltangenten  entsprechen.  Mit  Bücksicht  auf  die  gepflogenen  Er- 
örterungen folgt  mithin  der  Satz: 

155,  j^IAegen  in  einer  Ebene  x  Ptinkte,  in  welchen  je  zwei 
Tangenten  einer  Baumcurve  zusammentreffen  und  besitzt  letztere  d 
wirkliche  Doppeltangenten,  so  hat  der  ebene  Schnitt  ihrer  Tangenten- 
fläche (x  +  d)  Doppelpunkte.^ 

§.  157.^ 

Auf  Grund  des  Vorhergegangenen  ist  sichergestellt,  dass  ein 
Punkt  der  schneidenden  Ebene,  in  welchem  zwei  Tangenten  der  Baum- 
curve zusammentreffen,  einen  Doppelpunkt  der  Schnittcurve  dieser 
Ebene  mit  der  developpablen  Tangenteufläche  jener  Baumcurve  reprä- 
sentiert, und  dass  die  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkte  die 

Fesebka,  Darstellende  a.  projective  Geometrie.  II.  -^^ 
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Schnittlinien   der  Transversalebene  mit  den  beiden,    den  genannten 
Tangenten  entsprechenden  Schmieguirgsebenen  sind. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  beiden  Tangenten  der  Baamcarve 
unmittelbar  auf  einander,  folgen ,  und  dass  deren  Schnittpunkt  gleich- 
zeitig in  der  Transversalebeue  liege,  somit  ein  Punkt  der  Baumcurve 
selbst  sei. 

Bezeichneter  Punkt  wird  sodann  im  Schnitte  ebenfalls  einen 
Doppelpunkt  vorstellen. 

BerQcksichtigen  wir  jedoch,  dass  den  beiden  unmittelbar  auf 
einander  folgenden  Tangenten  bloß  eine  einzige  Schmiegungsebene 
entspricht,  [so  repräsentiert  der  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Trans- 
versalebene die  beiden  zusammenfallenden  Doppelpunktstangen- 
ten; jener  Punkt  ist  sonach  im  Schnitte  insbesondere  ein  Bück- 
kehrpunkt. 

Die  auf  .'diese  Weise  im  ebenen  Schnitte  entstehenden  BQck- 
kehrpunkte  sind  daherlkeineXandern ,  als, die  Durchgangspunkte 
der  Baumcurve  mit  der  Transversalebene  und  deren  Anzahl 
ist  somit  der  Ordnungszahl  der  Baumcurve  gleich. 

Wir  haben  ferner  festgestellt,  dass  auch  die  Spur  jeder  Dop- 
pelerzeugenden der  Developpablen  auf  der  Transversalebene  einen 
Doppelpunkt  darstellt,  dessen  Tangenten  die  Schnittlinien  der  Trans- 
versalebene mit  den  beiden  dieser^  Doppelerzeugenden  entsprechenden 
Schmiegungsebenen  sind. 

Übergeht  [die  Doppelerzeugende  in  eine  „stationäre'  Erzeu- 
gende, d.  h.  folgen  deren  BerQhrungselemente  mit  der  Baumcurve  un- 
mittelbar auf  einander,  so  wird  dasselbe  auch  f&r  die  beiden  Schmie- 
gungsebenen gelten« 

Die  Spur  der  stationären  Erzeugenden  auf  der  Transversalebene 
ist  somit  ein  Doppelpunkt  mit  zusammenfallenden  Tangenten,  d.  h. 
also  ein  Bückkehrpunkt. 

Die  Zahl  der  auf  diese  Weise  im  Schnitte  entstehenden  Bück- 
kehrpunkte ist  mithin  der  Anzahl  6  der  stationären  Erzeugenden  gleich. 
Diese  Erörterungen  führen  somit  zu  dem  Satze: 

156.  „Der  ebene  Schnitt  der  developpablen  Tangentenfläche  einer 
Raumeurve  n-ter  Ordnung  mit  9  stationären  Erzeugenden  hesitet 
(n  -}-  6)  RückJcehrpunJcte. 

§.  158. 

Da,  wie  wir  bereits  wissen,  die  Schnittcurve  der  Developpablen 
mit  einer  beliebigen  Transversalebene  als  Enveloppe  der  Schnitt- 
linien dieser  Ebene  mit  sämmtlichen  Schmiegungsebenen  der  Cuspi- 
dalcurve   betrachtet    werden    kann,   so   ist   auch   klar   gelegt,  dass 
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jede  Gerade  in  der  Transversalebene ,  durch  .welche  gleichzeitig  zwei 
verschiedene  Schmiegungsebenen  der  Baumearve  gehen,  eine  Doppel- 
tangente des  ebenen  Schnittes  darstelle. 

Nennen  wir  demnach  g  die  Zahl  der  Geraden  in  einer  beliebigen 
Ebene,  durch  deren  jede  zwei  verschiedene  Schmiegungsebenen  gehen, 
so  werden  dem  ebenen  Schnitte  der  zugehörigen  developpablen  Tan- 
gentenfläche, g  Doppeltangenten  zukommen. 

Besitzt  ferner  die  Baumcurve  /i  doppelte  Schmiegungsebenen^  so 
sind  offenbar  auch  die  Tracen  dieser  Doppelschmiegungsebenen 
auf  der  Transversalebene,  Doppeltaugenten  des  Schnittes 
Mithin  der  Satz: 

157.  jjEtUhält  eine  beliebige  Ebene  g  Gerade,  durch  deren  jede 
zwei  verschiedene  Schmiegungsebenen  einer  Baumcurve  gehen  und  be- 
süet  letetere  A  Doppelschmiegungsebenen  ^  so  h(xt  der  ebene  Schnitt  der 
ssugehörigen  Tangentenfläche  (g  +jd)  DoppeUangenten.*^ 

« 

§.  159. 

Eine  „stationäre^'  oder  „Wendeebene^  wurde  als  eine 
solche  definiert,  welche  vier  unmittelbar  aufeinander  folgende  Punkte 
oder  drei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Tangenten  einer  Baum- 
curve enthält. 

Die  Trace  dieser  Ebene  auf  der  Transversalebene  enthält  drei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Punkte  der  Schnittcurve ,  d.  i.  die 
Durchstoßpunkte  der  genannten  drei  Tangenten,  und  repräsentiert 
somit  eine  Inflexionstangente  des  Schnittes.  Besitzt  daher  die 
Baumcurve  a  stationäre  Ebenen,  so  folgt  der  Satz: 

158.  j^Der  ebene  Schnitt  der  Tangenienfläche  einer  Baumcurve 
mit  a  Wendeebenen  besitzt  a  Inflexionstangenten.*^ 

§.  160. 

Den  angestellten  Betrachtungen  gemäß  ergeben  sich  folgende 
Charaktere  für  den  ebenen  Schnitt  der  Tangentenfläche 
einer  Baumcurve. 

n  —  die  Ordnung  der  Baumcurve  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Bäckkehrpunkte  des  ebenen  Schnittes. 

r  —  der  Bang  der  Baumcurve  ist  gleich  der  Ordnung  des  ebenen 
Schnittes  und  gleich  der  Ordnung  der  Developpablen  selbst. 

m  —  die  C lasse  der  Baumcurve  ist  gleich  der  Classe  des  ebenen 
Schnittes  und  gleich  der  Classe  der  Developpablen  selbst. 

X —  die  Anzahl  der  Punkte  einer  beliebigen  Ebene, 
•durch  deren  jeden  zwei  Tangenten  der  Baumcurve  hindurchgehen,  ist 

11* 
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gleich  der  Anzahl  der  Doppelpunkte  des  ebenen  Schnittes  und  gleich 
der  Ordnung  der  Doppelcurye  der  Tangentenfl&che. 

g  —  die  Anzahl  der  Geraden  in  einer  Ebene,  durch  welche 
zwei  Schmiegnngsebenen  der  Baumcurve  hindurchgehen,  ist  gleich  der 
Anzahl  der  Doppeltangenten  des  ebenen  Schnittes« 

a  —  die  Anzahl  der  Wendeebenen  der  Baumcurve  ist  gleich  der 
Anzahl  der  Inflexionspunkte  des  ebenen  Schnittes. 

Außerdem  gibt  es  noch  folgende  unregelmäßige  Singula- 
ritäten: 

d  —  die  Zahl  der  wirklichen  Doppeltangenten  der  Baumcurve  be* 
stimmt  eine  gleiche  Anzahl  von  Doppelpunkten  des  ebenen  Schnittes. 

0  —  die  Zahl  der  stationären  Tangenten  der  Baumcurve  be- 
stimmt eine  gleiche  Anzahl  von  Bückkehrpunkten  des  ebenen  Schnittes, 

^  —  die  Anzahl  der  Doppelschmiegungsebenen  der  Baumcurve  be- 
stimmt eine  gleiche  Zahl  von  Doppeltangenten  des  ebenen  Schnittes. 

§.  161. 
Wenden  wir  die  Plücker'schen  Gleichungen  auf  den  ebenen 
Schnitt  an/  so   erhalten   wir  zwischen  den  Charakteren  einer 
Baumcurve  folgende  drei  Belationen: 

m  =  r  (r  —  1)  —  2  (a:  +  d)  —  3  (n  +  8); 
r  =  m{m—\)—2[g  -f-z/)  —  3a; 
a  —  n  —  6  =  3  (m  —  r) 
und  fflr  eine  Baumcurve,  welche  keine  unregelmäßigen  Sin- 
gularitäten besitzt: 

fn=^T  {r  —  1)  —  2a?  —  3n, 

r  =  m  (f»  —  1)  —  2g  —  3a, 

a  —  n  =  3  (m  —  r) 

§.  162. 

Im  Vereine   mit  den  frQber,  betreffs  der  Projection   einer 

Baumcurve  abgeleiteten  drei   Gleichungen   ergeben   sich  zwischen 

den  neun  Charakteren: 

w,  w,  r,  Xj  y,  Ä,  g,  «,  ß 

die  folgenden  sechs  Gleichungen: 

r  =  w  (n  —  1)  —  2Ä  -  3/J 1} 

n=r  (r  —  1)  —  2y  —  3 w 2) 

w  —  /S  =  3  (r  —  n) 3) 

m  =  r  {r  —  1)  —  2a:  —  3n 4) 

r  =  t»  (w  —  1)  —  2g  —  3« 5) 

a  —  n  =  3  (w  —  r) 6) 
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welche,  nach  ihrem  EDtdeeker,  die  Gayley'schen  Gleichungen  genannt 
w^den* 

Sind  von  den  Charakteren  einer  Banmcnrve  drei  beliebige  ge* 
geben ,  so  können  die  übrigen  sechs  mit  Hilfe  der  vorstehenden  sechs 
Gleichnngen  leicht  gefunden  worden ,  doch  dürfen  die  gegebenen  Cha- 
raktere nicht  in  der  Zusammenstellung 

r,  X,  /J;  oder  r,  y,  a 

Yorkommen,  da  einerseits  r,  x  und  ß  nicht  unabhängig  yon  ein- 
ander sind,  sondern  durch  die  aus  3)  und  4)  folgende  Beziehung: 

r{r-A)=2x  +  ß, 

sowie  andererseits  r,  y,  a  durch  die  aus  2)  und  6)  folgende  Beziehung 

r  (r  —  4)  =  a  +  2y 

an  einander  gebunden  erscheinen  und  daher  nicht  willkürlich  gewählt 
werden  können. 

§.  163, 

Unter  dem  „Geschlecht  einer  Baumcurve^  versteht  man 
4a8  Geschlecht  ihrer  ebenen  Projection,  und  dieses  ist  nach  §•  134, 
pag.  138  gleich 

p  =  \(n—l){n  —  2)  —  h  —  ß 
=  i(r-l)(r-2)-y-r. 

Hieraus  folgt  einerseits 

2jp  =  (n  —  1)  (n  —  2)  —  2Ä  —  2/}, 
and  andererseits 

2p  =  (r  —  1)  (r  —  2)  —  2y  —  2m 

oder 

2i)  =  »  (n  —  1)  —  2n  -f-  2  —  2Ä  ~  2/J 
2i)  =  r  (r  —  1)  —  2r  +  2  —  2y  —  2m. 

Hit  Bücksicht  auf  Gleichung  1)  und  2)  erhält  man: 

2i)  =  r  —  2n  +  2  4-  /} 10 

2p  =  n  —  2r-\-2  +  m 2'). 

Es  ergibt  sich  aber  auch  direct  aus  4): 

n  -f  m  —  2r  4-  2  =  r  (r  —  1)  —  2r  -I-  2  —  2a;  —  2n 

=  (r  —  1)  (r  —  2)  —  2a;  —  2n, 
also  mit  Bezug  auf  2^ : 

2p  =  {r—  1)  (r  ~  2)  —2x  —  2n 
oder 

p  = ^ X  —  n. 
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Diese  Gleichung  stimmt  vollkommen  mit  jener  für  das  Ge^ 
schlecht  des  ebenen  Schnittes  der  Tangentenfläche,  nnd 
als  solche  auch  wieder  mit: 

(TO— i)rw  — 2) 

i>  = 2- j-9-a 

fiberein.    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

159.  jjDas  Geschlecht  einer  Baumcurve  ist  gleich  dem  Geschlechte 
ihrer  Prqjection  oder  gleich  dem  Geschlechte  des  ehernen  Schnittes  ihrer 
Tangentenfläche. " 

Für  das  Geschlecht  der  Baumcurve  haben  wir  somit  fol- 
gende vier  gleichwertige  Ausdrücke: 

p  =  i  (n  _  1)  (n  —  2)  —  Ä  —  /3 
p  =  i(r  —  l)  (r  —  2)  —  y  —  m 
j?  =  I  (r  —  1)  (r  —  2)  —X  —  n 
p  =  i  (tn—  1)  (w—  2)  —  g  —  a. 

§.  164. 

Die  oben  aufgestellten  Charaktere  gelten  offenbar  bloß  für  den  Fall, 
als  weder  das  Projectionscentrum,  noch  die  schneidende  Ebene  beson- 
dere Lagen  gegen  die  gegebene  fiaumcurve  haben. 

In  Nachstehendem  wollen  wir  noch  eine  Übersicht  der  Charak- 
tere der  Frojection,  beziehungsweise  des  ebenen  Schnittes 
unter  Voraussetzung  besonderer  Lagen  anfügen,  wobei  wir  mit  ft 
die  Ordnung^  mit  v  die  Classe  und  mit  d,  Xy  t,  i^  ibeziehungsweise 
die  Doppel-  und  Bückkehrpunkte,  die  Doppel-  und  Infiexionstangenten 
der  fraglichen  Curve  bezeichnen,  während  wir  für  die  Charaktere  der 
Baumcurve  dieselbe  Bezeichnung  wie  oben  beibehalten. 

a)  Charaktere  der  Frojection  einer  Baumcurve  aus  einem  ihrer 

Funkte: 

v  =  r  —  2;  (i  =  n  —  1;  i  =  m  —  3;   x  =  /J; 

T  =  j/— 2r  +  8;   d  =  h  —  n  +  2. 

h)  Charaktere  der  Frojection  aus  einem  Funkte  einer  Tangente 
der  Baumcurve: 

/x  =  n;  v  =  r— 1;  i  =  m  —  2;  x  =  j3+l; 
r=y  —  r-f4;   (J  =  ä—  1. 

c)  Frojection  aus  einem  stationären  Funkte  der  Curve: 

/t  =  n  —  3;    v  =  r  — 3;    i  =  w  — 4;   x  =  ß  —  1; 
r  =  y— 3r  +  11;  <J  =  Ä  — 2n  +  6. 

d)  Charaktere  des  Schnittes  der  Tangentenfläche  mit  einer  Sohmie- 
gungsebene  der  Baumcurve: 
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^  =  r  —  2;    v  =  m — 1;    i  =  a;    x  =  n  —  3 
t  =g^fn  +  2;    d=:x  —2r  +  8. 

e)  Schnitt  mit  einer  Ebene  durch  eine  Tangente  der  Banmcurve: 

11  =  r  —  1;    v=w»;    i  =  a  -]-  1;    x  =  n  —  2 
r=jf  —  1;    d  =  X  —  r-f4. 

f)  Schnitt  mit  einer  stationären  Ebene: 

fi  =  r  —  3;    v  =  m  —  2;    i  =  a — 1;    x  =  n  —  4 
r  =  5f  — 2m  +  6;    d  =  x  —  Sr  +  13. 

g)  Frojection  aas  einem  Punkte  der  Doppelcurve  der  Tangenten- 
flache  : 

^  =  n;   1/ =r  r — 2;  i  =  m  —  4;    x  = /J  +  2 
r  =  y  —  2r +  9;   d  =  h  —  2. 

h)  Schnitt  mit  einer  Ebene ,  welche  durch  zwei  sich  schneidende 
Tangenten  der  Baumcurve  geht: 

li=:r — 2;    1/ =  t»;   i=^a-\-2]    x  =  w  —  4 
z=g—2;    d  =  x  —  2r  +  9. 

Berücksichtigen  wir  überdies  die  Charaktere  z/,  D,  6,  ä,  so   er- 
geben sich  noch  folgende  Fälle: 

i)  Schnitt  mit  einer  Doppelschmiegungsebene  z/: 

(iz=zr  —  4;   1/ =  m  —  2;   i  =  a;    x  =  n  —  ß  +  ö 
r=flf  — 2m  +  6+z^— 1;    ö  =  x  —  ir  +  20  +  d. 

k)  Schnitt  mit  einer  Ebene  durch  eine  stationäre  Erzeugende  0: 

f*  =  r  — 2;    V  =  m]   t  =  «  +  2;    x  =  n  —  3  +  0 — 1 
r  =g  —  2  +  ^;    d  =  x  —  2r  +  9  +  d. 

'     l)  Schnitt  mit  der  Berühlrüngsebene  längs  einer  stationären  Er- 
zeugenden: 

ft  =  r  — 3;    v  =  m — 1;    i=cc-{-l;    x  =  w — 4  +  0  —  1 
r=flr  —  w  +  l  +  zl;    d  =  a?  —  3r  +  14  +  ci. 

m)  Schnitt  mit  einer  Ebene  durch  eine  Doppelerzeugende  d: 

li  =  r  —  2;    V  =  m;   i  =  a  +  2;  x=w  —  4  +  9 
T  =  jf  —  2  +^;  *  =  :r  —  2r  +  10  +  d  —  1. 

n)  Schnitt  mit  einer  der  beiden  Schmiegungsebenen ,   die  einer 
Doppelerzeugenden  entsprechen : 

li=r  —  3;     i/  =  m  — 1;     i  =  a+l;     x  =  n  —  5  +  9 
r=£f  —  m+l  +  z/;     d  =  a;  —  3r+15  +  d  —  1- 

o)  Frojection  aus  einem  wirklichen  Doppelpunkte  D  der  Baum- 
curve : 

fiz=zn  —  2;     1/ =:  r  —  4;     i  =  m  —  6  +  9;     x  =  jJ 
r  =  y  — 4r  +  20  +  d;   *  =  Ä  —  2n  +  6  +  D— 1. 
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p)  ProjectioD  aus  einem  Punkte  einer  stationären  Tangente: 

^  =  w;  V  =  r  —  2;  i  =  m  —  3  +  Ö  —  1;  x  =  /J-f-2 

T  =  y  — 2r+9  +  d;    <J  =  /»  — 2  +  D. 

g)  Projection  aus  dem  dreifachen  Berührungspunkte  einer  sta- 
tionären Erzeugenden: 

^  =  w  —  1;     i/  =  r  — 3;     i  =  »*  — 4  +  0  —  1;     x  =  /J+l 
T=y  —  3r  +  14  +  d;     <J  =  Ä  —  w  +  l+D 

r)  Projection  aus  einem  Punkte  einer  Doppelerzeugenden  d: 

^  =  w;    v^=^r  —  2;    i  :=  m  —  4  +  6;    x  =  /J  +  2 

r  =  y  — 2r  +  10  +  d—  1;    <J  =  Ä  —  2  +  D. 

5)  Projection  aus  einem  der  Berührungspunkte  einer  Doppel- 
erzeugenden: 

fi=in  —  1;    v=zr  —  3;    i  =  m  —  5  +  8;    x  =  /3  +  l 
r  =  y  — 3r+15  +  d— 1;    d  =  h  —  n  +  l  +  D.^) 

§.  165. 

Aus  Früherem  wurde  ersehen,  dass  durch  jeden  Punkt  im  Baume 
y  Ebenen  gehen,  welche  eine  Baumcurye  in  zwei  verschiedenen  Punkten 
berühren,  d.  h.  zwei  verschiedene  Tangenten  der  Baumcurve  ent- 
halten. 

Die  Gesammtheit  dieser  doppelt  berührenden  Ebenen 
umhüllt  eine  developpable  Fläche  von  der  y-ten  Classe, 
.welche  wir  als  die  der  gegebenen  Baumcurve  „doppelt-umschrie- 
bene Developpable^  bezeichnen. 

Infolge  der  Gleichung  2),  pag.  164)  ist  die  Classe  der  doppelt 
umschriebeneu  Developpablen  einer  Baumcurve  n-ter  Ordnungt 
m-ter  Classe  und  r-ten  Banges,  eine  developpable  Fläche  der 

i[r  {r  —  1)  —  n  —  3m]-ten  Classe. 

Der  doppelt  umschriebenen  Developpablen  einer  Baumcurve  steht 
dual  gegenüber  die  Doppelcurve  der  Tangentenfiäche  einer 
Baumcurve^  d.  L  jene  Curve,  welche  sich  als  Ort  der  Schnittpunkte 
von  Tangenten  der  Baumcurve  ergibt. 

Da  in  jeder  Ebene  x  solche  Punkte  existieren,  so  ist  die  Doppel- 
curve von  der  rr-ten  Ordnung. 

Für  eine  Baumcurve  w-ter  Ordnung,  «i-ter  Classe  und  ♦■-ten 
Banges  ergibt  sich  nach  Gleichung  4),  pag.  164)  eine  Doppelcurve: 

ilr  {r  —  1)  —  w  —  3w]-ter  Ordnung. 

Weitere  Eigenschaften  der  Baumcurven  und  der  developpablen 
Flächen,  sowie  deren  verschiedene  Erzeugungs weisen,  Beziehungen 
dieser  Gebilde  unter  einander  und  so  weiter,   wollen  wir,   da  es  uns 
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ebenso  zweckmäßig  als  nothwendig  düDkt,  zuvor  die  wichtigsten  Sätze 
über  allgemeine  krumme  Oberflächen  kennen  zu  lernen,  einer 
späteren  Entwickelung  und  eingehenderen  Betrachtung  vorbehalten. 

Bemerkt  sei  an  dieser  Stelle  nur  noch ,  dass  als  Baumcurve 
erster  Ordnung  nur  die  gerade  Linie  und  als  Raumcurve  zwei- 
ter Ordnung  nur  der  Kegelschnitt  gelten  kann.  Andere  Baum- 
curven  erster,  beziehungsweise  zweiter  Ordnung  gibt  es  nicht. 

Die  niedrigste  eigentliche  Baumcurve  muss  von  der  dritten  Ord- 
nung sein. 

Als  Erkennungszeichen,  ob  irgend  eine  Curve  n-ter  Ordnung  eine 
ebene  oder  eine  Baumcurve  ist,  dient  folgende  Eigenschaft. 

Jede  Ebene  hat  mit  einer  Baumcurve  n-ter  Ordnung  n  Punkte 
gemein.  Existiert  aber  eine  Lage  der  Ebene,  in  welcher  dieselbe  mit 
der  Curve  mehr  als  n  Punkte  gemein  hat,  so  enthält  sie  nach  dem 
^Principe  der  Erhaltung^  alle  Punkte  der  Curve,  d.  h.  die  besagte 
Curve  ist  eine  ebene  Curve  —  sofern  sie  nicht  in  Bestandtheile 
niederer  Ordnung  zerfällt 


Zweiter  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  kninimeii  Flächen  und 

Flächensysteme. 

VI.  Capitel 
Allgemeine  Eigenschaften  algebraiecher  Flächen. 

§.  166. 

Definitioii  und  Erzengnngsarten  einer  Fläche  im  allgemeinen. 

Unter  einer  krnmmen  Fläche  versteht  man  eine  zweifach 
ausgedehnte,  unendliche  Mannigfaltigkeit  stetig  auf 
einander  folgender  Punkte. 

Wenn,  wir  die  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  oder  einfach 
unendliche  Anzahl  von  Punkten  einer  Curve  mit  u  symbolisch  be- 
zeichnen, so  enthält  nach  der  obigen  Definition  eine  krumme  Fläche 
ti*  =  t* .  w  Punkte, 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  eine  krumme  Fläche  ab 
solche,  unendlich  viele  Curven  enthalte  und  somit  f&r  dieselbe  auch 
folgende  Definition  als  zulässig  aufgestellt  werden  könne: 

160.  j^Eine  krumme  Fläche  ist  der  geometrische  Ort  der  Lagen 
einer  Curve,  welche  nach  einem  bestimmten  Gesetze  entweder  ihre 
Lage  allein,  oder  gleichseitig  auch  ihre  Form  stetig  verändert.*^ 

§.  167. 

* 

Je  nach  der  Art  der  sich  bewegenden  Curve,  welche  man 
auch  als  eine  „Erzeugende''  der  Fläche  bezeichnet^  oder  nach  der 
Art  des  Bewegungsgesetzes  unterscheidet  man  verschiedene 
Gattungen  von  krummen  Flächen. 

Die  am  häufigsten  vorkommenden  sind  folgende: 
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A.  Krnmine  Flächen,  welche  durch  eineCurve  erzengt  werden  können, 

deren  Gestalt  nnveränderlich  bleibt. 

Hieher  gehören: 

ä)  Die  „ßegelflächen**  oder  „Linienflächen",  welche 
durch  stetige  Lagen  Veränderung  einer  „Geraden"  entstehen. 

Eine  Regelfläche  wird,  wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  eine 
^aufwickelbare^^  oder  „developpable"^  Fläche  genannt,  wenn 
jede  Lage  der  erzeugenden  Geraden  von  der  nächstfolgenden  ge- 
schnitten wird. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  schneiden  sich  also  zwei  unmittelbar  auf- 
einander folgende  Lagen  der  erzeugenden  Geraden  weder  in  endlicher, 
noch  in  unendlicher  Entfernung,  so  heißt  die  so  entstehende  Begel- 
fläche  eine  „windschiefe  Begelfläche'',  eine  „Linienfläche*^ 
insbesondere,  oder  auch  kurz  eine  „windschiefe  Fläche". 

6)  „Rotationsflächen",  „Revolutionsflächen"  oder  „Um- 
drehungsflächen", welche  von  einer  ihrer  Gestalt  und  Größe  nach 
unveränderlichen  Cur?e  dann  erzeugt  werden,  wenn  sich  besagte  Gurve 
um  eine  feste  Gerade  im  Räume  dreht.  Letztgenannte  Gerade  wird 
sodann  die  „Rotations-"  oder  „Drehachse"  genannt. 

c)  „Rückungs-  oder  Röhrenflächen  von  constantem  oder 
veränderlichem  Querschnitt". 

Die  erstere  Flächengattung  entsteht  durch  die  Fortbewegung 
einer  der  Form  und  Größe  nach  unveränderlichen  ebenen  Curve, 
wenn  ein  fester  Punkt  derselben  eine  andere  gegebene  Gurve  (Leit- 
curve)  durchläuft  und  die  Ebene  der  erzeugenden  Curve  ununter- 
brochen zur  Tangente  der  Leitcurve  in  dem  genannten  Punkte  senk- 
recht steht. 

Die  zweite  Art  der  obangedenteten  Flächen  entsteht  durch  Pa- 
rallelverschiebung einer  der  Form  nach  unveränderlichen 
Ourve  (ebene  oder  Raumcurve) 'längs  einer  zweiten  festen  Leit- 
eurve. 

jB.  Flftcheii,  welche  durch  die  Lagenverftndentiig  einer  der  GröiSe  und 

Form  nach  veränderlichen  Curve  entstehen. 

Die  Mannigfaltigkeit,  welche  bei  dieser  Erzeugungsweise  auftritt, 
ist  80  unendlich  groß,  dass  man  keine  besonderen  Typen  für  der- 
artig erzeugte  Flächengattungen  aufgestellt  hat. 

Wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  kann  jede  krumme  Fläche, 
welche  als  geometrischer  Ort  der  Lageu  «iner  unverän- 
derlichen Curve  erzeugt  wird,  auf  unendlich  viele  verschiedene 
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Arten   durch    die    Lagenyeränderung   einer    veränderlichen 
Curve  hervorgebracht  werden. 

Umgekehrt  ist  es  aber  im  allgemeinen  nicht  möglich,  eine  Fläche, 
welche  durch  die  Lagenverändening  einer  veränderlichen  Curve  erzeugt 
wurde,  auch  durch  die  Lagen  Veränderung  einer  unveränderlichen  Curve 
zu  erzeugen. 

§.  168, 

Eiue  andere  und  wichtigere  Eintheilung  der  Flächen  ist  die  nach 
ihrer  Ordnung. 

Unter  der  „Ordnung**  einer  Fläche  versteht  man  die  An- 
zahl der  Punkte,  in  welchen  dieselbe  von  einer  beliebigen 
Geraden  im  Baume  geschnitten  wird. 

Der  ebene  Schnitt  einer  krummen  Fläche  besteht  aus 
einer  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  welche  stetig 
aufeinander  folgen.  Der  besagte  Schnitt  ist  mithin  eine  Curve. 

Jede  in  der  Ebene  des  Schnittes  liegende  Gerade  schneidet  die 
Fläche  in  n  Punkten,  sobald  diese  von  der  n-ten  Ordnung  ist ;  diese 
n  Funkte  gehören  aber  offenbar  der  Schnittcurve  selbst  an ,  da  die- 
selben gleichzeitig  Punkte  der  Fläche  und  der  schneidenden  Ebene  sind. 
Die  Schnittcurve  hat  daher  mit  jeder  in  ihrer  Ebene  liegenden  Gera- 
den gleichfalls  n  Punkte  gemein,  ist  mithin  eine  Curve  der  n-ten 
Ordnung.    Daher  der  Satz: 

161.  „Der  ebene  Schnitt  einer  Fläche  n-ter  Ordnung  ist  eine 
Curve  n-ter  Ordnung,'^ 

§.  169. 

Setsen  wir  nun  voraus,  irgend  eine  Gerade  hätte  mit  einer  Fläche 
^-ter  Ordnung  mehr  als  n  Punkte  gemein. 

Dann  wird  offenbar  eine  Ebede,  welche  durch  die  betreffende 
Gerade  gelegt  wird ,  die  Fläche  in  einer  Curve  n-ter  Ordnung  sdinei- 
den  müssen,  welche  mit  der  Geraden  ebenfalls  mehr  als  n  Punkte 
gemein  hat.  Nach  Form  d)  des  Erhaltungsprindpes  mnss  sodann 
unter  obigen  Verhältnissen  die  Schnittcurve  die  Gerade  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  enthalten»  oder  mit  anderen  Worten,  es  muss  dies- 
falls die  Schnittcurve  in  die  oberwähne  Gerade  und  in  eine  Curve 
(n —  l)-ter  Ordnung  zerfallen.    Daher  der  Satz: 

162.  yfHat  eine  Gerade  mit  einer  Fläche  n-ter  Ordnung  mehr 
(Us  n  Punkte  gemein  y  so  liegt  sie  ihrer  ganzen  Ausdehnung  ncu^h  in 
der  besagten  Fläche.^ 
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§.  170. 

Fallen  zwei  von  deu  n  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit 
einer  Fläche  n-ter  Ordnung  in  einen  und  denselben  Punkt  zusammen, 
oder  mit  andern  Worten ,  hat  eine  Gerade  T  mit  einer  Fläche  zwei 
unmittelbar  aufeinanderfolgende  Punkte  a^  und  a,  gemein, 
so  heißt  diese  Gerade  eine  „Tangente"  der  Fläche,  und  das  Paar 
vereinigter  Punkte  a^  und  a^  deren  „Berührungspunkt**. 

Aus  der  vorstehenden  Definition  folgt  unmittelbar,  dass  auf  der 
Fläche  unendlich  viele  Curven  gezeichnet  werden  können ,  welche 
sämmtlich  die  Gerade  T  berühren.  Denn  jede  Curve  auf  der  Fläche, 
welche  durch  die  beiden  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Punkte  a, 
und  a,  hindurchgeht,  insbesondere  also  auch  alle  durch  die  Gerade  T 
gelegten  ebenen  Schnitte  haben  diese  beiden  Punkte  mit  der  Geraden  T 
gemein;  die  Gerade  T  wird  daher  in  (a^a^)  jede  solche  Curve  be- 
rühren. 

Sei  a  (Taf.  II,  Fig.  21)  ein  zwar  ganz  beliebiger,  doch  kein 
singulärer  Punkt  einer  Fläche,  d.  i.  kein  Punkt,  welcher  sich  durch 
besondere  Eigenschaften  von  anderen  Flächenpunkten  auszeichnet.  Da 
ein  solcher  Punkt  auf  der  Fläche  unendlich  viele  Nachbarpunkte  a^, 
a,,  a3...an...  besitzt,  so  können  durch  denselben  auch  unendlich 
viele  Tangenten  der  Fläche,  d.  i.  die  Geraden  aa^^  aa^,  aa^...aan. . ., 
gezogen  werden,  welche  ihn  mit  allen  benachbarten  Punkten  verbinden. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  alle  diese  Tan- 
genten in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Letztgenannte 
Ebene  wird  jedoch  selbstverständlich  schon  durch  zwei  von  diesen 
Tangenten  vollständig  bestimmt  äbin. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  F  (Taf.  II,  Fig.  21)  sei 
irgend  eine  Fläche,  a  ein  Punkt  auf  derselben,  c^,  c,  und  c^  seien 
drei  auf  der  Fläche  liegende,  durch  a  gehende  Curven. 

Die  Tangenten  t^  und  t^  der  Curven  c^  und  c^  im  Punkte  a  be- 
stimmen eine  Ebene.  Es  wird  sich,  darum  handeln,  zu  zeigen,  dass  in 
dieser  Ebene  auch  die  Tangente  t^  der  dritten  Curve  c,,  welche  Lage 
diese  auch  immer  haben  mag,  liegen  müsse. 

Denken  *  wir  uns  die  Fläche  F  durch  irgend  eine  veränderliche 
Curve  ^als  Erzeugende"  hervorgebracht,  welche  stets  die  beiden 
Curven  c^  und  c^,  die  wir  diesfalls  als  feste  Leitlinien  betrachten, 
schneiden  möge,  und  setzen  wir  weiters  voraus,  die  Curve  c^  reprä- 
sentiere bereits  eine  Lage  dieser  Erzeugenden. 

Ist  nun  c'a  eine  andere,  von  Cg  nur  wenig  verschiedene  Lage  der 
Erzeugenden,  welche  die  Leitcurven  c,  und  c^  beziehungsweise  in  den 
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Fankten  a^  und  a,  schneidet,  so  stellen  die  Verbindungsgeraden  aa^, 
aa^  und  a^a^  beziehungsweise  Secanten  der  Gurven  o,,  c^  und  c'a  ^or. 

um  zu  dem  angestrebten  Besultate  zu  gelangen,  wird  es  genügen, 
die  Veränderung  des  Dreieckes  a  a,  a,  zu  betrachten ,  während  die 
Curve  c'a  bei  Erzeugung  der  Fläche  F  sich  stetig  der  Curve  e,  nähert 
und  endlich  mit  dieser  zusammenfällt. 

Hierbei  werden  offenbar  die  Secanten  aa,,  aa^^  und  a^a^  immer 
in  einer  und  derselben  Ebene  bleiben,  da  sie  stets  zu  zweien  die  Funkte 
a,  a^  und  a^  gemein  haben ;  andererseits  werden  sich  aber  die  Punkte 
a^  und  a,  unaufhörlich  dem  Funkte  a  nähern,  so  dass  endlich  die 
Secanten  aa^  und  aa^,  sobald  c'^  in  die  Lage  c,  gelangt,  in  die  Tan- 
genten t^  und  t^  der  Gurven  c^  und  c^  im  Funkte  a  übergehen* 

Gleichzeitig  mit  diesen  Secanten  nähern  sich  aber  auch  die 
Funkte  a^  und  aj  einander,  so  dass  die  durch  dieselben  bestimmte 
Secante  a^a^  der  Gurve  c'^  endlich,  sobald  c\  mit  c^  zusammenftllt, 
in  die  Tangente  ^3  der  Gurve  c^  übergeht. 

Nachdem  nun  die  drei  Secanten  aüi,  aa^  und  a^a^  für  jede 
Lage  der  Erzeugenden  c^a  ein  Dreieck  bilden,  also  sämmtlich  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  so  muss,  nach  dem  Gesetze  der  Stetig- 
keit,  das  Gleiche  auch  von  den  drei  Tangenten  ^, ,  ^3  und  ^3  gelten. 

Hätte  man  für  die  Curve  c^  irgend  eine  andere  Gurve  c^  gesetzt, 
so  würde  auf  ganz  dieselbe  VtTeise  nachgewiesen  werden  können ,  dass 
auch  die  Tangente  t^  der  Gurve  c^  im  Funkte  a  in  die  nämliche  Ebene 
der  beiden  Tangenten  t^  und  t^  fällt. 

Hiermit  ist  also  sichergestellt,  dass  sämmtliche  Tangenten 
einer  Fläche  in  einem  ihrer  Funkte  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen. 
Diese  Ebene  heißt  die  „Tangentialebene^  oder  „Berührungs- 
ebene^  der  Fläche  F  im  Funkte  a,  und  der  Funkt  a  selbst  ihr 
„Berührungspunkt**. 

Aus  der  angestellten  Betrachtung  folgt  der  Satz: 

163.  „Jedem  Punkte  einer  Fläche  entspricht  eine  Berührungs- 
ebene y  in  welcher  sämmtliche  Geraden  liegen^  welche  die  Fläche  in 
diesem  Funkte  berühren,*^ 

Kann  durch  den  Funkt  a  eine  Gerade  gezogen  werden,  welche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  auf  der  Fläche  liegt,  so 
kann  diese  Gerade  als  eine  Gurve  auf  der  Fläche  betrachtet  werden, 
welche  in  jedem  ihrer  Funkte,  also  auch  in  a,  ihre  eigene  Tan- 
gente repräsentiert,  und  als  solche  in  der  Berührungsebene  des 
Funktes  a  liegen  muss.    Daher  der  Satz: 

164.  j^Lässt  sich  durch  einen  Punkt  au f  einer  Fläche  eine  Gerade 
ziehen y    welche  der  Fläche  ihrer  ganzen  Ausdehnung   nach  angehört^ 
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Bo  muss  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  dem  bezeichneten  Punkte 
diese  Gerade  enthalten,*^ 

§.  171. 

Nachdem  die  Tangentialebene  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Ponkte 
sämmtliche  Tangenten  der  Fläche  in  jenem  Punkte  enthält,  so  ge- 
nügenTirgend  zwei  der  letzteren  zur  Bestimmung  der  ersteren. 

Selbstverständlich  wird  man,  wenn  es  sich  um  die  graphische 
(projectivische)  Bestimmung  der  Berflhrungsebene  einer  Fläche  in  einem 
ihrer  Punkte  handelt,  immer  jene  Tangenten  benützen,  welche  sich  am 
einfachsten  construieren  lassen. 

Enthielte  also  beispielsweise  eine  Fläche  eine  Gerade  oder  einen 
Kreis,  welche(r)  durch  den  Berührungspunkt  geht,  so  wird  man  auf 
Grund  obiger  Andeutung  im  ersten  Falle  die  Berührungsebene  durch 
die  Gerade  selbst  legen  können,  im  zweiten  Falle  dagegen  die  Tan- 
gente des  Kreises  im  gegebenen  Berührungspunkte  benützen. 

Hervorheben  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  noch,  dass  alle 
vorstehenden  Betrachtungen  und  Sätze  nur  für  gewöhnliche  Flä* 
chenpunkte  und  nicht  auch  f&r  singulare  Punkte  gelten,  welch 
letztere  bekanntlich  gegenüber  den  gewöhnlichen  Punkten  gewisse 
specifische  Eigenschaften  besitzen. 

Das  Verhalten  singulärer  Punkte,  namentlich  in  Bezug  auf  Schnitte 
und  Berührungen,  werden  wir  in  der  Folge  einer  eingehenden  Betrach- 
tung unterziehen. 

§.  172. 

Bei  den  vorausgeschickten  Erörterungen  wurde  angenommen,  dass 
der  Berührungspunkt  einer  zu  fahrenden  Tangentialebene  als  be- 
kannt vorliege.  Es  sollen  nunmehr  auch  jene  Fälle  besprochen  wer- 
den, in  welchen  die  Berührungsebene  anderweitigen  Bedingungen  zu 
genügen  hat. 

a)  Berührungsebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt 
außerhalb  der  Fläche; 

Sei  F  (Taf.  II,  Fig.  22)  irgend  eine  Fläche,  und  P  ein  belie- 
biger, nicht  auf  der  Fläche  liegender  Punkt;  es  ist  zu  untersuchen, 
ob  es  Berührungsebenen  der  Fläche  gibt,  welche  durch  den  Punkt  P 
gehen  und  ist,  wenn  solche  vorhanden  sind,  einerseits  deren  Anzahl 
festzustellen  und  andererseits  sind  deren  Eigenschaften  zu  bestimmen. 

Wir  wissen  bereits,  dass  eine  Gerade,  welche  in  einer  Tan- 
gentialebene einer  Fläche  durch  den  Berührungspunkt  derselben 
beliebig  gezogen  wird,  immer  eine  Tangente  der  Fläche  in  jenem  Be- 
rührungspunkte darstelle. 


176 

Existiert  nun  wirklich  eine  Ebene  T,  welche  durch  P  geführt  die 
Fläche  F  in  einem  Punkte  a  berührt,  so  muss  offenbar  die  Yerbin- 
dungsgerade  Pa  eine  Tangente  der  Fläche  im  Funkte  a  repräsentieren. 

Ist  also  umgekehrt  t  eine  Tangente  der  Fläche  F,  welche  durch 
den  Punkt  P  geht,  und  ist  a  deren  Berührungspunkt,  so  wird  die  Be- 
rührungsebene der  Fläche  F  im  Punkte  a,  da  sie  die  Tangente  t  ent- 
halten muss,  auch  durch  den  auf  t  liegenden  Punkt  P  gehen. 

Wie  leicht  einzusehen,  kann  man  durch  einen  außerhalb  der 
Fläche  liegenden  Punkt  P  unendlich  viele  Tangenten  an  F  ziehen, 
um  einzelne  Tangenten  zu  erhalten,  wird  es  genügen,  durch  P  eine 
beliebige  Ebene  zu  legen,  welche  die  Fläche  F  in  einer  Curve  C  schneidet, 
und  an  diese  Curye  von  P  aus  die  möglichen  Tangenten  zu  führen. 

Denken  wir  uns  weiters  diese  Hilfsebene  um  eine  beliebige  in 
ihr  liegende,  durch  P  gehende  Gerade  gedreht,  in  jeder  Lage  deren 
Schnitt  mit  der  Fläche  F  bestimmt,  und  an  denselben  von  P  aus  die 
Tangenten  gezogen,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  sich  ergebenden 
Berührungspunkte  dieser  Tangenten  infolge  der  Stetigkeit  der  Fläche 
und  der  Stetigkeit  der  Hilfsebenen  in  ihrer  Aufeinanderfolg  eine 
ebene  oder  eine  Baumcurve  bilden  werden,  während  die  Tangente 
t  einen  Eegel  beschreibt,  dessen  Spitze  P  und  dessen  Leitlinie  die  letzt- 
genannte Gur?e  sein  wird« 

Da  jede  Erzeugende  dieses  Kegels  eine  Tangente  der  Fläche  ist, 
so  nennt  man  denselben  den  der  Fläche  F  aus  dem  Punkte  P  n^^' 
schriebenen  Eegel^  oder  auch  den  „Berührungskegel^  der 
Fläche  vom  Punkte  P  aus. 

Die  Gurve,  welche  den  geometrischen  Ort  der  Berüh- 
rungspunkte aller  von  P  aus  an  die  Fläche  F  gezogenen 
Tangenten,  also  auch  die  Berührungspunkte  aller  durch  P 
gehenden  Tangentialebenen  der  Fläche  vorstellt,  wird  die  „Be- 
rührungscurve"  der  durch  P  gehenden  Tangenten  und  Tan- 
gentialebenen der  Fläche  F  genannt. 

um  nunmehr  die  Tangentialebene  der  Fläche  F  (Taf.  II,  Fig.  22) 
in  einem  Punkte  a  der  Berührungscurve ,  die  wir  mit  B  bezeichnen 
wollen,  zu  construieren ,  haben  wir,  nach  Früherem,  noch  eine  zweite 
Tangente  der  Fläche  im  Punkte  a  zu  ermitteln. 

Da  die  Gurve  B  der  Fläche  F  selbst  angehört,  so  können  wir 
direct  deren  Tangente  t^  im  Punkte  a  benützen.  Die  Tangente  t^  hat 
aber  mit  B  den  Punkt  a,  sowie  den  ihm  benachbarten  Punkt  a'  gemein. 
Infolge  dieses  Umstandes  enthält  die  durch  t  und  ^^  bestimmte  Tan- 
gentialebene der  Fläche  auch  die  der  Kegelerzeugenden  t  unendlich 
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nahe  Erzeugende  Ta*  oder  V  in  sieb,  oder  mit  andern  Worten:  die 
Berflhrangsebene  von  F  im  Punkte  a,  sowie  jede  andere  durch  P 
gehende  BerQhrungsebene  der  Fläche  F  enthält  zwei  unmittelbar  auf- 
einander folgende  Erzeugende  des  der  Fläche  aus  P  umschriebenen 
E^els,  und  berührt,  da  derselbe  eine  aufwickelbare  Fläche  ist,  den 
letzteren  längs  dieses  Ei;^eugendenpaares. 

Von  diesem  Ergebnisse  kann  man  sich  leicht  auch  auf  directem 
Wege  durch  folgende  einfache  Betrachtung  überzeugen.  Denken  wir 
uns  in  der  durch  iy  ty  und  V  bestimmten  Ebene  eine  beliebige  Gerade  r 
gezogen,  welche  die  Eegelerzeugenden  t  und  V  in  den  unendlich  nahen 
Punkten  a  und  a'  trifft,  so  stellt  dieselbe  eine  Tangente  derEegel- 
fläche  und  die  Ebene,  welche  durch  x  und  t  geht,  die  Beruh rungs- 
ebene  des  Kegels  im  Punkte  (aa^  dar.  Nachdem  aber  die  besagte 
Ebene  keine  andere  als  die  durch  (^^^^i)  bestimmte  ist,  nachdem  ferner 
das  Punktepaar  (aa^  infolge  der  willkürliehen  Annahme  von  r  jede  be- 
liebige Lage  auf  (^^0  annehmen  kann,  so  ist  durch  dieses  Zusammen- 
treffen von  Thatsachen  auch  bewiesen,  dass  die  Ebene  {i,t^  den  Eegel 
längs  des  zusammenfallenden  Erzengendenpaares  (t  V)  berühren  müsse. 
Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

iß6,  ffÄUe  Tangenten  einer  Fläche  von  einem  Punkte  P  außer- 
halb derselben  bilden  einen  Kegel,  welcher  die  Fläche  F  längs  einer 
Cinrve  Br  berührt,  und  alle  durch  P  gehenden  Tangentialebenen  der 
Fläche  F  berühren  gleichzeitig  auch  den  von  P  au^  der  Fläche  F 
umschriebenen  Kegel.^ 

§.  173. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  die  betrachtete  Fläche  sei  eine  auf- 
wickelbare, so  werden  sich  bezüglich  der  Tangentialebenen,  im 
Vergleich  zu  den  eben  festgestellten,  abweichende  Resultate  ergeben. 

Wie  bereits  früher  (Raumcurven  und  developpable  Flächen) 
(§§.  140  und  141)  nachgewiesen  wurde,  ist  jede  Tangentialebene 
einer  aufwickelbaren  Fläche  gleichzeitig  eine  Schmiegungsebene  der 
zugehörigen  Cuspidalcurve,  und  berührt  besagte  Ebene  die  developpable 
Fläche  in  allen  Pnnkten  einer  Erzeugenden. 

Die  Anzahl  d^r  durch  einen  Punkt  außerhalb  der  Developpableii 
gehenden  Tangentialebenen  der  Fläche,  oder  was  dasselbe  ist^  die  An- 
zahl der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Schmiegungsebenen  der  Cuspidal- 
curve, ist  sodann  nicht,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  unendlich  groß,. 
sondern  rine  endliche,  and  zwar  gleich  der  „Classe^  der  Cuspi- 
dalcurve. 

Das  Gleiche  gilt  selbstverständlich  von  den  Eegelfläcfaen,  da 
auch  diese  aufwickelbare  Flächen  sind. 

Peiehkft,  Daratellende  u.  projectire  Geometrie.    II.  12 
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§.  174. 

b)  Berührungsebenen  parallel  zu  Geraden.  Dieser  Fall 
ist  von  dem  vorigen  nicht  yerschieden,  da  die  Bedingung,  „eine 
Ebene  soll  zu  einer  Geraden  parallel  sein'',  nichts  anderes,  als  die 
Forderung  ausdrückt,  dass  die  Ebene  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  gegebenen  Geraden  zu  gehen  habe. 

An  die  Stelle  des  der  Fläche  umschriebenen  Kegels  tritt  nun 
der  derselben  umschriebene  Cylinder.  Die  zur  Geraden  parallelen 
Berührungsebenen  der  Fläche  F  sind  sodann  gleichzeitig  auch  Berüh- 
rungsebenen des  umschriebenen  Cylinders. 

§.  175. 

c)  Berührungsebenen  durch  eine  Gerade.  Die  Bestim- 
mung einer  Ebene ,  welche  eine  Fläche  F  (Taf.  II ,  Fig.  23)  berührt 
und  nebstbei  durch  eine  gegebene  Gerade  geht,  l&sst  sich  auf  den 
Fall  a)  zurückführen. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  der  gegebenen  Geraden  g  irgend  zwei 
Punkte  P]  und  P,  angenommen  und  die  Berührungscurven  B^  und  B^ 
der  diesen  Punkten  entsprechenden  umschriebenen  Eegel  bestimmt 

Soll  die  Berührungsebene  durch  g,  also  auch  durch  die  Punkte 
Pj  und  Pg  gehen,  so  muss  deren  Berührungspunkt  einerseits  auf  der 
Gur?e  B^,  andererseits  aber  auch  auf  der  Curve  B^  liegen  und  kann 
mithin  nur  einer  der  Schnittpunkte  von  B^  und  B^  sein. 

Umgekehrt  ist  klar,  dass  jedem  von  den  Schnittpunkten  der 
Curven  B^  und  B^  die  Eigenschaft  zukomme,  dass  seine  Berührungs- 
ebene durch  die  Gerade  g  geht.  Denn,  da  ein  jeder  derartige  Punkt, 
wie  beispielsweise  a,  den  beiden  Berührungscurven  B^  und  B^  zugleich 
angehört,  so  muss  die  ihm  zugehörige  Berührungsebene  gleichzeitig 
durch  die  Punkte  P^  und  P,,  also  auch  durch  deren  Verbindungs- 
gerade  g  hindurchgehen. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ergibt  sich,  dass  durch  eine 
beliebige  Gerade  eine  endliche  Anzahl  von  Berührungsebenen  an  die 
Fläche  F  (sobald  diese  eine  algebraische  ist,  d.  h.  sobald  deren  Punkte 
in  Coordinaten  einer  algebraischen  Gleichung  genügen)  gelegt  wer- 
den kann* 

Die  Anzahl  dieser  Berührungsebenen  bleibt  nach  dem  Princip 
von  der  „Erhaltung  der  Anzahl"  ungeändert,  wie  man  auch  die  Lage 
der  Geraden  im  I^ume  annehmen  mag.  Diese  Anzahl  der  Tan- 
gierungsebenen   wird  als  die  „Classe''  der  Fläche  bezeichnet. 
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§.   176. 

Ans  dieser  ünveränderlichkeit  und  der  bestimmten  Anzahl  von 
Berührungsebenen  durch  eine  Oerade  an  eine  algebraische  Fläche 
lässt  sich  leicht  der  folgende  wichtige  Satz  nachweisen. 

Denken  wir  uns  auf  der  Geraden  g  (Taf.  n,  Fig.  23)  noch  einen 
dritten  beliebigen  Punkt  P,  angenommen  und  sei  B^  die  dem  ge- 
nannten Funkte  entsprechende  Berührungscurve. 

Da  die  letztere  den  geometrischen  Ort  der  Berührungspunkte 
aller  durch  P,  gehenden  Berührungsebenen  der  Fläche  darstellt,  sa 
müssen  auf  derselben  auch  die  Berührungspunkte  der  durch  g  gehen- 
den Berührebenen  liegen,  d.  h.  B^  muss  gleichzeitig  durch  die 
Schnittpunkte  von  B^  und  B^  gehen.  Nachdepi  aber  P,  beliebig  auf 
g  angenommen  wurde,  so  gilt  dasselbe  für  jeden  anderen  Punkt,  und 
wir  haben  demzufolge  den  Satz: 

166.  jfDie  Berährungscurven  aller  Punkte  einer  Geraden  schnei" 
den  sich  in  einer,  bestimmten  Anzahl  fester  Punkte^  d.  h.  in  jenen 
PunJUen,  welche  die  Berührungspunkte  der  durch  diese  Gerade  gehen- 
den Beruhrehenen  darstellen^. 

§.  177. 

Ist  die  Fläche  eine  ^abwickelbare,  Ho  wird  es  nicht 
möglich  sein,  durch  eine  beliebig  'gewählte  Oerade  g  Tangential- 
ebenen an  dieselbe  zu  legen. 

Denn  wäre  durch  die  Gerade  g  (Taf.  II,  Fig«  24)  in  der  That 
eine  Berührungsebene  an  die  developpable  Fläche  mOglich,  so  müsste 
die  Gerade  g  die  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Erzeugenden  b 
und  ^j  welche  die  Berührungsebene  mit  der  Developpablen  gemein 
hat,  in  zwei  (unendlich  nahen)  Punkten  a  und  af  schneiden,  d.  h. 
selbst  eine  Tangente  der  Developpablen  darstellen,  was  im 
alljgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird. 

Es  wird  daher  auch  für  developpable  Flächen  die  „Classe'' 
nicht  als  die  Anzahl  der  durch  eine  Gerade  gehenden, 
sondern  als  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Tan- 
gentialebenen definiert.  Diesfalls  ist  sonach. die  Glasse  identisch 
mit  der  „Classe^  der  Cuspidalcurve  der  betreffenden  Deve- 
loppablen. 

§.  178.] 

Jede  Tangente  einer  Fläche  n-ter  Ordnung  schneidet  diese  außer 
in  den  zwei  Punkten,  welche  im  Berührungspunkte  vereinigt  sind, 
noch  in  (»  —  2)  weiteren  Punkten* 

12* 
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Die  (n  —  i)  Schnittpunkte  einer  Tangente  mit  der  Fläche  er- 
zeugen, wenn  die  Tangente  um  den  Berahrangspunkt  in  der  zugehörigen 
Berährungsebene  gedreht  wird,  einsGurve^  welche  offenbar  nichts  an* 
deres  als  die  Schnittcurve  dieser  Ebene  mit  der  Flftche  repräsentiert. 

Jede  Tangente  der  Fläche  hat  in  dem  Berflhrangspiuikte  der 
Tangentialebene  mit  der  besagten  Car?e  zwei  zusammenfallende  Punkte 
gemein,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Schnittcurve  der  Fläche  mit  einer 
ihrer  Tangentialebenen  besitzt  im  Berührungspunkte  der  letzteren  einen 
Doppelpunkt. 

Die  beiden  Tangenten  der  Schnittcurve  in  diesem  Doppelpunkte 
unterscheiden  sich  von  den  anderen  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Geraden  dadurch,  dass  jede  der  letzteren  mit  der  Schnittcurve,  also 
auch  mit  der  Fläche,  drei  iu  demselben  zusammenfallende  Punkte 
gemein  hat.   Hiernach  der  Satz: 

167.  „In  jedem  Funkte  einer  Fläche  gibt  es  ewei  Tangenten y. 
welche  mü  der  Fläche  in  dem  Funkte  eine  dreipunktige  Berührung 
eingehen;  es  sind  dies  die  Tangenten  des  Doppelpunktes,  welcher  dem 
Berührungspunkte  im  Schnitte  der  Fläche  mit  der  zugehörigen  Tan-^ 
gentiaiUbene  entspricht.^, 

Man  nennt  diese  beiden «dreipunktigen  Tangenten  der 
Fläche  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  die  diesem  Punkte  entsprechen- 
den   „Haupttangenten''    oder    i^Inflexionstangenten^    der 

Fläche, 

§.  179. 

I^achdem  wir  drei  4^^^i^  ^^^  Doppelpunkten  kennen 
lernten,  so  werden  auch  hier  drei  verschiedene  Fälle  eintreten. 

a)  Die  beiden  Haupttangenten  sind  imaginär,  d.  h.  der  Be- 
rtthrungspunkt  ist  ein  „isolierter  Doppelpunkt"  der  Schnittcurve 
der  Berührungsebene  y  wie  dies  beispielsweise  bei  der  Eugel  vor- 
kömmt. 

Unter  so  obwaltenden  Verhältnissen  wird  besagter  Doppelpunkt 
ein  „elliptischer  Punkt"  der  Fläche  genannt  und  besitzt  eine 
Fläche  nur  elliptische  Punkte,  so  wird  diese  selbst  als  eine  ^ellip- 
tische Fläche''  bezeichnet. 

Letztere  Bezeichnung  rührt  daher,  dass  alle  Punkte  der  unter 
dem  Namen  „EUipsoid"  bekannten  Fläche,  die  obbezeichnete  Eigen- 
schaft besitzen. 

h)  Die  Schnittcurve  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  besitzt 
im  Berührungspunkte  einen  eigentlichen  Doppelpunkt.  Diesfalls 
sind  die  beiden  Haupttangenten  reell  und  können  dieselben  entweder 
„getrennt**  vorkommen  oder  „zusammenfallend"  auftreten. 
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Im  ersteren  Falle  nennt  man  den  Punkt  der  Fläche  einen 
„hyperbolischen^  Punkt,  im  zweiten  Falle  dagegen  einen  „pa- 
rabolischen^ Punkt   der  Fläche. 

Li^  auf  einer  Fläche  eine  gerade  Linie,  so  stellt  diese  in  jedem 
ihrer  Punkte,  da  sie  mit  der  Fläche  drei  (vielmehr  alle)  Punkte 
gemein  hat,  eine  der  beiden  Inflexionstangenten  dar« 

Dies  Torausgesetsst ,  muss  aber  nothwendig  auch  die  zweite  In- 
flexionstangente  der  Fläche  in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  reell 
sein,  d.  h.  alle  Punkte  der  Fläche  sind  entweder  hyperbolische 
oder  parabolische  Punkte. 

Ist  die  Fläche  eine  anfwickelbare  oder  eine  windschiefe 
Fläche,  knrz  eine  Segelfläche,  so  kann  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine 
Oerade  gezogen  werden,  welche  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in  der 
Fläche  liegt;  es  wird  folglich  das  eben  Gesagte  ohne  jedwede  Aus- 
nahme für  alle  Punkte  einer  Segelfläche  gelten. 

Es  besteht  hiernach  der  Satz: 

168.  y^Die  Punkte  einer  durch  eine  Gerade  erzeugten  Fläche 
sind  entweder  bloß  hyperbolisch,  oder  bloß  parabolisch^  oder  aber  auch 
theilweise  hyperbolisch^  theilweise  parabolisch^  auf  keinen  FaU  aber 
elliptisch.^ 

Insbesondere  sind  die  developpablen  Flächen  solche,  welche 
ausschließlich  parabolische  Punkte  besitzen.  Denn  die  Tangential- 
ebene einer  deyeloppablen  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  hat  mit 
dieser  zwei  zusammenfallende  durch  den  Berührungspunkt 
gehende  Erzeugenden  gemein,  welche  im  Schnitte  mit  der  Tangen- 
tialebene als  „reelle  zusammenfallende  Haupttangenten^ 
(Doppelpunktstangenten)  auftreten.  Mithin  als  Zusatz  zu  obigem 
Satze :  * 

168a.  ^Säfnmtliche  Funkte  einer  aufunckelbaren  Fläche  sind 
parabolische  Punkte.^ 

Die  Punkte  einer  windschiefen  Fläche  sind  hyberbo- 
lisch,  doch  kann  es  auf  besagten  Flächen,  wie  wir  in  der  Folge 
nachweisen  werden,  auch  parabolische  Punkte  geben. 

§.  180. 

Im  Vorhergegangenen  wurde  gezeigt,  dass  alle  Geraden,  welche 
mit  einer  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkte  derselben,  zwei  zu- 
sammenfidlende  Punkte  gemein  haben,  Tangenten  der  Fläche  sind^ 
die  sämmtlidi  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  jenem  Punkte  an- 
gehören. 
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Nehmen  wir  nun,  dem  Gesagten  entgegen,  an,  es  existiere  anf 
einer  Fläche  F  ein  Punkt  a,  durch  welchen  sich  drei  nicht  in 
einerlei  Hbene  liegende  Geraden  ^^  ^^  und  ^3  ziehen  lassen,  deren 
jede  mit  der  Fläche  im  Punkte  a  zwei  zusammenfallende  Punkte  ge- 
mein habe^  und  setzen  wir  hierbei  vorausi  dass  t^  und  t^  zwei  Tan- 
genten der  Fläche  F  im  Punkte  a  darstellen  mögen. 

Unter  dieser  Annahme  kann  ^3,  infolge  des  Satzes  163),  keine 
Tangente  der  Fläche  vorstellen.  Nachdem  die  bezeichnete  Gerade  aber 
doch  zwei  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  so  kann  der  Punkt  a 
nur  an  und  für  sich  ein  „doppelter  Punkt^  oder  kurz  ein  „Dop-- 
pelpunkt^  oder  ein  „oonischer'^  Punkt  der  Fläche  sein. 

Letzteres  geht  auch  daraus  hervor,  dass  eine  beliebige  andere 
durch  a  gehende  Gerade  mit  der  Fläche  in  a  gleichfalls  zwei  zu- 
Bammenfallende  Punkte  gemein  hat,  wie  aus  nachstehender  Betrach- 
tung zu  ersehen  ist. 

Sei  t  eine  anderweitige,  beliebige  durch  a  geführte  Gerade.  Die 
Ebene  (^3^)  schneidet  sodann  die  Fläche  F  in  einer  Curve,  welche 
mit  ^3 ,  der  Voraussetzung  gemäß,  zwei  in  a  zusammenfallende  Punkte 
gemein  hat,  ohne  dass  jedoch  ^3  eine  Tangente  dieser  Gurve  sein 
muss.  Dieses  angenommen  wird  aber  a  nothwendig  ein  Doppelpunkt 
der  Curve  sein  müssen,  und  es  hat  folglich  auch  die  beliebig  augenom- 
mene  Gerade  i  mit  der  Curve,  also  auch  mit  der  Fläche^  in  a  zwei 
zusammenfallende  Punkte  gemein. 

Denken  wir  uds  nun  weiters  durch  a  eine  beliebige  Ebene  ge- 
legt, so  schneidet  diese  die  Fläche  F  in  einer  Curve,  welche  in  a 
nothwendig  einen  Doppelpunkt  besitzen  muss,  nachdem  der  eben  be- 
wiesenen Eigenschaft  zufolge^  eine  jede  in  der  schneidenden  Ebene 
durch  a  gezogene  Gerade,  in  a  mit  der  Fläche,  also]  auch  mit  der 
Curve,  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein  hat. 

Der  Punkt  a  wird  infolge  dieser  Eigenschaften  ein  „Doppel- 
punkt*' der  Fläche  genannt. 

Nachdem  jede  durch  a  gelegte  Ebene  die  Fläche  F  in  einer 
Curve  schneidet,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so  gibt  es  in 
dieser  Ebene  zwei  Geraden,  nämlich  die  beiden  Doppelpunkts- 
tangenten, welche  mit  der  Schnittcurve,  mithin  auch  mit  der  Fläche 
selbst,  drei  mit  a  zusammenfallende  Punkte  gemein  haben,  d.  h. 
Haupt-  oder  Inflexionstangenten  der  Fläche  in  jenem  Punkte  a 
-vorstellen.- 

Da  zwei  solcher  Inflexionstangenten  in  jeder  durch  a  gehenden 
Ebene  liegen,  so  bildet  ihre  Gesammtheit  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung   derart,    dass  jede   durch   a   gehende  Ebene  die  Fläche  F 
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in  einer  Gurve  schneidet,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
dessen  Tangenten  jene  beiden  Erzeugenden  sind,  in  welchen  die  Ebene 
den  Kegel  schneidet. 

Berührt  eine  Ebene  insbesondere  den  Kegel ^  d.  h.  fallen  die 
beiden  Erzeugenden,  welche  sie  mit  dem  Kegel  gemein  hat,  und  welche 
die  Doppelpunktstangenten  des  Schnittes  von  F  darstellen,  zusammen, 
so  ist  der  Schnitt  eine  Gurve,  welche  in  a  einen  Bückkehrpunkt 
besitzt. 

Der  eben  entwickelten  Eigenschaft  zufolge  wird  der  Doppel- 
punkt einer  Fläche  auch  ein  „conischer  Punkt^  derselben  genannt. 

Man  kann  sich  von  einem  derartigen  conischen  oder  Doppel- 
punkte leicht  eine  klare  Vorstellung  verschaffen,  wenn  man  eine 
ebene  Gurve  c  (Taf.  II,  Fig.  25),  welche  von  einer  Geraden  Ä  im 
Punkte  a  geschnitten  werden  möge,  um  A  herumdreht.  Die  dadurch 
erzeugte  Fläche  hat  in  a  einen  conischen  Punkt,  dessen  In- 
flexionstangenten  denselben  Kegel  bilden,  welcher  durch  die  Um- 
drehung der  Gurventangente  t  im  Punkte  a  um  die  Gerade  A 
entsteht. 

Jede  durch  A  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Gurve, 
welche  aus  zwei  gegen  A  symmetrischen  Theilen  e  und  o'  besteht 
und  in  a  einen  Doppelpunkt  hat,  dessen  Tangenten  t  und  t'  die 
Schnitte  der  Ebene  mit  dem  oben  genannten  Kegel  sind. 

§.  181. 

Ein  Doppelpunkt  einer  Fläche  kann  aber  auch  noch  be- 
sondere Formen  annehmen. 

Wir  haben  bereits  gesehen,  dass  dessen  Inflexionstangenten  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  bilden,  d.  h.  dass  in  jeder  durch  den  Doppel- 
punkt gehenden  Ebene  zwei  solche  Tangenten  existieren.  In  beson- 
deren Fällen  kann  es  aber  vorkommen,  dass  dieser  Inflexionskegel 
in  zwei  Ebenen  degeneriert,  welche  entweder  getrennt  sind 
oder  aber  auch  zusammenfallen  können. 

Im  ersten  Falle  heißt  sodann  der  Doppelpunkt  ein 

„Biplanarpunkt", 
im  zweiten  Falle  dagegen  ein 

„üniplanarpunkt^  der  Fläche. 

Wir  werden  Beispiele  für  das  Vorkommen  solcher  Punkte  kennen 
lernen. 

§.  182. 

Einen  Punkt  einer  Fläche,  der  so  beschaffen  ist,  dass  jede  Gerade, 
welche  durch  ihn  hindurchgeht,  in  dem  bezeichneten  Punkte  mit  der 
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Fläche  r  zusammenfallende  Funkte  gemein  hat,  bezeichnen  wir  in 
analoger  Weise  als  einen  „r-fachen^  Punkt  der  Fläche. 

Aus  dieser  Definition  folgt,  dass  jede  durch  einen  r- fachen 
Funkt  a  gehende  Ebene  die  Fläche  in  einer  Cnrve  schneidet,  welche, 
indem  jede  durch  a  gehende,  in  der  schneidenden  Ebene  liegende 
Gerade  in  a  mit  der  Curve  r  Punkte  gemein  hat,  in  a  einen  r-iiachen 
Punkt  besitzt. 

In  der  bezeichneten  Ebene,  sowie  auch  in  jeder  anderen  durch  a 
gehenden  Ebene,  gibt  es  sodann  noch  r  Geraden,  welche  mit  der 
Schnittcurve,  also  auch  mit  der  Fläche  selbst^  (r  +  1)  Punkte,  das 
sind  die  r  Tangenten  im  r-fachen  Punkte  der  Schnittcurve,  gemein  haben. 

Diese  (r  +  l)-punktigen  Tangenten  bilden  mithin  einen 
Kegel  r-ter  Ordnung  —  den  eigentlichen  Tangentenkegel  der 
Fläche  im  r-fachen  Punkte. 

Eine  Fläche  n-ter  Ordnung  kann  offenbar  keinen  Funkt  be- 
sitzen, dessen  Grad  der  Yielfachheit  die  Ordnung  übersteigt. 

Besäße  nämlich  die  besagte  Fläche  einen  (n +1) -fachen  Punkt, 
so  würde  jede  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  mit  der  Fläche 
(n  -f*  1 )  Punkte  gemein  haben  müssen,  was  offenbai',  wenn  die  Fläche 
bloß  von  der  n-ten  Ordnung  ist,  als  nicht  möglich  erscheint. 

Hat  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  einen  n-fachen  Punkt  a,  so  wird 
jede  durch  a  gehende  Ebene  die  Fläche  in  einer  Curve  n-ter  Ordnung 
schneiden,  welche,  der  früheren  Entwickelung  gemäß,  in  a  einen 
n- fachen  Punkt  besitzt  und  somit  bekanntlich  (Satz  14)  in  n  Gerade, 
die  durch  a  gehen,  zerfällt. 

Nachdem  nun  jede  durch  den  n-fachen  Punkt  a  gehende  Ebene 
mit  der  Fläche  n-ter  Ordnung,  n  durch  a  gehende  Gerade  und  außer 
diesen  keine  Punkte  mehr  gemein  hat,  so  folgt,  dass  besagte  Fläche 
nothwendig  eine  Eegelfläche  n-ter  Ordnung  sein  müsse. 

Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

1Q9,  y^Eine  Fläche  n-ter  Ordnimg ^  welche  einen  n^ fachen  PutiJct 
besitzt,  muss  nothwendig  fine  Kegelfläche  n-ter  Ordnung  sein,*^ 

§.  183. 

Gehen  durch  eine  Curve  F,  r  Schalen  oder  Mäntel  einer  Fläche 
hindurch^  so  nennt  man  diese  Curve  eine  „r-fache  Curve''  der 
FUche. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  in  diesem  Falle  alle  Punkte  der 
r-fachen  Curve,  selbst  r- fache  Punkte  der  Fläche  sind. 

Ist  nämlich  a  ein  Punkt  der  r-fachen  Curve  F,  so  wird  eine 
Gerade,  welche  nahe  an  a  vorübergeht,  die  r  durch  V  gehenden  Flä- 
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chenschalen  in  r  Punkten  schneiden,  welche  dem  Punkte  a  nahe 
liegen.  Bewegt  man  nun  die  schneidende  Gerade  gegen  den  Punkt  a, 
bis  sie  endlich  durch  denselben  hindurchgeht,  so  werden  sich  auch  die 
r  Schnittpunkte  mit  den  r  Flächenschalen  unaufhörlich  dem  Punkte  a 
nähern  und  schließlich  mit  demselben  zusanmienfallen,  d.  h.  die  durch 
a  gehende  Gerade  hat  mit  der  Fläche,  in  diesem  Punkte  a,  r  Punkte 
gemein;  es  ist  folglich,  nach  der  früheren  Definition,  a  selbst  ein 
r-facher  Punkt  der  Fläche. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  eine  beliebige  durch  a 
gehende  Ebene  die.  fläche  in  einer  Cur?e  schneiden  müsse,  welche  in 
a  einen  r-fachen  Punkt  besitzt. 

Dies  erhellt  auch  direct,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  r  Flä- 
chenschalen durch  F,  also  auch  durch  a  hindurchgehen  und  dass  jede 
dieser  Flächenschalen  Yon  der  schneidenden  Ebene  in  einem  durch  a 
gehenden  Curvenzweig  geschnitten  wird,  so  zwar,  dass  durch  a  im 
ganzen  r  Zweige  der  Schnittcurve  gehen. 

§.184. 

Zu  weiteren  Resultaten  gelangen  wir  durch  Betrachtung  der 
Tangentialebenen  und  Tangenten  der  Fläche  in  den  Punk- 
ten der  r-fachen  Cur^  F. 

Die  Fläche  besitzt  in  einem  Punkte  a  der  r-fachen  Curve  V, 
r  Berührungsebenen,  und  zwar  jene  r  Ebenen,  welche  die  r  Flächen- 
schalen in  a  berühren. 

Eine  jede  Gerade,  welche  durch  a  geht  und  in  einer  dieser  r 
Ebenen  liegt,  berührt  in  a  die  betreffende  Flächenschale,  unterscheidet 
sich  mithin  von  einer  beliebigen  durch  a  gehenden  Geraden  dadurch, 
dass  sie  mit  der  Fläche  nicht  r,  sondern  (r  -f  1)  in  a  vereinigte 
Punkte  gemein  hat. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass.,  wenn  ein  r-facher  Punkt  einer 
Fläche  nicht  isoliert  auftritt,  sondern  einer  r-fachen  Curve  der 
Fläche  angehört,  die  (r-fl) -punktigen  Tangenten  der  Fläche  in  dem- 
selben, nicht  wie  im  isolierten  r-fachen  Punkte  einen  eigentlichen 
Kegel  r-iter  Ordnung  bilden,  sondern  dass  letzterer  in  diesem  Falle 
in  r  Ebenen  degeneriert 

Setzen  wir  voraus,  die  Fläche  besitze  eine  Doppelcurve  (d.  b. 
^  sei  r  =  2),  so  wird  jeder  Punkt  derselben  ein  Doppelpunkt 
der  Fläche  sein  und  die  dreipunktigen  oder  Inflexionstangenten  der 
Fläche  in  dem  besagten  Punkte  werden  daher  nicht,  wie  bei  einem 
ionischen  Punkte,  einen  eigentlichen  Kegel  zweiter  Ordnung,  sondern 
«inen  in  zwei  Ebenen  degenerierten  K^el  bilden. 
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Diese  letztgenannten  Ebenen  werden  keine  anderen  als  die  Be- 
rQhrebenen  der  beiden  Flächenschalen  in  dem  Doppelpunkte  sein.  £in 
jeder  Punkt  der  Doppelcurve  einer  Fläche  ist  mithin  ein  ^Biplanar- 
punkt^  der  letzteren. 

Es  können  jedoch  auch  Biplan  arpunkte  vereinzelt  (nicht  auf  einer 
Doppelcurve  liegend)  vorkommen. 

§.  185. 

Besitzt   eine  Fläche  n-ter  Ordnung  eine  r^ -fache  Curve  v^-ter 

Ordnung,  eine  r^-fache  Curve  Vg-ter  Ordnung und  eine  r^-fache 

Curve  Vjj-ter  Ordnung,  so  wird  der  ebene  Schnitt  dieser  Fläche 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  sein,  welche  v^  r^-fache,  v^  r^-fache .... 
und  v^   r^^-fache  Punkte  besitzt. 

Da  aber  bekanntlich  ein  r-facher  Punkt  für  ^  ^  I^OPP^I- 
punkte  zählt,  andererseits  aber  eine  Curve  n-ter  Ordnung  höchstens 
(n—  ^^^^""  ^  Doppelpunkte  haben  kann,  ohne  in  Curven  niederer 

Ordnung  zu  degenerieren,  so  muss  im  vorliegenden  Falle  noth- 
wendig 

(n  —  1)  (n  —  2)  =  '^i^i  (r,  —  1)  +  v^r^  (r,  —  1)  +. .+  v^r^c  (X^  —  1) 
2  ^  2 

sein,  und  wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

170.  jf Besitzt  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  eine  r^- fache  Curve  v^- 
ter  Ordnung f  eine  r2' fache  Curve  v^'ter  Ordnung,  »etc..,.  u/nd  eine 
r^'-foAihe  Curve  v^-^ter  Ordnung^  so  ist  immer: 

n^t  (n— ^)  +  ^2^«(^«— ^)  +  .-.  +  .-V;,r^(^— i)<(»— i)  (w— 3).** 

Ist  außer  einer  Doppelcurve  i'i-ter  Ordnung  keine  weitere  viel- 
fache Curve  auf  der  Fläche  vorfindig,  das  heißt  ist  speciell  r,  =  2; 
Vj  =7 1/3  =  . . .  r^  =  r^  =  rj  =  . . .  r^^  =  0,  so  folgt 

(n  —  1)  («  —  2)  = 

2  >  ^i' 

und  es  gilt  sonach  der  Satz: 

17L  ^Besitzt  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  außer  einer  Doppel- 
curve keine  weitere  vielfache  Curve^  so  kann  die  Ordnung  dieser  Curve 

die  Zahl    ^~    q       —  nicht  übersteigen.^ 

§.  186. 

Wenn  einer  Fläche  eine  Doppelcurve  von  der  Beschaffenheit  zu- 
kommt, dass  die  Schnittcurve  der  Fläche  mit  einer  beliebigen  Ebene, 
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die  durch  irgend  einen  Punkt  a  dieser  Doppelcurve  gelegt  wird,  in  a 
einen  Doppelpunkt  mit  einem  Paare  zusammenfallender  Tangenten  be- 
sitzt, oder  mit  andern  Worten,  dass  der  Punkt  a  als  Bückkehr- 
punkt im  ebenen  Schnitte  auftritt,  so  nennt  man  eine  derartige 
Doppelcurve  der  Fläche  insbesondere  eine  „Cuspidalcurve^  oder 
„BQckkehrcurye''  der  Fläche. 

.  Eine  derartige  Curye  haben  wir  bereits  als  „Cuspidalcurve^  bei 
developpablen  Flächen  kennen  gelernt.  Mit  derselben  sind,  wie  früher 
(§•  157)  nachgewiesen  wurde,  folgende  Eigenschaften  verbunden. 

Ist  a  ein  beliebiger  Punkt  der  Cuspidalcurve  und  t  die  zuge- 
hörige Osculationsebene  y  so  ist  der  Schnitt  der  developpablen  Fläche 
mit  irgend  einer  durch  a  gehenden  Ebene  eine  Curve,  die  in  a  einen 
Bückkehrpunkt  besitzt,  dessen  Bückkehr  tan  gen  te  die  Schnittlinie  der 
schneidenden  Ebene  mit  der  Osculationsebene  r  ist. 

Während  also  bei  einem  Punkte  der  Doppelcurve  einer  Fläche 
die  beiden  Doppelpuuktstangenten  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden 
ebenen  Schnittes  getrennt  waren  und  in  zwei  verschiedenen  festen 
Ebenen  lagen ,  fallen  hier  die  Doppelpunktstangenten  des  Schnittes 
(Infiexion Stangen ten  der  Fläche  im  Punkte  a)  in  eine  und  dieselbe 
Gerade,  in  die  voi^enannte  Bückkehrtangente,  zusammen  ,  welche  in 
einer  festen;  von  der  Lage  der  Schnittebene  unabhängigen  Ebene  — 
der  Schmiegungsebene  %  —  liegt. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Inflexionstangenten  eines  Punktes 
einer  Cuspidalcurve  zwei  mit  der  Schmiegungsebene  zusammenfallende 
Ebenen  bilden,  oder  dass  jeder  Punkt  der  Bückkehrourve  einer  Fläche 
ein  „Uuiplanarpu-nkt^  der  Fläche  sei. 

§.  187. 
Gegenseitiger  Schnitt  sweier  und  dreier  Ortsflftchen. 

Der  Schnitt  zweier  Flächen  ist  die  stetige  Aufeinanderfolge  der- 
jenigen Punkte,  welche  sowohl  der  einen,  als  auch  der  andern  Fläche 
angehören. 

Setzen  wir  voraus,  die  beiden  sich  schneidenden  Flächen  seien 
beziehungsweise  von  der  n|-ten  und  der  n^-ten  Ordnung,  während  P 
eiiie  beliebige  Ebene  vorstelle,  welche  sowohl  die  Fläche  f\  als  auch 
die  Fläche  JP,  schneidet,  und  zwar  erstere  in  einer  Curve  C^  vou  der 
n^-ten  Ordnung,  die  zweite  dagegen  in  einer  Curve  C^  von  der  n^^ten 
Ordnung  trifft. 

Diese  beiden  Gurven  C^  und  0,  haben,  wie  aus  Früherem  bekannt, 
da  sie  in  derselben  Ebene  liegen,  i»,  n^  Punkte  gemein. 
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Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  jeder  dieser  Punkte  sowohl  der 
Fl&che  Fp  als  der  Fläche  F^,  und  somit  auch  der  Schnittcurve  dieser 
beiden  Flächen  angehört. 

umgekehrt  ist  auch  klar,  dass  ein  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  P 
die  Schnittcurve  von  F,  und  F^  trifft,  unbedingt  einer  der  n^n^ 
Punkte  sein  mfisse,  da  dieser  Punkt  der  Ebene  und  den  Flächen  F^ 
und  F^y  also  auch  den  Schnittcurven  C^  und  C^  angehören  muss. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Schnittcurve  der  Flächen  F^  und  F^ 
von  jeder  Ebene  in  n^  n,  Punkten  geschnitten  wird^  oder  mit  anderen 
Worten : 

172.  j^Die  Schnittcurve  zweier  Flächen  von  den  Ordnungen  n^ 
und  n,  ist  eine  Baumcurve  (oder  auch  eine  ebene  Curve)  der  nj  n,- 
ien  Ordnung. ''^) 

§.  188. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  folgt  eine  ganze  Beihe  speoieller 
Sätze,  wenn  man  bezüglich  der  Natur  der  sidi  schneidenden  Flächen, 
oder  bezüglich  ihrer  gegenseitigen  Lage  bestimmte  Voraussetzungen 
macht. 

Betrachten  wir  vor  allem  jene  Fäll^,  in  welchen  die  Schnittcurve 
der  beiden  Flächen  wirkliche  Doppelpunkte,  d.  h.  Punkte  im 
Baume  besitzt,  durch  welche  zwei  Zweige  der  Curve  gehen. 

Hierbei  berücksichtigen  wir  die  Eigenschaft^  dass  eine  beliebige 
Ebene,  welche  durch  einen  wirklichen  Doppelpunkt  einer  Baumcurve 
n-ter  Ordnung  geht,  diese  in  n  Punkten  schneidet,  deren  zwei  in  dem 
genannten  Doppelpunkte  vereinigt  sind. 

Oeht  die  Ebene  überdies  durch  die  Tangente  des  einen  Curven- 
Zweiges  im  Doppelpunkte,  so  enthält  sie  nicht  nur,  wie  vorher,  die 
zwei  im  Doppelpunkte  a  vereinigt^en  Punkte,  sondern  auch  noch  den 
unmittelbar  folgenden  Punkt  a'  auf  dem  genannten  Curvenzweige ;  die- 
selbe hat  also  mit  der  Curve  n  Punkte  gemein,  von  welchen  drei  mit 
dem  Doppelpunkte  zusammenfallen. 

Enthält  die  Ebene  audi  noch  die  Tangente  des  zweiten  Gurven- 
Zweiges  im  Doppelpunkte,  so  liegt  in  derselben  auch  der  auf  den 
Doppelpunkt  unmittelbar  folgende  Punkt  af  des  letzteren  Curven- 
zweiges. 

Es  wird  sonach  eine  Ebene,  welche  durch  die  Tangenten  der  beiden 
Curvenzweige  im  Doppelpunkte  geht,  die  Curve  in  n  Punkten  schneiden, 
von  welchen  vier  mit  diesem  Doppelpunkte  zusammenfallen. 

Nennen  wir  femer  einen  „wirklichen  r-fachen  Punkt  einer 
Baumcurve"  einen  solchen,  durch  welchen  r  Zweige  gehen,  so 
ist   einleuchtend,   dass   jede  Ebene,   welche   durch  diesen  r- fachen 
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Punkt  geht,  mit  der  Curve  in  demselben  r  zusammenfallende  Punkte 
gemein  hat  Geht  die  schneidende  Ebene  überdies  noch  durch  die 
Tangente  eines  der  Curvenzweige  im  r-fachen  Punkte,  resp.  durch  die 
Tangenten  zweier  Curvenzweige  hindurch,  so  fallen  von  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  Curve  (r  -f- 1)  beziehungsweise  (r  +  2)  Punkte  in  dem 
r*&chen  Punkte  zusammen. 

§•  189. 

Nach  diesen  Bemerkungen  wollen  wir  nunmehr  voraussetaen,  die 
Flflohe  JF\  besäße  eine  r-fache  CurvB,  die  Fläche  F^  dagegen  eine 
5-fache  Curve  und  diese  beiden  Curven  hätten  einen  Punkt  a  gemein. 

untersuchen  wir,  welche  Eigenschaften  dieser  Punkt,  der  offen- 
bar beiden  Flächen  gleichzeitig  angehört,  in  der  Durchschnitt s- 
ourve  derselben  besitzt. 

Jede  durch  den  Punkt  a  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
Fy  in  einer  Curve,  welche  früheren  Entwickelungen  gemäß,  in  a  einen 
r-fachen  Punkt,  und  die  Fläche  JP,  in  einer  Curve,  die  in  a  einen  s- 
fachen  Punkt  besitzt.  Die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Curven  sind 
gleichzeitig  Punkte  der  Schnittcurve  beider  Flächen.  Nun  zählt  aber 
(nach  Satz  27)  der  Punkt  a,  welcher  in  der  einen  Curve  r-fach,  in  der 
andern  5-fach  ist,  für  r.s  Durchschnittspunkte  der  beiden  Curven. 

Aus  diesen  einfachen  Erörterungen  ist  zu  entnehmen,  dass  jede 
durch  a  gehende  Ebene  in  diesem  Punkte  mit  der  Schnittcurve  von 
JP^  und  JP,  r.s  Punkte  gemein  hat,  d.  h.  dass  a  ein  r.5-facher  Punkt 
der  Schnittcurve  beider  Flächen  ist.  Das  Gesagte  ist  auch  leicht  ein- 
zusehen, wenn  man  berücksichtigt,  dass  durch  a  r  Schalen  der  Fläche 
jF^  und  5  Schalen  der  Fläche  F^  gehen,  und  dass  sich  diese  in  r.s  durch 
a  gehenden  Curvenzweigen  schneiden. 

Aus  der  letzteren  Betrachtung  erhellt  sofort  auch,  dass  sich  die 
r  Tangentialebenen  der  Fläche  F,  im  Punkte  a  mit  den  s  Tangential- 
ebenen der  Fläche  F^  in  a  nach  r.s  Geraden  schneiden  müssen,  welche 
nichts  anderes  als  die  Tangenten  der  eben  erwähnten  rs  Curvenzweige 
im  Punkte  a  darstellen. 

Diese  Besultate  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  für 
den  Fall  giltig ,  wenn  a  ein  r-facher  Punkt  von  F^  und  ein  s-facher 
Punkt  von  F^  ist,  ohne  dass  er  jedoch  den  vielfachen  Curven  beider 
Flächen  angehört.  In  diesem  Falle  ergeben  sich  die  r$  Taugenten  als 
die  Schnittgeraden  der  beiden  Tangentenkegel  r-ter,  resp. 
^ter  Ordnung  y  welche  beziehungsweise  den  Flächen  F^  und  F^  im 
Punkte  a  entsprechen. 
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Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

^173.  „Hohen  gwei  Flächen  einen  Punkt  a  gemein^  welcher  in 
der  einen  Fläche  r-fach,  in  der  jsweiten  s-fach  ist^  so  ist  dieser  Funkt 
a  ein  r  ,  s-facher  Punkt  der  Durchsehnittscurve  beider  Flächen.  Die 
r.s  Tangenten  der  Schnittcurve  im  Punkte  a  ergeben  sich  entweder  als 
Schnitte  der  r  und  s  Tangenter^ebenen  der  beiden  Flächen  in  dem  ge- 
nannten Punkte^  sobald  derselbe  beziehungsweise  einer  r-fachen  oder 
s-fachen  Curve  der  Flächen  angehört,  oder  als  die  Schnitte  der  beiden 
dem  Punkte  a  entsprechenden  Tangentenkegel  von  beziehungsweise 
r*ter  oder  s-ter  Ordnung,  sobald  a  in  beiden  Flächen  ein  vereinzelter 
r-f acher  oder  s-f acher  Punkt  ist^ 

§.  190. 

Im  allgemeinen  wird  es  jedoch  nicht  vorkommen,  dass  die  bei- 
den Flächen  einen  oder  mehrere  Punkte,  welche  in  beiden  Fl&chen 
vielfach  sind,  gemein  haben« 

Hingegen  wird  aber,  sobald  eine  der  beiden  Flächen,  allenfalls 
F, ,  eine  r-fache  Curve  besitzt,  immer  eine  gewisse  Anzahl  von  Punk- 
ten existieren,  welche  in  der  Fläche  F^  r-fache  und  in  der  Fläche  F^ 
einfache  (d.  h.  gewöhnliche)  Punkte  sind. 

Es  werden  dies  nämlich  jene  Punkte  sein,  in  welchen  die  r-fache 
Curve  die  Fläche  F^  schneidet.  Für  jeden  solchen  Punkt  ist  5  =  1 
(nach  der  vorhergehenden  Bezeichnung)  und  wir  erhalten  aus  dem 
vorigen  Satze  den  nachstehenden  speciellen: 

174.  y^Jeder  Schnittpunkt  einer  Fläche  mit  einer  r-fachen  Curve 
einer  zweiten  Fläche  ist  ein  r-facher  Punkt  der  Durchsehnitts- 
curve beider  Flächen.  Die  r  Tangenten  an  dieselbe  in  dem  besagen 
Punkte  ergeben  sich  als  die  Schnittgeraden  der  Tangentialebene  der 
einen  Fläche  mit  den  r  Tangentialebenen  der  zweiten  Fläche.*^ 

§.  191. 

Setzen  wir  weiters  voraus  >  dass  die  beiden  Flächen  nicht  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  vielfachen  Punkten  gemein  haben,  sondern 
dass  geradezu  eine  ganze  Curve  beiden  Flächen  gemeinschaftlich  sei, 
welche  in  der  Fläche  -F,,   r-fach  und  in  der  Fläche  F^,   s-fach  sei. 

Es  fragt  sich  diesfalls  um  den  Grad  der  Yielfachheit 
dieser  Curve,  wenn  man  dieselbe  als  einen  Theil  des  Durch- 
schnittes beider  Flächen  betrachtet. 

Nach  dem  Satze  27)  ist  ersichtlich,  dass  jeder  Punkt  dieser 
Curve,  da  er  r-fach  in  F^  und  s-fach  in  JPg  ist,  ein  rs-facher  Punkt 
der  Schnittlinie  von  F,  und  JPj  sein  müsse.    Da   aber   jeder  Punkt 
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der  bezeichneten  Corve  die   besagte   Eigenschaft  besitzt,    so   ist  die 
letztere  selbst  r.s-fach.    Folglich  der  Satz: 

175.  y^Haben  zwei  Flächen  eine  Curve  gemein  y  welche  in  der 
einen  r-fctch^'in  der  anderen  s-fach  ist,  so  zählt  diese  Curve  im  Schnitte 
beider  Flächen  rs-fach.^ 

§•  192. 

In  der  Durchschnittlinie  zweier  Flächen  können  aber  auch  Dop- 
pelpunkte auftreten y  ohne  dass  die  eine  oder  die  andere  Fläche  eine 
Doppelcurve  besitzt 

Es  genügt  nämlich,  dass  sich  die  beiden  Flächen  JF\  und  F^ 
in  einem  Punkte  a  „berühren^,  d.  h.  dass  sie  einen  Punkt  a  gemein 
haben,  in  welchem  die  beiden  Flächen  eine  und  dieselben  Tangential- 
ebene T  besitzen. 

Legt  man  durch  den  Punkt  a  eine  beliebige  Ebene  «,  so  schneidet 
diese  die  beiden  Flächen  in  zwei  CurveUi  die  in  a  eine  und  dieselbe 
Tangente,  d.  i.  die  Schnittgerade  von  T  und  e  besitzen,  und  sich 
daher  in  a  berühren,  oder  was  dasselbe  ist,  die  beiden  Schnitt- 
curven  haben  in  a  zwei  Punkte  gemein. 

Nachdem  die  Schnittpunkte  der  beiden  genannten  Curven  zu- 
gleich Punkte  der  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  sind,  so  folgt,  dass 
die  Ebene  e  mit  der  Schnittcurve  von  F^  und  F^  zwei  in  a  zusam- 
menfallende Punkte  gemein  hat. 

Da  aber  e  eine  beliebige  durch  a  gehende  Ebene  ist,  so  hat  die 
nämliche  Eigenschaft  auch  jede  andere  durch  a  gehende  Ebene;  es 
ist  daher  der  Berührungspunkt  a  der  Flächen  F^  und  F^  gleichzeitig 
ein  Doppelpunkt  der  Schnittcurve  dieser  Flächen. 

Setzen  wir  für  die  Ebene  e  insbesondere  die  gemeinschaftliche 
Tangentialebene  T  im  Punkte  a,  so  schneidet  diese  bekanntlich  die 
beiden  Flächen  F^  und  J^,  in  zwei  Curven,  d^ren  jede  in  a  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  und  welche  demgemäß  in  a  vier  gemeinschaft- 
liche Punkte  haben,  die  andererseits  auch  der  Schnittcurve  von  F^ 
und  JPg  angehören. 

Die  Ebene  T  geht  daher  durcli  den  Doppelpunkt  der  Schnitt- 
curve und  hat  in  diesem  mit  der  letzteren  vier  Punkte  gemein.  Hier- 
aus folgt/ dass  die  Ebene  T  auch  die  beiden  Tangenten  der  Schnitt- 
curve im  Doppelpunkte  enthält,  d.  h.  Oeraden,  welche  mit  jeder  der 
beiden  Flächen  in  a  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein  haben. 
Man  sagt  diesfalls:  die  Flächen  haben  längs  dieser  Geraden  eine 
^dreipunktige^  Berührung  oder  sie  „osculieren^  nach  diesen 
Geraden. 
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Es  besteht  mithin  der  Satz: 

176.  j^Berühren  sich  0wei  Flächen  in  einem  Punkte  a^  so  ist 
dieser  ein  Doppdpvmkt  ihrer  Schnittlinie.  Die  Tangenten  dieses 
Doppelpunktes  a  liegen  in  der  gemeinschaßlichen  Tangentialebene 
und  die  Flächen  osculieren  sich  im  Punkte  a  in  der  Richtung  dieser 
Tangenten.^ 

§.  193. 

Fallen  die  beiden  Doppelpunktstangenten  zusammen, 
d.h.  übergeht  der  Doj^lpankt  in  einen  Bückkehrpunkt  (im  räum- 
lichen Sinne),  so  nennt  man  die  Berührung  der  beiden  Flächen  eine 
„stationäre  Berührung^. 

Wenn  zwei  Flächen  F^  und  F^  einen  Punkt  a  gemein  haben 
und  jede  durch  a  gelegte  Ebene  die  besagten  Flächen  in  zwei  Curven 
schneidet,  welche  in  a  eine  x-punktige  Berührung  besitzen,  so  sagt 
man:  „die  Flächen  berühren  sich  in  dem  Punkte  a  x-punk- 
tig^  oder  „sie  besitzen  in  a  einen  Contact  7on  der  Ordnung 
(x— 1)^.  Die  Durchschnittscurve  beider  Flächen  hat  in  diesem 
Falle  in  a  einen  x- fachen  Punkt. 

Zwei  Flächen  können  sich  audi  in  unendlich  vielen  Punkten, 
deren  geometrischer  Ort  eine  Gurve  ist,  berühren.  Man  bezeichnet 
sodann  die  besagten  Flächen  als  „einander  längs  dieser  Curve 
umschrieben''. 

Diese  Berührung  kann  selbst  wieder  eine  gewöhnliche  zwei- 
pünktige,   eine  dreipunktige  (osculierende)... .  eine  x-punktige  sein. 

Setzen  wir  voraus,  dass  zwei  Flächen  JP,  und ^F,  längs  einer 
Curve  L  eine  x-punktige  Berührung  eingehen. 

Diesfalls  wird  eine  beliebige  Ebene  e  diese  beiden  Flächen  in 
zwei  Curven  schneiden,  welche  in  jenen  Punkten,  in  welchen  e  die 
Curve  L  trifft,  einen  x-punktigen  Contact  haben  müssen,  d.  h.  in  jedem 
dieser  Punkte  fallen  x  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  zusammen. 
Da  andererseits  die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven,  Punkte  der 
Schnittcurve  der  beiden  Flächen  vorstellen,  so  folgt,  dass  alle  Punkte 
der  Curve  L,  also  die  Curve  selbst^  im  Schnitte  der  beiden  Flächen 
x-fäch  zählen.    Daher: 

177.  y^Besitfsen  zwH  Flächen  längs  einer  Curve  einen  x-punk- 
tigen Contact^    so  zahlt  diese  Curve  im  Schnitte  der  beiden  FläcJien 

x-fach.*" 

§.  194. 

Eine  Fläche  n-ter  Ordnung  kann  eine  eigentliche,  sogenannte 
„einfache^  Fläche  sein»  oder  sie  kann  in  Flächen  niederer 
Ordnung  zerfallen,  deren  Ordnungssumme  gleich  n  ist. 
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Wir  wissen  bereits,  dass  zwei  Flächen  von  den  Ordnungen  n, 
und  n,  sich  in  einer  Curve  n^n^-t^r  Ordnung  schneiden. 

Setzen  wir  nun  voraus,  zwei  Flächen  der  n^-ten  und  der  n^-ten 
Ordnung  hätten  eine  Curye  L  von  höherer  als  der  n,  n^-ten  Ordnung 
gemein. 

Schneiden  wir  diese  beiden  Flächen  durch  eine  beliebige  Ebene  e, 
so  ergeben  sich  zwei  Schnittcurven  von  den  bezuglichen  Ordnungen  n, 
und  n,,  welche  mehr  als  n^n^^  Punkte  gemein  haben,  nämlich  die 
Schnittpunkte  der  Ebene  e  mit  der  Curve  X,  die  von  höherer,  als  der 
nin,-ten  Ordnung  vorausgesetzt  wurde.  Diese  heldßn.  Gurven  müssen 
sodann,  nach  Form  (2)  des  „Erhaltungsprincipes^,  alle  Punkte  ^emeii^ 
haben,  oder  mit  anderen  Worten,  die  beiden  Flächen  werden  von  der 
Ebene  e  in  einer  und  derselben  Curve  geßchnitten^  Das  Gleiche  gilt 
auch  fflr  jede  andere  Ebene  e'y  so,  dass  beide  Flächen  alle  Punkte  vpit 
einander  gemein  haben  mässen.    Mithin  der  Satz: 

178.  ^Haben  zwei  einfache  Flächen  der  n^^ten  und  der  n^-ten 
Ordnung  eine  Curve  von  höherer  als  der  n^n^-ten  Ordnung  gemein^ 
so  fallen  dieselben  Punkt  für  Punkt  zusammen. 

Das  Gesagte  folgt  auch  direct  aus  der  Form  d)  des  Principes 
von  der  „Erhaltung  der  Anzahl^. 

Da  nämlich  zwei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^  und  n^  immer 
eine  Curve  niti^-ter  Ordnung  gemein  haben,  so  mfissea  sie,  &lls  in 
einem  Falle  eine  gemeinschaftliche  Curve  von  höherer  als  der  n,  n,-ten 
Ordnung  vorhanden  ist,  Oberhaupt  noch  unend]ich  viele  Curven  gemein- 
sam besitzen,  oder  mit  anderen  Worten,  die.  Fl&chen  müssen  alle 
Punkte  gemein  haben. 

§..  195. 

Nehmen  wir  ferner  an,  es  seien  drei  Flächen  F^^  F,  und  F, 
von  den  bezüglichen  Ordnungen  n^,  n^^  n^  gegeben. 

Diese  drei  Flächen  haben  eine  gewisse  Anzahl  gemeinschaftlicher 
Punkte.  Es  schneiden  sich  nämlich  die  Flächen  F^  und  F^  in  einer 
Curve  n^n^-ter  Ordnung  und  diese  letztere  trifft  die  Fläche  F^  in 
einer  bestimmten  Anzahl  von  Punkten  ^  die  wir  leicht  ermitteln 
können. 

Fragen  wir  zuerst  ganz  allgemein  nach  der  Anzahl  von 
Punkten,  in  welchen  eine  Fläche  n'-ter  Ordnung  von  einer  Curve 
der  n"-ten  Ordnung  getroflfen  wird. 

Nach  der  Form  c)  „des  Principes  von  der  Erhaltung  der  Anzahl" 
wird  die  Zahl  der  Schnittpunkte  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  fQr 
die  gegebene  Curve  n"-ter  Ordnung  eine  andere  Curve  von  der  näm- 
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liehen  Ordnung,  also  beispielsweise  n"  Gerade  substituieren.  Jede 
dieser  Geraden  schneidet  die  Fläche  n'-ter  Ordnung  in  n^  Punkten; 
die  Qesammtzahl  der  Schnittpunkte  wird  mithin  n'n**  sein. 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

179.  ^Eine  Fläche  der  n*-ten  Ordnung  wird  von  einer  Curve 
n"-ter  Ordnung  in  n'n**  Punkten  geschnitten.^ 

§.  196. 

Sollen  die  Durchschnittspunkte  dreier  Flächen  i^,,  F^  und  F^ 
von  den  Ordnungen  n^  n,  und  n,  gefunden  werden,  oder  was  dasselbe 
ist,  soll  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Fläche  ^3  mit  der  Schnitt- 
curve  der  Flächen  jp\  und  F^  bestimmt  werdeui  so  haben  wir,  gemäß 
der  Bezeichnung  im  vorhergehenden  Satze,  n'  =  n,  und  n'*  =  n,  n^ 
zu  setzen.  Wir  erhalten  sodann  als  Resultat  fQr  die  Zahl  der  Schnitt- 
punkte das  Product  von  nin^n^,  und  hiernach  den  Satz: 

180.  j^Drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n,,  .n^,  n^  schneiden 
sich  in  nj  n,  n^  Punkten.*^ 

§.  197. 

Hat  eine  Curve  n''-ter  Ordnung  mit  einer  Fläche  n'-ter  Ord- 
nung mehr  als  n'n"  Punkte  gemein,  so  müssen  dieselben  „nach 
Form  d)  des  Erhaltungsprincipes^  überhaupt  unendlich  viele 
Punkte  gemein  haben,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  die  Curve  muss 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  auf  der  Fläche  liegen.  Hiernach 
der  Satz: 

181.  j^Hat  eine  Curve  n**-ter  Ordnung  mit  einer  Fläche  n'-ter 
Ordnung  mehr  als  n*n^  Punkte  gemein,  so  liegt  dieselbe  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  na^h  auf  dieser  Fläche.^ 

§.  198. 

Wenden  wir  den  vorstehenden  Satz  auf  die  Schnittpunkte  dreier 
Flächen  der  n,-ten,  n^-ten  und  n^-ten  Ordnung  an,  so  ist  klar,  dass 
wenn  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  dieser  drei  Flächen  oder  die  An- 
zahl der  Schnittpunkte  der  einen  Fläche  mit  der  Schnittcurve  der 
beiden  anderen  größer  als  n^  n,  n,  ist ,  die  letztgenannte  Schnittcurve 
zweier  Flächen  auch  auf  der  dritten  Fläche  liegen  muss,  d.  h.  dass 
sich  die  drei  Flächen  paarweise  in  einer  und  derselben  Curve 
schneiden,  oder  dass  sie  alle  eine  und  dieselbe  Curve  gemein 
haben.    Wir  erhalten  also  den  Satz: 
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182.  jfHcAen  drei  Iläehen  von  den  hesfüglichen  Ordnungen  n^, 
n^  tmd  tia  mehr  als  n^n^n^  Punkte  gemeinsam,  so  haben  sie  eine 
ganze  Beihe  von  Punkten,  d.  h.  eine  Curve  gemeinj'' 

§.  199. 

Geht  eine  Curve  durch  einen  r-fachen  Punkt  einer  Fläche,  so 
verhalt  sich  dieselbe  offenbar  wie  eine  Gerade,  welche  durch  diesen 
Punkt  geht  und  wird  somit  dieser  Punkt  im  Schnitte  ffir  r  Punkte 
zählen. 

Ist  femer  ein  Punkt  für  eine  Fläche  r-fach  und  f&r  eine 
Curve  s-fach,  so  zählt  derselbe  im  Schnitte  für  rs  Punkte,  indem 
jeder  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  s  Curvenzweige  die  Fläche  in 
eben  demselben  Punkte  in  r  Punkten  trifft.    Mithin  der  Satz: 

183.  „Ist  ein  Funkt  r-fach  in  einer  Fläche  und  gldchzeitig 
S'fach  in  einer  Curve ^  so  eählt  derselbe  für  r.s  Durchschnittspunkte 
der  Fläche  mit  der  Curve.^ 

Fallen  zwei  von  den  Schnittpunkten  einer  Curve  mit  einer 
Fläche  unendlich  nahe  an  einander,  so  sagt  man  die  Curve 
„berühre"  die  Fläche  in  diesem  Funkte. 

Selbstverständlich  haben  dieselben  sodann  in  dem  besagten  Punkte 
eine  gemeinschaftliche  Tangente, 

Fallen  drei  von  den  Schnittpunkten  zusammen^  so  nennt  man 
die  Berührung  eine  ,,drei-punktige'' oder  ;,osculierende*^;  fallen 
X  Punkte  zusammen,  so  heißt  man  dieselbe  eine  „x-punktige  Be- 
rührung". 

§.  200. 

Zald^der  Ortsbedingimgeii  (Punkte),  durch  welche  eine  VllUhe  it-ter 

Ordnung  voUkommen  bestimmt  ist. 

Es  ist  klar,  dass  eine  Fläche  n-ter  Ordnung,  d.  h.  eine  Fläche, 
welche  dnrch  die  gesetzmäßige  Bewegung  eines  Punktes,  der  bei  seiner 
Bewegung  eine  beliebige  Gerade  n^mal  treffen  muss,  entsteht,  durch 
eine  gewisse  Anzahl  von  Lagen  des  beweglichen  Punktes  bestimmt 
sein  wird. 

Halten  wir  als  wesentliche  Bedingung  fest,  dass  die  zu  erzeu- 
gende Fläche  von  der  n-ten  Ordnung  sei,  so  folgt  aus  der  Form  c) 
des  „Erhaltungsprincipes'',  dass  die  Anzahl  der  die  Fläche  bestimmen- 
den Ortsbedingungen,  also  die  Anzahl  der  Punkte,  durch  welche  sie 
gehen  soll ,  unverändert  die  nämliche  bleiben  wird,  was  für  eine  Fläche 
n*ter  Ordnung  auch  immer  entstehe ,  dieselbe  mag  eine  aufwickdbare 

18* 
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Fläche,  eine  Eegdflftche,  eine  Fläche  mit  einem  oder  mehreren  viel- 
fachen Pnokteu  oder  Curven  sein. 

Hieraus  folgt  aber  auch  gleichzeitig,  dass  die  Zahl  der  die  Fläche 
bestimmenden  Ortsbedingungen  nur  Ton  der  Ordnungszahl  der 
Fläche  abhängig  sein.  kann. 

um  diese  Bedingungszahl  zu  finden,  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtungen an. 

VfeviU  von  einer  Kegelfläche  n-ter  Ordnung  der  Scheitel  S  ge- 
geben ist/ wie  viele  Punkte  der  Kegelfläche,  oder  was  dasselbe  ist, 
wie  viele  Erzeugende  des  Kegels  dienen  sodann  zu  seiner  vollständigen 
Bestimmung? 

Berücksichtigen  wir,  dass  eine  K^elfläche  n-ter  Ordnung  von 
einer  Ebene  in  ejlner  Curve  n-ter  Ordnung  geschnitten  wird,  und  dass 

diese  (nach  Satz  16)  durch        ^       Punkte  vollkommen  bestimmt  sei, 

so  ist  auch  einleuchtend ,  dass  außer  dem  Scheitel  S  des  Kegels  irgend 

<n  fn.  -!•  V\  ' 

welche  — ^  ^  Punkte  im  Baume  den  Kegel  vollständig  bestimmen 
werden.  Denn  die  Verbindungsgeraden  dieser  ^  ^^^  Punkte  mit  dem 
Scheitel  S  liefern  eben*;  so  viele ,   d.  i.    ^^^^"*"  ^    Erzeugenden    des 

Kegels,  welche  ihrerseits  wieder  von  einer  beliebigen  Ebene  e  in  *^  ^"^  ^ 

Punkten  geschnitten  werden ,  durch  welche  die  Schnittcurve  des  Kegels 
mit  der  Ebene,  also  der  Kegel  selbst  vollkommen  bestimmt  ist. 

Fragen  wir  nun  auch  nach  der  Zahl  der  Bedingungen,  die 
erfflllt  werden  mflssen,  damit  eine  Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte 
einen  r- fachen  Punkt  besitze. 

Bezeichnen  wir  vorderhand  die  uns  unbekannte  Zahl  von  fie- 
dingnngen,  welche  erfflllt  werden  müssen,  damit  ein  Punkt  als  (r — 1)- 
faoher  Punkt  einer  Fläche .  auftrete,  mit  Z(rr-.iK 

Nach  §•  182)  bilden  die  Tacg^i^tpii  der  Fläche  in  diesem 
Puj^kte  (d.  h.  Qer^4e,  welche  r  Punkte  in  dem  besagten  Punkte 
oüt  der  Fläche  gemein  haben),  einen  Kegel  der  (r — l)-ten  Ordnung. 

Dieser  Kegel  ist,  wie  oben  nachgewiesen  wurde,  durch  -^^-^  ^'^ 
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Erzeugende  oder  Punkte  bestimmt,    welche   selbstverständlich   außer 
den  I^{r-i)  Bedingungen  aDgenommen  werden  können. 

Gibt  es  aber  o  +  1  Geraden,  welche  mit  der  Fläche 

in  dem  bezeichneten  Punkte  r  Punkte  gemein  haben,  so  ist  derselbe 
nothwendigerweise  ein  r*facher  Punkt  der  Fläche. 
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Die  Zahl  der  Bedingungen  2V,  damit  eine  Fläche  in  einem  ge- 
gebenen Punkte  einen  r-fachen  Punkt  besitze ,  ist  daher  ausgedrückt 
durch: 

Hieraus  ergibt  sich  sofort 

Ar  — 1  =  -^r  — 2  -r  2 ■*     ' 

V  5-         _i_  (r  —  4)  (r  —  1)    ,    ^ 


2i  =  2;,  +  ^^^T^^^  +  1  =  1  +  2  +  1  =  '4. 
Und  nun  umgekehrt 

^8  =  -2:«  +  (3-1M3  +  2)   ^^^    4  +  6  =  10; 

27^  =  2:3  +  (^  -  ^H^  +  ^)  +  1  =  10  +  9  +  1  =  20 
und  allgemein: 

y.    _r(r+l)(r  +  2) 
^•"  ""  1.2.3  • 

Soll  daher  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  in  einem  gegebenen 
BoBkte  S  einen  i»-fachea  Ponkt  besitzen,  so  gilt  dies  f&r 

1.2.8 

einfache  Bedingungen. 

Andererseits  wissen  wir  aber,  dass  eine  solche  Fl&ohe  (Satz  169) 
nothwendig  eine  Eegelfiäche  sein  müsse.  Zur  Bestimmung  dei^elben 
bedfirfeu  wir ,  wie  früher  nachgewiesen  wurde ,  außer  dem  Scheitel  S 

noch  **     J"      Bedingungen. 

Die  Zahl  der  Gesammtbedingungen,  welche  eine  Eegel- 
fläcbe  n-ter  Ordnung,  also  überhaupt  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  be- 
stimmen, ist  daher: 

n(n+l)(n-f  2)    ,    n(n  +  8) 
1.2.8  ~         2 

n(n»+.6n+H)  _  (n'-j- i)(n  4-  2)  (n  +  8) - 

1.2.3  ■"  1.2,8  *• 

Bezeichnen  wir  ein-  für  allemal  die  Zahl 

(n  -}-  1)  (n  +  2)  (n  +  3)         .         n  (n»  -*-  6n  4-  11) 
1.2.8  1.2.3 

mit  dem  Symbol  N  (n) ,  so  erhalten  wir  den  Satz : 
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J8d.   „Eine  Fläche  n4er  Ordnung  ist  durch 

2^  („)  =  0LMH^±4ÜLtil  _  i 

einfache  Ortsbedingungen    {beispidsweise  also  durch  N  (n)  Punkte) 
vollkommen  bestimmt^ 

Eine  unmittelbare  Folge  des  obigen  Ergebnisses  ist,  dass  durch 
N  (n)  —  1  Punkte  eine  unendliche  Anzahl  solcher  Flächen  n-ter  Ord- 
nung gehen ,  indem  man  irgend  einen  Punkt  des  Baumes  beliebig  an- 
nehmen kann ,  welcher  mit  den  früheren  JV  (n)  —  1  Paukten  eine 
Fläche  vollständig  bestimmt. 

Dieses  System  you  Flächen  werden  wir  in  der  Folge  einer  ein- 
gehenderen Betrachtung  unterziehen. 

Soll  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  eine  Gerade  in  einem  gegebenen 
Punkte  berühren,  so  heiQt  das  so  yiel,  als  die  Fläche  hat  durch 
diesen  Punkt  und  den  auf  ihn  unmittelbar  in  der  Qeraden  folgenden 
Punkt  zu  gehen.  In  diesem  Falle  wird  also  die  BerOhrung  zwei  ge- 
gebene Punkte  der  Fläche  absorbieren ;  die  letztere  somit  durch  weitere 
N  {n)  —  2  Punkte  gegeben  sein. 


VII.    Capitel. 

Lineare  Fläohttmyeteme  erster  Stufe  (FIftobenbQschel)  und  dereir 

Eigenechaften. 

§.  201. 

Es  wurde  nachgewiesen  (SatB  184),  dass  eine  Fläche  fi^-ter  Ord- 
nung durch 

N (n)  =  (»+i)(^-f  «)  (H  +  8)  _  j 

Punkte   im    Baume,   durch    welche    sie  gehen    soll,  vollständig  be- 
stimmt sei. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  seiev  im  Baume  ^  (n)  —  1  Punkte  be- 
liebig gegeben.  Durch  diese  N{n)  —  1  Punkte  und  durch  einen  jeden 
beliebig  im  Baume  angenommenen  Punkt  x  lässt  sich,  dem  voran- 
geführten  Satze  184)  entsprechend,  eine  —  aber  auch  nur  eine 
Fläche  n-ter  Ordnung  legen. 

Nachdem  es  aber  im  Baume  u^  Punkte  gibt,  so  sollten  diesem 
Umstände  zufolge,  durch  die  obigen  Nin)  —  1  Punkte  auch  u'  Flächen 
t»-ter  Ordnung  gehen. 
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Berücksichtigen  wir  jedoch,  dass,  sobald  eine  solche  Fläche 
n-ter  Ordnung  vorhanden  ist,  jeder  der  auf  ihr  liegenden  u^  Punkte 
als  Punkt  x  (in  der  vorhergehenden  Bedeutung)  angenommen  werden 
kann ,  so  findet  man  unmittelbar ,  dass  die  u^  Punkte  des  Baumes  in 
der  Weise  gruppiert  sind,  dass  durch  u^  Punkte  derselben  stets  eine 
Fläche  n-ter  Ordnung  geht,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  jede  der 
vorgenannten  u^  Flächen  n-ter  Ordnung  u^-mal  gezählt  wurde. 

Hieraus -ist  sofort  zu  entnehmen,  dass  es  nur  ti,  d.  i*  einfach 
unendlich  viele  von  einander  verschiedene  Flächen  n-ter 
Ordnung  gibt,  welche  durch  die    N  (n)  —  1    Punkte  gehen. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

185.  jfDurch  N  (n)  —  1  beliebig  im  Baume  gewählte  PufJäe 
gehen  stets  einfach  unendlich  vide  Flächen  n-ter  Ordnung.  Durch 
jeden  weiteren  Funkt  des  Raumes  geht  eine,  ccber  auch  nur  eine  der- 
artige Fläche.^ 

§.  202. 

Die  Gesammtheit  aller  durch  N  {n)  —  1  Punkte  gehenden  Flächen 
n-ter  Ordnung  wird  (da  ihre  Oleichungen  in  Goordinaten  mit  gewissen 
Parametergleichungen  ersten  Grades  zusammenhängen)  ein  „lineare» 
Flächensystem  erster  Stufe  und  n-ter  Ordnung*^  oder  ein 
y,Flächenbüschel  n-ter  Ordnung^  genannt. 

Aus  dem  Satze  185)  lässt  sich  mit  Hilfe  des  Gesetses  von  der 
„Erhaltung  der  AnzahP  sehr  leicht  die  Haupteigenschaft  eines  Flächen- 
büsehels  n-ter  Ordnung  ableiten. 

Diesem  Satze  zufolge  geht  nämlich  durch  jeden  Punkt  x  im 
Baume  nnr  eine  einzige  Fläche  F»  des  Büschels,  d.  i.  eine  Fläche 
n-ter  Ordnung,  die  gleichzeitig  die  N  (n)  —  1  gegebenen  Punkte 
enthält. 

Nehmen  wir  uun  zwei  verschiedene  Punkte  x  und  x*  im  Baume 
beliebig  an;  durch  jeden  derselben  gehe  eine  Fläche  Fny  resp.  Fn 
des  vorerwähnten  Flächenbüschels. 

Diese  beiden  Flächen  schneiden  sich  in  einer  Curve  C  von  der 
Ordnung  n',  welche  ebenfalls  durch  die  gegebenen  iV  (n)  —  1  Punkte 
geht.  Während  nun  durch  einen  jeden  Punkt  im  Baume  nur  eine' 
einzige  Fläche  des  Büschels  geht,  bilden  die  Punkte  der  Curve  G  eine 
Ausnahme,  indem  durch  jeden  derselben  zwei  Flächen -des  Büschels, 
nämlich  F  und  JF'  gehen.  ' 

Nach  d)  des  Satzes  von  der  «Erhaltung  der  Anzahl ""  müssen 
daher  durch  jeden  Punkt  der  Curve  C  unendlich  viele,  also  kürz 
alle  Flächen  des  Büschels  gehen,  oder  mit  anderen  Worten:  sämmt- 
liehe  Flächen  des  Büschels  gehen  durch  die  Curve  C. 
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Andererseits  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass  die  Flächen  des 
Büschels ,  außer  der  vorgenannten  Curve  (7,  keine  weiteren  Punkte  ge- 
mein haben  kGnnen,  da,  wie  bereits  bekannt,  zwei  Flächen  n-ter  Ord- 
nung, außer  ihrer  Schnittcurve  n'^ter  Ordnung,  gleichfalls  keine  ander- 
weitigen Punkte  gemeinsam  haben.  Es  folgt  demgemäß  der  Haupt- 
satz der  Theorie  der  Flächenbüschel: 

18ü.  ^Sämmtliche  Flächen  eines  Flächenlüschels  n-ter  Ordnung^ 
d.  h.  sämfntliche  Flächen  n^ter  Ordming,  welche  durch  N  {n)  —  1 
beliebig  geivähüe  Punkte  im  Räume  gehen,  enthalten  eine  und  dieselbe 
Curve  n*4er  Ordnung f  welche  ebenfalls  durch  die  genannten  N(n) — 1 
Punite  geht,^ 

§.  203. 

Dem  eben  angeführten  Satze  läset  sieh  noch  eine  andere  Form 
geben,  zu  welcher  wir  durch  nachstehende  Betrachtung  gelangen. 

Seien  Fn  und  Fn'  zwei  beliebige  Flächen  n-ter  Ordnung.  Die- 
selben 9chneiden  sich  in  einer  Gurve  G  von  der  n^-ten  Ordnung. 

Wählen  wir  auf  der  besagten  Curve  N{n)  —  1  beliebige  Punkte, 
so  wird  durch  diese  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  bestinmit, 
welches  die  btiden  Flächen  Fn  und  Fn\  also  auch  deren  Schnittcurve 
C  enthält. 

Mit  Rücksicht  auf  den  vorhergehenden  Satz  ergibt  sich  somit 
ohneweiters  der  folgende: 

187,  j^Burch  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  n-ter  Ordnung 
lassen  sich  unendlich  viele  Flächen  n-ter  Ordnung  legen,  welche  in 
ihrer  Gesammtheit  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  bilden.^ 

Die  Curve  von  der  Ordnung  n%  durch  welche  sämmtliche  Flä- 
chen eines  Büschels  n-ter  Ordnung  gehen,  wird  die  „Qrundcurve^ 
oder  „Basis curve''  dieses  Büschels  genannt. 

§.  204. 

Denken  wir  uus  sämmtliche  Flächen  ein^s  Büschels  n-ter  Ord- 
nung durch  eine  und  dieselbe  Ebene  E  geschnitten  und  untersuchen 
wir  das  System  aller  daraus  resultierenden  Scbnittcurven. 

Da  die  Flächen  sämmtlich  von  der  Ordnung  n  sind,  so  gilt  das 
Gleiche  auch  von  ihren  Scbnittcurven  mit  der  Ebene  E. 

Die  Basiscnrve  C  wird  von  der  Ebene  E  in  n^  Punkten  ge- 
schnitten, durch  welche  offenbar  die  sämmtlichen  Scbnittcurven  n-ter 
Ordnung  gehen.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  diese  Schnitt* 
curven  ein  Curvenbüschel  n-ter  Ord    ung  bilden,  dessen  Basis- 
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punkte  die  eben  genannten  n'  Schnittpunkte  von  E  und  C  sind.  Hier- 
nach ergibt  sich  der  Satz: 

188.  ^Die  Curven^  in  welchen  die  Flächen  eines  Flächenbüschels 
n^ter  Ordnung  von  einer  Ebene  geschnitten  werden,  bilden  ein  Our- 
venbüschd  n4er  Ordnung,  dessen  BasispunUe  die  n^  Punkte  sind, 
in  welchen  die  Ebene  die  Basiscurve  des  Flächenbüschels  trifft.^ 

§.  205. 

Denken  wir  uns  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  mit  irgend 
einer  Geraden  G  des  Baumes  in  Beziehung  gebracht. 

Jede  Fl&che  J^»  des  Büschels  schneidet  diese  Gerade  G  in 
n  Punkten,  so  dass  man  auf  G  unendlich  viele  Gruppen  von  je  n 
Punkten  erhält.  Durch  einen  Punkt  einer  jeden  solchen  Gruppe  sind 
die  übrigen  (n  —  1)  Punkte  dieser  nämlichen  Gruppe  vollkommen 
bestimmt  Denn  durch  den  genannten  Punkt  geht  (nach  Satz  185),  eine, 
aber  auch  nur  eine  eiiizlge  Fläche  des  Büschels,  und  diese  bestimmt 
auf  G  die  weiteren  (w  -^  1)  Punkte  der  betreffenden  Gruppe. 

Wir  entnehmen  dieser  charakteristischen  Eigenschaft ,  dass  das 
Punktsystem,  in  welchem  eine  beliebige  Gerade  im  Baume  von 
einem  Flächenbüschel  geschnitten  wird,  eine  Involution  n*ten 
Grades  repräsentiere. 

Dies*  erhellt  übrigens  auch  aus  der  nachstehenden  Betrachtung. 
Denken  wir  uns  durch  die  Gerade  G  eine  beliebige  Hilfsebene  geführt, 
80  schneidet  diese  das  Flächenbüschel  (nach  Satz  188),  in  einem 
Curvenbüschel  n-ter  Ordnung,  welches  auf  der  Geraden  G 
das  nämliche  Punktsystem  bestimmt,  in  welchem  G  von  dem 
Flächenbüschel  geschnitten  wird.  Dieses  Punktsystem  ist  aber  (nach 
§.  106)  eine  Involution  n-ten  Grades.    Mithin  gilt  der  Satz: 

189,  y^Eine  Gerade  im  Räume  wird  von  einem  Flächenbüschel 
ip-ter  Ordnung  in  einer  Involution  n-ten  Grades  geschnitten.^ 

§.  206. 

Wenn  von  den  n  Punkten,  in  welchen  eine  Gerade  von  einer 
Fläche  n-ter  Ordüung  geschnitten  wird,  zwei  in  einen  und  denselben 
Funkt  zusammenfallen,  so  berührt  die  Gerade  in  diesem  Punkte  die 
EUetae. 

.  Dies  berflckäichtigend ,  findet  man  leicht  die  Anzahl  der 
Flächen  eines  Büschels  n-ter  Ordnung,  welche  eine  ge- 
gebene Gerade  berühren. 
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Jede  Fläche  des  Büschels  schneidet  die  Gerade  in  n  Punkten, 
welche  eine  Gruppe  der  Involution  n-ten  Grades,  die  durch  das  Bfischel 
auf  der  Geraden  bestimmt  wird,  bilden. 

Fallen  zwei  Punkte  einer  solchen  Gruppe  in  einem  zusammen, 
so  berührt  die  zugehörige  Fläche  des  Büschels  die  Gerade  in  dem 
eben  genannten  vereinigten  Punktepaan 

Andererseits  besitzt  aber  eine  Involution  t)-ten  Grades  (nach 
Satz  107),  stets  2(n — 1)  Doppelelemente,  d.  h.  es  kommt  2(n — 1)- 
mal  vor,  dass  zwei,  einer  und  derselben  Gruppe  angehörende  Elemente 
zusammenfallen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  es  in  einem  Flächen- 
bfisehel  n-ter  Ordnung  2  (n  —  1)  Flächen  gibt,  welche  eine 
gegebene  Gerade  berühren. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  führt  auch  die  folgende  Überlegung. 
Wir  wissen  nämlich ,  dass  eine  Ebene,  welche  durch  eine  Tangente 
einer  Fläche  gelegt  wird,  diese  letztere  in  einer  Curve  schneidet,  die 
ebenfalls  von  der  genannten  Tangente  berührt  werden  muss. 

Existieren  daher  in  einem  Fläcbenbüschel  n-ier  Ordnung  x  Flä- 
chen, welche  eine  gegebene  Gerade  G  berühren,  so  müssen  auch  in 
dem  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung,  welches  sich  als  Schnitt  des  Flä- 
chenbüsohels  mit  irgend  einer  durch  0-  gehenden  Ebene  ergibt,  x 
Curven  vorhanden  sein,  welche  G  berühren. 

Solcher  Curven  gibt  es  aber  (nach  Satz  115),  stets  2  (n  —  1), 
und  dies  ist  auch  jene  Zahl,  welche  die,  die  Gerade  G  berührenden 
Flächen  des  Büschels  bestimmt.    Es  besteht  somit  der  Satz: 

190.  „In  einem  Flächenbüschel  n4er  Ordnung  gibt  es  2(n — 1) 
Flächen,  tcelche  eine  beliebig  gegebene  Gerade  berühren.** 

§.  207. 

Sind  die  Flächen  eines  Büschels  „punktallgemein^,  d.  h. 
besitzen  dieselben  keine  Doppelpunkte,  resp.  keine  Doppel- 
curven,  so  kommen  auch  ihren  ebenen  Schnittcurven  im  allgemeinen 
keine  Doppelpunkte  zu.  Ein  Doppelpunkt  in  der  Sohnittcurve  kann 
aber  diesfalls  insbesondere  dann  auftreten,  wenn  (siehe  §.  178)  die 
schneidende  Ebene  die  Fläche  gleichzeitig  in  einem  Punkte  berührt. 

Es  ist  daher  an  und  für  sich  klar,  dass  in  einem  Fläohenbüsohel 
n-ter  Ordnung  ebenso  viel  Flächen  eine  gegebene  Ebene  berühren 
werden,  als  Doppelpunkte  in  jenem  Curvenbüschel  vorhanden  sind,  in 
welcheqi  diese  Ebene  das  Flächenbüschel  schneidet.  Da  es  aber  (nach 
Satz  119),  in  einem  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  3  (n  —  l)'*  Curven 
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gibt,  dereu  jede  einen  Doppelpunkt  enthält,  so  gelangen  wir  za  dem 
Satze : 

191.  j^In  einem  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  gibt  es  3(n--l)^ 
Flächen,  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren,^ 

§.  208. 

Zwei  Flächenbüschel  n,-terf  resp.  n^-ter  Ordnung  können  stet» 
projectivisch,  d.  i.  ein-deutig  auf  einander  bezogen  werden. 

Eine  solche  ein-deutige  Beziehung  ist  vollkommen  festgestellt, 
sobald  drei  Paare  einander  entsprechender  Flächen  beider  Bäschel  ge< 
geben  sind.  Dies  kann  durch  folgende  Betrachtung  nachgewiesen 
werden. 

Seien  Cg  resp.  G^  die  beiden  Basiscurven  der  ein-deutig  auf  ein- 
ander bezogenen  Flächenbüschel  JB,  und  B^ .  Auf  jeder  dieser  Gurven 
C\  und  C^  wählen  wir  einen  Punkt  a,  resp.  a^.  Die  bezüglichen 
Tangenten  Ton  C^  und  C^  in  den  betreffenden  Punkten  a^  und  a^ 
seien  beziehungsweise  ^,  und  t^. 

Durch  die  Basiscurve  C,  und*  durch  einen  beliebigen  Punkt  b, 
im  Baume  ist  (Satz  185  und  §.  202)  stets  eine  Fläche  des  Büschels 
J?i  bestimmt. 

Das  Gesagte  gilt  selbstverständlich  auch  dann  noch,  wenn  der 
Punkt  \  dem  Punkte  a,  unendlich  nahe,  jedoch  nicht  auf  der  Tan- 
gente ty  angenommen  wird.  Diesfalls  wird  aber  auch  a^b^  eine  Tan- 
gente der  bezeichneten  Fläche  sein,  während  die  durch  f,  und  6,  ge- 
führte Ebene  T\  die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Paukte  a,  reprä- 
sentieren  wird. 

Daraus  folgt  weiters,  dass  die  Angabe  der  Tangentialebene  T^ 
gleichwertig  mit!  der  Angabe  des  Punktes  \  sei,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  durch  die  Angabe  der  Tangentialebenje  T,  eine  Fläche 
des  Büschels  £,  ein-deutig  bestimmt  ist. 

Dies  kann  übrigens  auch  folgendermaßen  gezeigt  werden. 

Behalten  wir  diesbezüglich  im  Auge,  dass  der  Punkt  a,  auf  der 
Curve  Cy  willkürlich  gewählt  wurde,  dass  derselbe  also  ein  einfacher 
oder  gewöhnlicher  Punkt  dieser  Curve  sei. 

Leg^  wir  nun  durch  die  Tangente  t^  von  Cj  im  Punkte  o^  eine 
beliebige  Ebene  I\  und  setzen  wir  —  entgegen  der  zu  beweisenden 
Behauptung —  voraus,  die  Ebene  T^  möge  in  a^  mehr  als  eine  Fläche 
des  Büschels  Bf,  also  wenigstens  zwei  Flächen  dieses  Büschels  be- 
rühren, so  ist  klar,  dass  diese  letztere  Annahme  auf  einen  Widerspruch 
führen  muss. 
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'  =)  Wfirden  näBüliob  zwei  solche  Flachen  in  4eäL  Bfeehäl  j^,  eti- 
stieren,  so  müssten  sich  dieselben  (nach  Satz  186)  in  der  CnrVe  (7/ 
schneiden,   dürfte  aber  äöiis£  keinfe  WeiteVeii  Ptrnitte' gdmeik  haben. 

Nachdem  sich  jedoch  diä  beiden  Flächeii,  dar  Yoraudsetkun^ 
gemäß,  in  a,  berühren,  so  müsste,  der  Punkt  a^  (nach  Satz  176)  ein 
Doppelpunkt  ihrer  Schnittcurve  sein ;  die  letztere  würde  also  eine  von 
C^  Verschiedene  Carvid'  darstellen;  da  a^  als  ein  'einfaclier  l^unkt 
von-  Cj  vorausgesetzt!  ^urde:      j    ^  ■ "  :  -  .  ;       »    : 

Hierin  (liegt  aben/ein.  Widerspruch  imit  dem  Satze  166),  iWoraus 

folgte  dasi^  in  damiBdscbel:  jBi  im  d«r  That   nm  eine  eiAzige  Fläche 

xistiiart^  welche  eine  dtbrch  ^|  gd^gte  Ebeie  S*,  im  Punkte  a^  berührt. 

Nun  ist  einleuchtend,  dass  wenn  sich  die  Flächen  der  beideü' 
B&9cb^l  J?,  und  jSsiBiaiflidutig  icntißpreOiben,  dasselbe  auph  vto. ihren 
bezQgJiQhen  l^atp^geiftialebenen  ^T«  lUniA  T^  in  d/sn .  Pankton  a|  resj^.  a,. 
gelteni  w^de,.d*;h.  dass  die  Sbeteabükschel  t^  uAd  t^f  wdch0^vOn  den^ 
Ta^geq^ial^beacin  .T^..^  i^nd  Tq  .  i. .  gebildet  iverdi^n,'  >p  ro) e  et t  t  i s  c h 
sein  müssen.  .,'  ^    >   ,\   •  :  •    ' 

pio^i;K\  ,!E!rg&bnis3e  z\ifolgp  wei;clejn  a|ber  .^i^Cfh  ^mgj^kehrt  tzwei 
FläiChe^bQi^chrel  proj^cti^viso^l^  aul^  einaqdß|r  be^u^en ; seip,  wjenn 
die  zugehörigen  Ebenenbüschel  ^,  (^,...)  und  ^«(7g.,0  eioajider, 
projectivisch  ;zugeordnet  werden..  .  j  .    ,  >      .  i 

Um  n^üömelir  die  eingangs  der  diesfaUsi^e^  Er6rter|Ungei(  g|^stellte, 
Frage,  respi  Behauptung  zum  Abschüsse  .zu  bringen,  setzen  wir  weiters 
voraus^  ^s  sfeW  Fj,  .Fj,;  2^,',  l^^'  und  j?],;)  F^**  drei  Paaije  entspre- 
chender ^l^cl^en,  zweier  proj^ctiyisch  auf  einander  bezog^ener  Fiächen- 
büschelJÖ,  und  jB^.  ,.. 

Nehmen  wir  fernef  auf  den  Basiscurven  Cj  .und  C,  ..dieser  beiden 
Büschel  je  '  cJineh  Punkt  a,  und  oi  beliebig  an',  i^nd  seien  t^  uni.t^ 
die  l^angentö'n  yöü  C^  iina  Cj  in  ä^  und  rt,,  so  werden  di^  durch  f,, 
bezieiüngö weise  fg  gellenden  Tangentialebenen  Ir'i.lT,^,  Tj*^  und  i  jtj, 
Tj'und  Tj"  der  drei  gegebeilen  !Plächenpaare,'  drei  Paare  entsprechen- 
der  JJbeÄeri    der    bei(ieii'    pfbjectivischeii    "f anjgentialebenen  -  Bi|schel 

t,{T.j\'T^'::^  Ud;'^,  (2;2;,'ii-.:^)'r*epräsen^^^^^^^^    ,  .     ;      ^ 

VetÄiittdiil  'äiefee^  drei  ^^benehpaätö  ist  \  abör.  ctie  projectivische 
Beziehung   "*      ^^-      tti,^  _-l*...-l.t^-^  . .  . jv  ^    ...,i  ^w^^..    -l....-       ^ 

d. 

kÄiin'äi*'  eriteprüchehdö  Ebene  Tj'"  iM  Büsißher  ^^^  ein-dbutig 

wördcnl  *^  '"^  '''•  '' ''  "'  .'^    ''    "■•  '^  f^-  '  -  ''  ^  '^''^      ■'■'"'     •    .   •    • 

Nachdek  ab^i'  etfrflich'  die  Ebenen  ^T,^''  'uüd'  ST^'V  Sswei  Flächen  ' 
F/''  und^'iPa"*^  der  Irtixleti  'Fläisliönbtiscllel  JB;  uncT  B^*  ein-detitrg  be-^ 
stimmen,  so  sind  auch  diese  letzteren  vermittelst  der  drei  Paärd'  von 
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ToruhfreiD  als  „entspTi^.cljienjd''  ToraH8ge3et^tep  FlfLehen  ^,,  F^; 
jP,',  JSl,';  -F,",  F^"  pr^jeQtivi&oh  aiif  ein.»n4e.T  betog^^,,.  .wJö 
nachzuweisen,  war.    '  •.   ,     •  ■.•:•  ;.  ..  /.j..-         ■  i     •-.■  I  .i/  .1  i 

*  Je  zwei  entspreekeacl^  JFRlchdii'  zw^iei^  projecHlrii3cfaen<Fl&chen- 
buschel  n,-ter,  resp.  n^-ter  Ordnung  schneiden  ; sich  in'elttelr  Curve 
^»i»Älte^r^  Qrdnung;  dpr  gß.on(iet^risc,he  Qrtdi.e^s^r  ,Scbn.i.Hcurve 
wird  .eine  ^l^hQ  ..sein ,.,  deren  Ordi^ung  iiaoh  Teirscbi^d^sten  JMi^^oden 
bestimmt, weFd^n.kfu^n,^        ,      ;       ,        .  ^     .« ^    .;  .  \  ^     .u  .v.r, 

Am  einfacksteu  wird  siah  durch  folgende  Betnuelitiiof'  2ub 
Ziele  gelangen,  welche  überdies  noch  insoferne  von  Yortheil  ist,  als 
man  dadurch  in  die  Lage  kömmt,  zu  zeigen,  dass  die  fragliche  Fläche 
auch  die  Basiscoryen  de^i  beiden  ßO^phel  enthält^    >  :  .; 

Irgendeine  beliebige  Ebe^e  £  wird<  die« 'beiden  frojectivifilcheii 
FUchenbflsehel  B^  und  JS^,  n|rter,,resp.  n,-ter  Ordnung,  in  zweii 
proj.ec,tiTi«ehien  .(d..i.  >ein-detitigen)  Oürveiibüscih^lii  (^  und 
Wf  ^i-ter  resp.  n^-ter  Ordnung,  und  die  fragliche«  Fiftche  selbst  in 
einer  Ourve  JC  schneiden. 

'-  Die  besagte  Gurve  ^  ist,  wie  leicht  hachweisbai-,  der''  g^öm^ 
trische  Ort  d«B  Sohnittpudkte  eut^pi^echelnSier  'CurVen 
der  Ba^chel  &|  und  b^.  T         ''  ' 

Nehmen  wir  nftmlich  eitaen  beliebigen  Punkt  ^  deT"SclimititotfrfB 
JT  an»  SD  mjias,  da  dieser  Pankt  der  zu  nntersnehebdien  Fläche  ^a"^ 
gehört,  durch  denselben  eine  Erzeugei^de  dieser  Fl&cbev  d*  i.' der  Schnitt 
n^n^-ter  Ordpong  irgend  zweier  eua^^nder  ent^preche^uder/FlMhen  der 
Büschel  jS|  und  B^^  also  überhaupt  9wei  einwlßr  eptsitfecihejlde  Flä- 
chen JP\  und  F^  von  B^  %iiA  B^'  g^I)^.  NacMen^  ab^.  feiri^er  4:^  auch 
ein  Punkt  der  Ebene  E  ist>  so  gehefi.  durch  denselben  aaob  die,  Schnitt- 
curven  c^  und  c^  der  beiden  Fiächfa  J^i  ,und  iT^)  d.  i..  z^ei  entspre- 
chende Curven  der  Büschel  &|.,und  &,.  Der  beze^;bJ;Le|tej  P.mkt  ist 
daher  ein  Punkt  jener  Curve,  welche  durch  diesß  .beidea\  Cuxyen- 
büschel  &j  und  6,  erzeugt  wird.  1  '  >  •  •    jj   .    .    .  ji 

Das  Gleiche  gilt  aber  ^  überhaupt  von  allen  Punktion  der  jCarye 
K\  dieselbe  ist  somit  identisch  mit  jener  Curve,  welche  de^.Oirt  der 
Sclinittpunkte.  entsprjechender  Paare  yoii.  Curven  ö^r;  bßidep 
Büschel  b^  und  &,  repräsentiert.  ■:/.'•,.'. 

Die  besagte  Curve  ist  (nach  Sat^  &7)  von  der  (ni-i^n^yben 
Ordnung  und  geht  durch  die  Basisprupkte  der  beiden.  Bflschäl  &;  und 
b^,  i.  L  durch  jene  Punkte,  in  ^reichen  die  Ebene  F  ;die  Basise^rven 
C\  und  Ö«  d^c  beiden  F^ächenbüschel  jB,  und  B^  scbnei4Qt. . 
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Hieraus  ist  zu  entnehmeDi  dass  jeder  ebene  Schnitt  der  frag- 
lichen Fläche,  also  die  Fläche  selbst  von  der  (n^  +  ^a)-ten  Ordnung 
ist,  und  dass  dieselbe,  nachdem  ihr  ebener  Schnitt  stets  jene  Punkte 
in  sich  schließt,  in  welchen  die  schneidende  Ebene  die  Caryen  C^  und 
<7,  trifft,  die  beiden  Basiscurven  C^  und  C^  enthält. 

Mithin  der  Satz: 

192.  „Der  geometrische  Ort  der  Schnütcurve  n^n^-ter  Ordnung 
entsprechender  Flächen  zweier  projectivischer  Flächenbüschel  n^^ter 
resp.  n^-ter  Ordnung,  ist  eine  Fläche  (n,  -f-  n^)'ter  Ordnung,  welche 
4ie  BcLsiseurven  der  beiden  Flächefü}üschel  enthält.^ 

§.  210. 

Seien  wieder  B^  und  B^  zwei  projectivische  Flächenbüschel  der 
t»,-ten  resp.  n,-ten  Ordnung  und  (7,  und  C^  die  Basiscuryen  dieser 
Flächenbüschel.  Die  Fläche  (n^ -{-  n^)  -  ter  Ordnung,  welche  durch 
diese  Büschel  erzeugt  wird  und  die  beiden  Basisourven  C^  und  C^ 
•enthält,  möge  S  heißen. 

Wir  wollen  untersuchen,  welches  die  Tangentialebene  von  S  in 
irgend  einem  Funkte  der  einen  oder  anderen  Basiscurve,  b^pieLs- 
weise  in  dem  beliebigen  Punkte  a^  der  Curve  C^  ist. 

Durch  a^  geht  eine  einzige  Fläche  F,  des  Büschels  JS,.  Die 
derselben  projectivisch  entsprechende  Fläche  des  Büschels  B^  heiße 
J\ ;  ferner  sei  T^  die  Berührebene  dieser  letzteren  Fläche  im  Punkte  a^. 

Diese  Berührebene  T^  wird  das  Flächenbüschel  B^  in  einem 
€urvenbüschel  b^,  der  n-ten  Ordnung,  schneiden,  dessen  Gurven  sich 
sämmtlich  in  a^  berühren  (die  gemeinschaftliche  Tangente  derselben 
ist  die  Tangente  t^  der  Basiscurve  C^  im  Punkte  a,)  und  deren  eine 
speciell,  nämlich  die  Schnittcurve  c^  der  Ebene  2\  mit  der  sie  be- 
rührenden Fläche  JP|,  in  a^  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Das  Büschel  B^  wird  von  der  Ebene  T^  in  einem  Curven- 
büschel  &,  geschnitten,  welches  mit  dem  erstgenannten  Curvenbüschel  &,, 
in  welchem  die  Curve  c,,  die  durch  den  Punkt  a,  geht,  der  Curve  c^ 
mit  dem  vorhergenannten  Doppelpunkte  a^  entspricht,  projectivisch  ist. 

Nach  Satz  60)  ist  sodann  der  Ort  s  der  Schnittpunkte  entspre- 
<ihender  Gurven  der  beiden  Büschel  \  und  &,  eine  Curve  {n^  +  ^s)'^^^ 
Ordnung,  welche  in  a,  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  besitzt  Anderer- 
seits ist  aber  die  Curve  8  auch  der  Schnitt  der  Ebene  T^  mit  der 
dnrch  die  beiden  gegebenen  Flächenbüschel  B^  und  B2  erzeugten 
Fläche  5,  und  nachdem  besagte  Curve  in  a^  einen  Doppelpunkt  hat, 
so  folgt,  dass  die  Fläche  8  von  der  Ebene  i\  in  a^  berührt  wird. 


207 

Mit  Backsicht  auf  die  Bedeutung  von  a^,  T,,  F^,  Fq  u.  s.  w. 
ergibt  sich  sonach  die  nachstehende  Ergänzung  des  vorhergehenden 
Satzes  : 

193.  j^Die  Fläche  y  welche  sich  als  Erzeugnis  zweier  prqjecti- 
vischen  Flächenbüschel  ergibt,  wird  in  jedem  Punkte  der  Basiscurve 
eines  dieser  Büschel  von  jener  Fläche  dieses  Büschels  berührt ,  welche 
projectivisch  der  durch  den  nämlichen  Punkt  gehenden  Fläche  des 
zweiten  Büschels  entspricht.^ 

§.  211. 

Seien  B^  B^  und  B^  drei  projectivische  Flächenbüschel  n^-ter, 
n^-ter,  resp.  n^-ter  Ordnung. 

Je  drei  einander  entsprechende  Flächen  dieser  Büschel  schneiden 
sich  in  fii .  n, .  n^  Punkten.  Der  geometrische  Ort  dieser  Punkt- 
grnppen  für  alle  Tripel  einander  entsprechender  Ebenen 
wird  eineBaumcurve  sein,  deren  Ordnung  sich  folgendermaßen 
bestinunen  lässi 

Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  der  fraglichen  Baumcurve,  so  gehen, 
der  Voraussetzung  gemäß,  durch  denselben  drei  einander  entsprechende 
Flächen  JP, ,  JP,  und  F^  der  drei  projectiyischen  Flächen- 
büschel B^,  B^  und  ^3. 

Nun  erzeugen  aber  die  entsprechenden  Flächen  der  beiden 
Büschel  B^  und  B^  (nach  Satz  192)  eine  Fläche  £>,2  der  (n^  -f-  «,)-ten 
Ordnung  y  welche  durch  die  Basiscurven  n^^-ter  und  n,^-ter  Ordnung 
von  JBj  und  £,  geht.  Nachdem  der  Punkt  x  auf  dem  Paare  F^  und 
F^  entsprechender  Flächen  liegt,  so  ist  derselbe  gleichfalls  ein  Punkt 
der  Fläche  S^^.  Das  Oleiche  gilt  jedoch  von  allen  Punkten  x...  der 
fraglichen  Curve;  es  ist  daher  einleuchtend,  dass  die  besagte  Curve 
ganz  auf  der  Fläche  5|,  liegen  müsse. 

In  übereinstimmender  Weise  findet  man  aber,  dass  die  nämliche 
Curve  auch  auf  der  Fläche  S^^  liege,  welche  durch  die  Schnittcurven 
entsprechender  Ebenen  der  beiden  Büschel  B^  und  B^  erzeugt  wird, 
und  von  der  (n^  4-  >»3)-ten  Ordnung  ist.  Hieraus  folgt  sofort,  dass 
die  gesuchte  Curve   den  beiden  Flächen  S^^  und  S^^  gemeinsam  ist. 

Der  vollständige  Durchschnitt  der  beiden  Flächen  5,,  und 
£f,,  ist  demnach  eine  Curve  der 

(»>i  +  *»»)  («I  +  »a)  =  w, «  4-  «i  w«  +  Wj  nj  +  n,  Wj-ten  Ordnung, 

Beide  Flächen  gehen  ferner  durch  die  Basiscurve  n|'-ter  Ordnung 
des  Büschels  £|,    welche   mit  dem  zu  bestimmenden  Orte  nichts  zu 
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schaffen  bat.  Der.  letztere  ist  mithin  der  Best  der  DiirchSGbnittscurvey 
also  eine  Baumcnrve  von  der  Ordnung 

Daher  der  Satz: 

194.  ^Ber  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Flächen  dreier 
projectivischen  Flächenbüschel  n^-ter,  n^-ter  und  n^-ter  Ordnung  ist 
eine  Raumcurve  der  {n^n^  +  ^«^3  +  n^n^yten  Ordnung,^ 

§.  212. 

Es  sei  B.  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  und  G  eine  beliebige 
Gerade  im  Baume.  An  jede  Fläche  dieses  Büschels  lässt  sich  durch 
die  Gerade  G  eine  Anzahl  von  Berührungsebenen  legen , '  welche  der 
Bangzahl  r  dieser  Fläche  gleich  ist.  Die  r  Berührungspunkte 
dieser  Ebenen  mit  der  Fläche  werden,  sobald  die  letztere  das*  Büschel  B 
durchläuft,  eine  Baumcurre  B  bilden,  deren  Ordnung  nun  bestimmt 
werden  soll. 

Die  Ordnung  der  Curve  R  wird  ausgedrückt  durch  die  Anzahl 
der  Punkte,  welche  sie  mit  irgend  einer  Ebene  E  gemein  hat. 

Behufs  deren  Bestimmung  kann  mit  Yortheil  die  Ebene  E  so 
gewählt  werden,  dass  sie  dufch  die  Gerade  0  hindurchgeht. 

Sei  nun  x  ein  in  der  Ebene  E  liegender  Punkt  der  Öerührungs- 
curve  B,  d.  i.  der  Berührungspunkt  einer  Fläche  F  des  Büschels  B 
mit  einer  durch  G  gehenden  Tangentialebene. 

Die  Fläche.  F  wird  diesfalls  keine  andere  als  jene  sein  können, 
welche  durch  den  Punkt  x  geht,  während  die  Berührungsebene  der- 
selben in  o:,  da  sie  die  Gerade  G  enthalten  soll,  nur  die  Ebene  E 
selbst  sein  kann. 

Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  der  Punkt  x  nothwendig  der  Be- 
rührungspunkt einer  von  jenen  Flächen  des  Büschels  B  sein  müsse, 
welche  die  Ebene  E  zur  Taugentialebene  haben.  Derartige  Flächen 
gibt  es  aber  (nach  Satz  119),  3  (n  —  1)^  und  die  Berührungspunkte 
derselben  müssen  sämmtlich  der  Curve  B  angehören.  Ferner  wissen 
wir  bereits  (Satz  190),  dass  die  Gerade  G  von  2  (w  —  1)  Flächen  des 
Büschels  B  berührt  wird. 

Der  Berührungspunkt  von  G  mit  einer  dieser  Flächen  sei  y*  Die 
Tangentialebene  der  letzteren  in  y  geht  sodann  durch  die  Gerade  G 
selbst,  weshalb  y  gleichfalls  ein  Punkt  der  Curve  B  ist.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  Berührungspunkten  aller  übrigen  Flächen,  so,  dass  die 
Curve  ü  mit  der  Geraden  G  2(n  —  1)  Punkte  gemein  haben  wird.  . 
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Die  Ebene  E  hat  daher  mit  der  Gurve  R  außer  den  vorher  ge- 
fundenen 3  (n  —  1)*  Punkten  auch  die  2  (n  —  1)  auf  O  liegenden 
Punkte,  also  im  ganzen: 

3  (n  —  1)«  -f.  2  (n  —  1)  =  (n  —  1)  (3n  —  l) 

Punkte  gemein,  welche  Zahl  somit  die  Ordnung  von  B  ausdrückt. 

Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

195,  ^Der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  aller  durch 
eine  gegebene  Gerade  an  die  Flächen  eines  Büschels  n-ter  Ordnung 
gelegten  Tangentialebenen  ist  eine  Baumcurve  der  (n  —  1)  i3n  —  1)- 
ten  Ordnung,  welche  mit  der  gegebenen  Geraden  2  {n  —  1)  Punkte 
gemein  hat.^ 

%.  213. 

Ist  B  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  und  P  ein  gegebener 
Punkt  im  Baume,  so  lässt  sich  einer  jeden  Fläche  des  Büschels  von 
dem  Punkte  P  aus  ein  Kegel  umschreiben,  welcher  dieselbe  längs 
einer  Curve  berührt. 

Der  geometrische  Ort  der  auf  sämmtlichen  Flächen  des  Büschels 
liegenden,  dem  Punkte  P  entsprechenden  Berührungscurven  wird  eine 
Fläche  von  der  Eigenschaft  bilden,  dass  jeder  Punkt  x  derselben 
der  Berührungspunkt  der  durch  x  gehenden  Fläche  des  Büschels  mit 
der  Geraden  Px  ist. 

Die  Ordnung  dieser  Berührungsfläche,  d.  i.  die  Anzahl  ihrer  Schnitt- 
punkte mit  einer  Geraden  im  Baume  lässt  sich  wieder  einfach  dadurch 
bestimmen,  dass  man  dieser  Geraden  eine  specielle  Lage  ertheilt, 
dieselbe  also  so  wählt ,   dass  sie  durch  den  gegebenen  Punkt  P  geht. 

Nennen  wir  diese  Gerade  G  und  sei  x  einer  der  Punkte,  in 
welchem  sie  die  zu  untersuchende  Berührungsfläche  schneidet,  so  muss, 
der  Yorstehenden  Erörterung  gemäß,  x  der  Berührungspunkt  jener 
durch  X  gehenden  Fläche  des  Büschels  mit  der  Geraden  P«,  oder  G  sein^ 
d.  h.  X  wird  nothwendig  den  Berührungspunkt  der  Geraden  G  mit  einer 
Fläche  des  Büschels  B  repräsentieren.  Nach  Satz  190)  gibt  es  aber 
2  (n  —  1)  solcher  Flächen  und  mithin  auch  2  (n  —  1)  Punkte  x  auf 
der  Geraden  G,  die  sämmtlich  der  fraglichen  Fläche  angehören  werden. 

Da  ferner  durch  den  Punkt  P  selbst  eine  Fläche  des  Büschels  B 
geht  und  jede  ihrer  Tangenten  in  diesem  Punkte  P  durch  ihn  selbst 
hindurchgeht,  so  gehört  P  gleichfalls  der  Berührungsfläche  an.  Die 
Gerade  G  hat  daher  mit  der  Berührfläche 

2(n  —  1)  4-  1  =2n—  1 

Punkte  gemein,  und  es  folgt  der  Satz: 

Pesehka,  Darstellende  q.  projectWe  Geometrie.  H.  14 
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196.  y^Der  geometrische  Ort  der  Berührungscurven  der  Flächen 
eines  Büschels  n-ter  Ordnung  mit  den  denselben  aus  einem  gegebenen 
Punkte  als  Scheitel  umschriebenen  Kegeln^  ist  eine  Fläche  der 
{2n  —  T)'ten  Ordnung ^  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  geht.^ 

§.  214. 

Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  werfen  wir  noch  die  Frage  auf: 

„Wie  viel  Punkte  gibt  es  im  Baume,  durch  deren 
jeden  vier  einander  entsprechende  Flächen  von  vier  pro- 
jectiyischen  Flächenbüscheln  gehen?^ 

Seien  f ,,  B^\  B^  und  B^  die  vier  gegebenen  Flächenbüschel, 
welche  beziehungsweise  von  den  Ordnungen  n^,  n,,  n^  und  n^  sein 
mögen. 

Ein  Punkt  x,  welcher  vier  einander  entsprechenden  Flächen  an- 
gehört, wird  offenbar,  als  Punkt  dreier  entsprechenden  Flächen  F^^ 
Fg  und  i^3,  auch  (nach  Satz  194)  ein  Punkt  der  durch  die  drei 
Büschel  £,,  Bg  und  B^  erzeugten  Baumcurve  0,33  der 

{n^n^  +  Wjn,  +  WjnJ-ten  Ordnung 

und  weiters  (nach  Satz  192)  als  Punkt  zweier  entsprechender  Flächen 
Fj  und  F^  der  Büschel  B^  und  B^ ,  ein  Punkt  der  durch  B^  und  B^ 
erzeugten  Fläche  Äj^  der 

(Hj  -|-  n4)-ten  Ordnung  sein. 

Jeder  Punkt   2;,    in   welchem   sich  vier    entsprechende  Ebenen 

von  £|,  Bgy  B3  und  B^  schneiden,    muss   daher  noth wendig  einer 

von  den 

{n^n^  +  n^n^  +  n^n,)  (n,  +  nj 

Schnittpunkten  der  Gurve  C^^  mit  der  Fläche  /S,^  sein« 

Unter  diesen  Schnittpunkten  gibt  es  aber  wieder  solche,  die  mit 
den  Punkten  von  der  Bedeutung  des  Punktes  z  nichts  zu  schafifien 
haben.  Dies  sind  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Curve  (7,^  mit  der 
Basiscurve  C^  des  Büschels  B^,  deren  Anzahl  leicht  zu  ermitteln  ist. 

Die  Curve  Oj^g  liegt  auf  der  durch  die  beiden  Büschel  J?,  und 
B^  erzeugten  Fläche  Sg^  der  (n,  +  n3)-ten  Ordnung.  Diese  schneidet 
die  Basiscurve  C,  der  nj'-ten  Ordnung  in  fii* (n^ -{- n^)  Punkten, 
welche  offenbar  die  gemeinschaftlichen  Punkte  von  C^  und  Ci,,  vor- 
stellen. 

Hiernach  stellt  sich  die  Zahl  der  Punkte  x  gleich 

K  +  ^a)  (Wi  »2  +  w^nj  +  n^n^)  —  n,«  (n^  +  n^)  = 

=Ez  n,n,n3  +  n^n^n^  +  n^n^n^  -f  ^a^a^A 
heraus. 
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Diese  Zahl  ist  eine  symmetrische  Function  der  yier  Ordnungs- 
zahlen Wj,  n,,  nj  und  n^^  wie  von  vornherein  zu  erwarten  war,  nach- 
dem keines  der  vier  gegebenen  Büschel  eine  besondere,  ihm  allein 
zukommende  Bedeutung  hat. 

Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

197.  „Im  Baume  gibt  es  n^n^n^  +  n^n^n^  +  ^i^s^a  +  **«**3  ^4 
Punkte,  durch  deren  jeden  vier  einander  entsprechende  Flächen  van 
vier  prqjectivischen  Flächenbüscheln  ^  die  hesiehungsweise  von  den 
Ordnungen  n,,  n,,  n,,  n^  sindj  gehen*^ 

Hiemit  schliefien  wir  vorderhand  die  Betrachtungen  über  „lineare 
Flächensysteme  erster  Stufe^,  d.  i.  die  Flächenbüschel  ab. 
Zu  weiteren  Resultaten  bezüglich  derselben  werden  wir  in  der  Folge 
vermittelst  der  Polarentheorie  algebraischer  Fl&ohen  gelangen.  Dies 
gilt  insbesondere  von  den  Singularitäten,  mit  welchen  die  Flächen 
eines  Büschels  behaftet  sind. 

Im  Nachstehenden  mögen  die  wichtigsten  Eigenschaften  der 
„linearen  Flächen  Systeme  höherer  Stufe%  namentlich  jener 
der  zweiten  Stufe  (Flächenbündel  oder  Flächennetze)  näher  unter- 
sucht werden. 


VIII.  Capitel. 

Lineare  Flächeneysteme  zweiter  Stufe  (Fläclienbijndel  oder 

Fiächennetze). 

§.  215. 

Im  Vorhergegangenen   wurde  gezeigt ,    dass  eine   Fläche  n-ter 
Ordnung  durch 

(n  +  l)(n  +  2)(n  +  8)  _  i  =  jy  (^) 

Punkte,  und  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  durch 

N(n)  —  l 

Punkte  vollkommen  bestimmt  ist* 

Nun  wollen  wir  uns  mit  demjenigen  Flächensysteme  beschäftigen, 
welches  durch  alle  Flächen  n-ter  Ordnung  bestimmt  wird,  die  durch 

N{n)  —  2 

gegebene  Raumpunkte  gehen.  Ein  solches  System  nennen  Wir  ein 
„lineares  Flächensystem  zweiter  Stufe^,  ein  „Flächen- 
bündel^  oder  ein  „Flächennetz  n-ter  Ordnung^. 
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Die  N  (n)  —  2  gegebenen  festen  Punkte  bestimmen  mit  irgend 
zwei  beliebigen  weiteren  Punkten  x  und  y  im  Baume  (nach  Satz  184), 
stets  eine  Fläche  n-ter  Ordnung^  so  dass  wir  unmittelbar  den  Satz 
aufstellen  können: 

198.  jfirgend  eine  Fläche  eines  gegebenen  Flächennetees  ist  stets 
durch  die  Angabe  gtceier  ihrer  Punkte  vollständig  und  ein^deutig 
bestimmt. " 

§.  216. 
Wählen  wir  die  beiden  die  Fläche  bestimmenden  Punkte  x  und 
y  unendlich  nahe  aneinander,  so  ist  ihre  Yerbindungsgerade  xy 
eine  Tangente  der  Fläche  und  die  Vereinigung  (xy)  der  Berührungs- 
punkt derselben;  es  folgt  somit  aus  dem  vorstehenden  allgemeineren 
Satze  direct  der  folgende  specielle: 

199.  yfirgend  eine  Fläche  eines  gegebenen  Flächennetges  ist  durch 
die  Angabe  einer  ihrer  Tangenten  sammt  dem  zugehörigen  Beri^rungs^ 
punkte  vollkommen  und  ein^deutig  bestimmt.^ 

Hiernach  wird  eine  gegebene  Gerade  in  jedem  ihrer  Punkte  von 
einer,   aber  auch  nur  von  einer  Fläche  eines  Flächennetzes   berührt 

Da  jede  Fläche  eines  Flächennetzes  durch  die  Angabe  zweier 
Punkte  X  und  y  im  Baume,  welche  die  besagte  Fläche  enthalten  soll, 
einerseits  vollständig  bestimmt  ist,  andererseits  aber  u^  Punkte  x  und 
ebenso  viele  Punkte  y  im  Baume  existieren,  so  ist  einleuchtend,  dass  es 

tt*  .  M^  =  u* 

Punktepaare  xy  im  Baume  gibt,  durch  deren  jedes  eine  solche 
Fläche  ein-deutig  bestimmt  wird.  Hieraus  folgt  jedoch  keineswegs, 
dass  auch  in  dem  zugehörigen  Netze  u^  Flächen  enthalten  seien. 

Nehmen  wir  nämlich  ein  Paar  Punkte  x  und  y  willkürlich  an, 

so  ist  durch  dieselben  eine  Fläche  F  des  Netzes  ein-deutig  bestimmt. 

Auf  dieser  Fläche  gibt  es  bekanntlich  u^  Punkte  x  und  ebenso  auch 

w*  Punkte  y,  folglich 

w*  .  m"  =  w* 

Punktepaare  xy,  deren  jedes  eben  wieder  nur  die  nämliche  Fläche 
F  in  dem  Netze  bestimmt. 

Nimmt  man  daher  die  Anzahl  der  Flächen  in  einem  Netze,  der 
Anzahl  der  möglichen  Punktepaare  im  Baume  gleich,  also  gleich  u^ 
an,  so  ist  einleuchtend,  dass  hiebei  jede  Fläche  des  Netzes  nicht  ein- 
mal, sondern  u^-mal  gezählt  wurde.  Hiernach  ergibt  sich  die  Anzahl 
der   von   einander   verschiedenen  Flächen  des  Netzes  gleich 

ti®  :  w*  =  w^ 

d.  h.  das  Net^  ist  ein  zwei-stufiges  System  von  Flächen. 
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Fugt  man  ferner  zu  den  N  (n)  —  2  Punkten ,  welche  ein  Flä- 
chennetz n-ter  Ordnung  bestimmen,  einen  beliebigen  weiteren  Punkt 
X  hinzu,  so  hat  man  im  ganzen  N  (n)  —  1  Punkte,  durch  welche  ein 
Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  gegeben  ist.  Die  Flächen  dieses 
Büschels  sind,  da  sie  durch  die  N  {n)  —  2  festen  Punkte  gehen, 
sämmtlich  auch  Flächen  des  Netzes,  woraus  wir  entnehmen,  dass  das 
Flächenbüschel  selbst  einen  Bestandtheil  erster  Stufe  des  Flächen- 
netzes repräsentiere,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  dasselbe  in  dem 
letzteren  enthalten  sei* 

Nachdem  jeder  Punkt  x  des  Baumes  mit  den  festen  N(n)  —  2 
Punkten  ein  solches  Flächenbüschel  bestimmt,  so  ist  klar,  dass  ein 
Flächennetz  unendlich  viele  Flächenbüschel  enthält. 

TTm  die  Anzahl,  oder  richtiger  gesagt,  die  Stufe  des  ein  Flächen- 
netz bildenden  Flächenbüschelsystems  zu  finden,  stellen  wir  folgende 
einfache  Betrachtung  an. 

Sind  N  (n)  —  2  die  gegebenen  Punkte,  welche  ein  Netz  n-ter 
Ordnung  bestimmen,  so  wird  jeder  von  den  u^  Punkten  x  im  Baume 
mit  den  N  (n)  —  2  Punkten  ein  Flächenbüschel  n  -  ter  Ordnung 
feststellen. 

Denken  wir  uns  weiters  das  einem  beliebigen  Punkte  x  des 
Baumes  entsprechende  Flächenbüschel  ermittelt.  Die  Basiscurve  G 
desselben  geht  sodann  durch  die  N  (n)  —  2  festen  Punkte  und  durch 
den  Punkt  x. 

Nehmen  wir  auf  der  Basiscurve  C  einen  beliebigen  Punkt  x'  an, 
so  bestimmt  derselbe  mit  den  JV(n)  —  2  festen  Punkten  offenbar 
wieder  das  nämliche  Flächenbüschel,  wie  der  erste  gewählte  Punkt  x. 
Nachdem  aber  jeder  einzelne  der  u^  Punkte  x  der  Basiscurve  C  zur 
Bestimmung  desselben  Flächenbüschels  dienen  kann,  so  ist  einleuch- 
tend, dass  in  der  eben  vorgenommenen  „Abzahlung^  jedes  in  dem 
Netze  enthaltene  Büschel  nicht  einmal,  sondern  u^^mal  gezählt 
wurde.  Es  ergibt  sich  somit  als  Zahl  der  wirklich  von  einander 
verschiedenen  Büschel  in  dem  Netze  die  Anzahl 

Es  besteht  demnach  der  Satz: 

200.  jjJedes  Flächennete  enthalt  eine  zweifach  unendliche  Man^ 
nigfaUigkeit  von  Flächenbuscheln ,  oder  was  dasselbe  ist:  ein  Flä' 
chennete  repräsentiert  gleichseitig  ein  zweistufiges  Urbares  System  von 
Flächenbüscheln.  ** 
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§.  217. 

Linear  und  ein-deutig  ist  das  System  der  in  einem  Netze 
enthaltenen  Büschel  ans  dem  Grunde,  weil  einerseits  zur  Bestimmung 
eines  solchen  Büschels  die  Angabe  eines  Punktes  x  genügt,  anderer- 
seits aber  durch  die 

[JV'  (n)  —  2]  +  1  =  J^  (n)  —  1 

Punkte  nur  ein  einziges  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  bestimmt  ist. 

Tritt  aber  trotzdem  der  Fall  ein ,  dass  durch  die  N  {n)  —  2 
festen  Punkte  des  Netzes  und  durch  einen  gewissen  Punkt  x  im  Räume 
zwei  verschiedene  Fläohenbüschel  gehen,  d.  h.  zwei  Flächenbüschel 
hindurchfflhren,  die  verschiedene  Basiscurven  besitzen,  so  werden  durch 
diesen  Punkt  x  (nach  d)  des  Erhaltungsgesetzes)  unendlich  viele  Flä- 
chenbüschel gehen. 

Solche  Punkte  existieren  in  der  That,  wie  die  folgende  Betrach- 
tung zeigen  wird. 

Seien  diesbezüglich  F^^  F^  und  F^  drei  beliebige,  jedoch  nicht 
einem  und  demselben  Flächenbüscbel  angehörende  Flächen 
des  Netzes  [N  (n)  —  2]. 

Jede  dieser  Flächen  geht  durch  die  N  (n)  —  2  festen  Punkte 
des  Netzes.  Nachdem  aber  die  drei  Flächen  n-ter  Ordnung  n^  Punkte 
gemein  haben,  so  existieren  außer  den  vorgenannten  N (n)  —  2 
Punkten  noch 

a  "AT  /    \     I     rt  a  f**  +  1)  (w  +  2)  fn  +  8)     ,     o 

n*  —  N  {n)  +2  -=  rr  —  e  "^  ^ 

gemeinschaftliche  Punkte  von  F^,  F^  und  F,. 

Jeder  dieser  letzteren  Punkte  bestimmt  aber  in  Verbindung  mit 
den  [N  (n)  —  2]  Punkten  N  (n)  —  1  Punkte ,  durch  welche  so- 
wohl die  Basiscurve  des  durch  die  beiden  Flächen  F,  und  JP,,  als 
auch  die  Basiscurve  des  durch  die  beiden  Flächen  f\  und  F^  be- 
stimmten Büschel  geht.  Durch  diese  N  (n)  —  1  Punkte  sind  also 
zwei  verschiedene,  mithin  unendlich  viele  Büschel  des  Netzes  N(n) — 2 
bestimmt.  Das  Gleiche  gilt  selbstverständlich  von  allen  diesen  Punkten. 

Nachdem  gezeigt  wurde,  dass  in  einem  Netze  u'  Büschel  exi- 
stieren, so  drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  alle  diese  Büschel  durch 
die  vorgenannten  n'  —  N  (n)  +  2  Punkte  gehen,  oder  ob,  da  im  vor- 
liegenden Falle  aus  dem  Erhaltungsprincipe  nicht  unmittelbar  der 
Grad  der  Unendlichkeit  zu  entnehmen  ist,  nur  ein  gewisses  ein-stufiges 
System  derselben  durch  diese  Punkte  hindurchgehe. 

Zum  Zwecke  der  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  schlagen 
wir  den  nachstehenden  Weg  ein. 
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Seien  wieder  F„  F^  und  F,  drei  Flächen  n-ter  Ordnung,  welche 
durch  die  ^(w)  —  2  festen  Punkte  des  Netzes  gehen,  jedoch  nicht 
einem  und  demselben  Büschel  angehören  sollen. 

Wie  vorher  gezeigt  wurde,  haben  diese  drei  Flächen  außer  den 
gegebenen  N  {n)  —  2  Punkten  noch  weitere  n^  —  JV  (n)  +  2  Punkte 
gemein,  welche  wir  in  der  Folge  kurz  als  die  Punkte  s  bezeichnen 
wollen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  all'  diese  Punkte  0  sowohl  auf  der 
Schnittcurve  (7|,  von  F^  und  ^21  ^^  &u<^h  auf  der  Schnittcurve  C,, 
von  J^,  und  F^  liegen  müssen. 

Sei  nun  F^  eine  beliebige  vierte  Fläche  des  Netzes,  d.  h.  wieder 
eine  Fläche,  welche  einerseits  durch  die  gegebenen  N{n) — 2  Punkte, 
andererseits  aber  auch  durch  zwei  beliebig  im  Baume  gewählte  Punkte 
a  und  l  gehe. 

Diese  Fläche  F^  wird  sodann  selbstverständlich  jenem  Flächen- 
büschel im  Netze  angehören ,  welches  durch  die  N  {n)  —  2  festen 
Punkte  und  den  Punkt  a  bestimmt  ist.  Unter  den  Flächen  dieses 
Büschels,  das  wir  der  Kürze  halber  Ba  nennen  wollen,  gibt  es  jedoch 
auch  eine  Fläche  JPaia»  welche  durch  die  Basiscurve  C,,  des  durch 
F,  und  F^  bestimmten  Flächenbüschels  geht,  d.  i.  jene,  welche  gleich- 
zeitig die  durch  a  gehende  Fläche  des  Büschel  {F^  F^  repräsentiert. 
Nachdem  aber  auf  der  Basiscurve  C^^  dieses  Büschels,  wie  vorher  er- 
wähnt wurde,  sämmtliche  Punkte  z  liegen,  so  wird  die  Fläche  Fa\% 
auch  durch  diese  Punkte  hindurchgehen  müssen. 

Ebenso  einfach  und  leicht  ist  erklärlich,  dass  jene  Fläche  Faisi 
welche  durch  a  geht  und  dem  durch  die  zwei  Flächen  F^  und  JPg 
bestimmten  Büschel  angehört,  die  sämmtlichen  Punkte  e  enthalten 
werde.  Andererseits  ist  aber  die  Fläche  Fais  auch  eine  Fläche  des 
durch  den  Punkt  a  individualisierten  Büschels  im  vorbezeichneten  Netze. 

In  diesem  Büschel  a  sind  daher  zwei  Flächen  Fan  und  Fais 
vorhanden,  deren  jede  die  sämmtlichen  Punkte  g  enthält; 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  diese  Punkte  z  in  dem 
Schnitte  der  genannten  beiden  Flächen ,  d.  i.  auf  der  Basiscurve  des 
dem  Punkte  a  entsprechenden  Büschels  liegen  müssen.  Hiemit  ist, 
da  a  einen  ganz  beliebigen  Punkt  im  Baume  vorstellt,  gleichzeitig 
nachgewiesen,  dass  überhaupt  die  Basiscurven  aller  möglichen  dem 
Netze  angehörenden  Büschel  die  Punkte  z  enthalten. 

Individualisieren  wir  endlich  in  dem  eben  genannten^  dem  Punkte 
a  entsprechenden  Büschel,  die  Fläche  F^,  indem  wir  sie  durch  den 
Punkt  h  gehen  lassen,  so  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass  die  besagte 
Fläche,  folglich  auch  jede  andere  Fläche  des  Netzes  (da  a  und  b  zwei 
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ganz  beliebige  Punkte  im  Räume  repräsentieren)  durch  die  sämmtlichen 
Punkte  z  gehen  müssen.    Wir  gelangen  mithin  zu  dem  Satze : 

201.  ^Sämmtliche  Flächen  n-ter  Ordnung,  welche  durch  N  (n)  —  2 
feste  Punkte  gehen  ^  enthalten  noch  n^ — N  (n)  +5  weitere  feste 
Punkte"* 

oder: 

202.  j^Die  sämmtlichen  Flächen  eines  Netsses  n-ter  Ordnung 
gehen  durch  n^  feste  Punkte  und  zwar  durch  jene  Punkte  hindurch, 
in  welchen  sich  irgend  drei  dieser  Flächen  schneiden.*^ 

Diese  n^  festen  Punkte  pflegt  man  die  ^Basispunkte^  oder 
kurz  die  „Basis^  des  Netzes  zu  nennen. 

§.  218. 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Flächen  F,,  F^  und  F^  der  n-ten 
Ordnung  im  Kaume  an,  so  ist  durch  dieselben  stets  ein  Flächennetz 
n-ter  Ordnung  bestimmt,  dem  dieselben  als  Flächen  augehören.  Denn 
wählen  wir  unter  den  n^  Schnittpunkten  dieser  drei  Flächen  irgend 
welche  N  (n)  —  2  als  Bestimmungspunkte  für  ein  Netz  n-ter  Ordnung, 
so  sind  J?\,  jPj  und  F^  drei  diesem  Netze  angehörige  Flächen;  alle 
weiteren  Flächen  dieses  Netzes  müssen  sodann  (nach  Satz  202)  gleich- 
falls durch  die  noch  übrig  bleibenden  n^—  N(n)  +  2  Punkte  gehen. 
Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

203.  y^Ein  Flächennetz  n-ter  Ordnung  ist  durch  drei  seiner 
Elemente j  d.  i.  durch  drei  beliebige  Flächen  n-ter  Ordnung^  stets 
vollkommen  bestimmt ;  die  n^  Schnittpunkte  dieser  drei  Flächen  bilden 
die  Basis  dieses  Netzes.^ 

Ebenso  einleuchtend  ist  der  nachstehende  Satz,  welcher  sich  von 
den  unter  201),  202)  und  203)  angeführten  Sätzen  im  Grunde  ge- 
nommen nur  durch  die  Form  unterscheidet: 

204.  „  Von  den  n'  Durchschnittymnkten  dreier  Flächen  n-ter 
Ordnung  können  nur  N  (n)  —  2  willkürlich  gewählt  werden,  und 
sind  durch  Angabe  dieser  letzteren  die  übrigen  n^  —  N(n)  +2  voll- 
ständig bestimmt.^ 

§.  219. 

Die  Basiscurven  aller  einem  Netze  n-ter  Ordnung  angehörenden 
Flächenbüschel  sind  Curven  der  n'-ten  Ordnung,  und  da  sämmtliche 
Flächen  des  Netzes  durch  n^  feste  Punkte  gehen,  so  gilt  das  Gleiche 
auch  von  den  Durchschnitten  dieser  Flächen,  d.  i.  von  den  oberwähn- 
ten Basiscurven. 
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Fassen  wir  daher  eine  Curve  von  der  Ordnung  n'  als  vollstän- 
digen Durchschnitt  zweier  Flächen  n-ter  Ordnung,  nicht 
aber  als  theilweisen  Durchschnitt  zweier  Flächen  auf,  von  denen  min- 
destens die  eine  von  einer  höheren  als  der  n-ten  Ordnung  ist,  so  gilt 
weiters  auch  der  Satz: 

205.  „Sämmäiche  Baumcurven  von  der  Ordnung  n*  (falls  sie 
voüe  Schmtte  zweier  Flächen  n-ter  Ordnung  repräsentieren)^  welche 
durch  N  (n)  —  2  feste  Punkte  gehen  ^  enthalten  immer  noch  weitere 
n®  —  N  {n)  '\'  2  feste  Punkte.  Als  die  letztgenannten  Punkte  sind 
jene  aufzufassen  ^  in  welchen  sich  drei  durch  die  erste  Ptmktgruppe 
gelegte  Flächen  n-ter  Ordnung  schneiden." 

§.  220. 

Suchen  wir  nun  jene  Bedingung  auf,  welche  nothwendig  erfüllt 
werden  muss,  damit  zwei  verschiedene  Flächenbüschel  n-ter 
Ordnung  einem  und  demselben  Netze  angehören. 

Seien  B^  und  JS,  die  beiden  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung,  und 
Cp  resp.  Cg  die  Basiscurven  n^-ter  Ordnung  derselben. 

Sollen  die  beiden  Büschel  B^  und  B^  Bestandtheile  eines  Netzes 
n-ter  Ordnung  sein,  so  müssen,  mit  Zugrundelegung  des  vorhergehen- 
den Satzes,  ihre  beiden  Basiscurven  (7,  und  C^  n^  feste  Punkte 
gemein  haben.  Selbstverständlich  gehen  durch  die  besagten  festen 
Punkte  auch  die  sämmtlichen  Flächen  der  beiden  Büschel. 

Die  beiden  Basiscurven  G^  und  C,  der  n*-Ordnung  können 
offenbar  nur  dann  n^  Punkte  gemein  haben,  wenn  sie  auf  einer  und 
derselben  Fläche  n-ter  Ordnung  liegen.  Diese  Fläche  gehört  aber  dann 
sowohl  dem  Büschel  B^^  als  auch  dem  Büschel  B^  an.  Die  obver- 
langte  Bedingung  spricht  sich  demzufolge  in  dem  nachstehenden 
Satze  aus: 

206.  j^Zwei  Flächenbüschel  können  nur  dann  Bestandtheüe  eines 
und  desselben  Flächennetzes  sein^  wenn  sie  eine  Fläche  gemein  haben." 

Und  ferner: 

207.  jjEin  Flächennetz  ist  durch  zwei  Flächenbüschd  ^  welche 
eine  Fläche  gemein  haben ,  stets  vollkommen  bestimmt.  Auf  der  letzt- 
genannten Fläche  liegen  die  Basiscurven  der  beiden  Büschel  und 
schneiden  sich  in  Punkten^  welche  die  Basis  des  Netzes  repräsentieren" 

§.  221. 

Wird  ein  Flächennetz  n-ter  Ordnung  durch  irgend 
eine  Ebene  E  geschnitten,  so  erhält  man  in  der  letzteren  ein 
zwei-stufiges  System  von  Curven  n-ter  Ordnung,  dessen 
charakteristische  Eigenschaften  unschwer  abzuleiten  sind. 
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Nach  Satz  200)  und  Satz  206)  enthält  das  ohbezeichnete  Flächen- 
netz  unendlich  viele  Flächen bttschel,  wovon  je  zwei  eine  Fläche  gemein 
haben.  Berücksichtigt  man  weiters  den  Satz  188),  so  findet  man,  dass 
jene  Gurven,  in  welchen  die  Ebene  J?  das  Flächennetz  schneidet,  sich 
auf  unendlich  viele  Arten  zu  Curvenbüscheln  n-ter  Ordnung,  wovon 
je  zwei  eine  Curve  gemein  haben,  gruppieren  lassen. 

Nehmen  wir  ferner  in  der  Ebene  einen  beliebigen  Punkt  a  an, 
so  ergibt  sich  ohne  weiters,  dass  die  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Curven  des  Systems  ein  Curvenbüschel  n-ter  Ordnung  bilden,  da  alle 
durch  a  gehenden  Curven  offenbar  nur  die  Schnittcurven  der  Ebene  E 
mit  jenem  Flächenbüschel  sein  können,  welches  vermittelst  des  Punktesa 
aus  dem  Flächennetze  abgesondert  wird. 

Ferner  ist  einleuchtend,  dass  durch  zwei  in  der  Ebene  E  beliebig 
gewählte  Punkte  a  und  h  eine  Curve  jenes  Systems  vollständig  und 
ein-deutig  bestimmt  ist;  denn  die  besagte  Curve  kann  keine  andere 
als  die  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  jener  Fläche  des  Netzes  sein, 
welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  h  an  und  für  sich  bestimmt  ist. 

Aus  diesen  Eigenschaften  folgt,  mit  Berücksichtigung  der  in  den 
§§.  55  und  56  gepflogenen  Auseinandersetzungen  unmittelbar,  dass  die 
Schnittcurven  der  Flächen  eines  Netzes  mit  einer  festen  Ebene  ein 
Curvennetz  w-ter  Ordnung  bilden.    Hiernach  gilt  der  Satz: 

208.  jfDie  Curven  n-ter  Ordnung^  in  tcelchen  eine  beliebige  Ebene 
die  Flächen  eines  Netzes  n-ter  Ordnung  sehneidet,  bilden  ein  Curven^ 
netz  der  n-ten  Ordnung.^ 

§.  222. 

Denken  wir  uns  weiters  ein  Flächennetz  n-ter  Ordnung 
durch  eine  Ebene  E  in  einem  Curvennetze  n-ter  Ordnung 
geschnitten.  Das  letztere  enthält  (nach  Satz  139)  uuendlich  viele 
Curven,  welche  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Der  geometrische 
Ort  dieser  Doppelpunkte  ist  eine  Curve  der 

3  (n  —  l)-ten  Ordnung. 

Sei  C  eine  derartige  Curve ,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzt. Da  diese  Curve  als  Schnitt  der  Ebene  E  mit  einer  Fläche  des 
Netzes  resultiert,  so  muss  die  letztbesagte  Fläche  die  Ebene  E,  wie 
bekannt,  im  Punkte  a  berühren. 

Da  wir  ferner  bereits  wissen,  dass  eine  Ebene  eine  endliche  An- 
zahl [nach  Satz  191)  . . .  3  (n  —  1)^]  von  Flächen  eines  Büschels  n-ter 
Ordnung  tangiert,  so  wird  dieselbe,  wie  an  und  für  sich  klar,  eine 
unendliche  Anzahl  voa  Flächen  eines  Netzes  berühren,  während  die 
Berührungspunkte  eine  Curve  in  dieser  Ebene  bilden  werden,  welche 
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gleichzeitig  den  Ort  der  Doppelpunkte  des  ebenen  Schnittes  jenes 
Fl&chennetzes  repräsentieren,  also  mit  der  vorangeführten  Carve 
3  (n  —  l)-ter  Ordnung  identisch  sein  wird.   Daher  der  Satz: 

209.  j^In  einem  Flächennetze  n-ter  Ordnung  gibt  es  unendlich 
viele  Flächen^  welche  eine  gegtimne  Ebene  berühren;  der  geometrische 
Ort  der  Berührungspunkte  ist  eir^  Curve  3  {n  —  l)'ter  Ordnung.^ 

§.  223. 

Denken  wir  uns  in  der  schneidenden  Ebene  E  eine  be- 
iebige  Gerade  (r  angenommen,  so  wird  die  Ebene^E?,  dem  vor- 
stehenden Satze  gemäß,  in  3  (n —  1)  Punkten  dieser  Geraden  von 
Flächen  des  Netzes  berührt,  und  zwar  in  jenen  Funkten,  die  sich  als 
Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  der  obgenannten  Curve  3(n  —  l)-ter 
Ordnung  ergeben. 

Wir  können  daher  dem  obigen  Satze  auch  folgende  Form  geben : 

210.  „In  einem  Flächennetze  n-ter  Ordnung  gibt  es  3  (n  ^  1} 
Flächen,  welche  eine  beliebige  Ebene  in  Funkten  einer  in  derselben 
gegebenen  Geraden  berühren.'^ 

§.  224. 

Durch  eine  Gerade  G  lässt  sich  an  eine  Fläche  stets 
eine  endliche  Anzahl  von  Berührebenen  legen. 

Denkt  man  sich  durch  eine  Gerade  G  an  die  sämmtlichen 
Flächen  eines  Netzes  die  Berührebenen  gelegt,  so  werden  die  Be- 
rührungspunkte derselben  ein  zwei-stufiges  System  von 
Punkten,  d.  i.  eine  Fläche  bilden. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Ordnung  dieser  Fläche 
festzustellen ,'  sobald  das  Flächennetz  von  der  n-ten  Ordnung  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Ordnung  der  zu  untersuchenden  Berührungs- 
fläche mit  x^  so  wird  auch  der  ebene  Schnitt  dieser  Fläche  eine  Curve 
der  a;-ten  Ordnung  repräsentieren. 

um  die  Ordnungszahl  x  selbst  zu  bestimmen,  ertheilen  wir  der 
schneidenden  Ebene  E  eine  besondere  Lage,  und  zwar  führen  wir  die- 
selbe durch  die  gegebene  Gerade  6r. 

Ist  a  ein  Punkt  jener  Curve,  in  welcher  die  besagte  Ebene  E 
die  fragliche  Berührungsfläche  sehneidet,  so  muss,  zufolge  der  Defini- 
tion dieser  letzteren,  der  Punkt  a  der  Berührungspunkt  der  Ebene  (a,  G) 
—  diese  ist  selbstverständlich  keine  andere  als  E  selbst  —  mit  einer 
von  den  durch  a  gehenden  Flächen  des  Netzes  sein.  Dasselbe  gilt 
von  jedem  anderen  Punkte  a\  a'\.. 


220 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  209)  wissen  wir  aber,  dass  die 
Berührungspunkte  der  Ebene  H  mit  den  Flächen  des  Netzes  eine 
Curve  3  (n  —  l).ter  Ordnung  bilden.  Diese  Curve  ist  also  gleichzeitig 
der  Schnitt,  oder  ein  Bestandtheil  des  Schnittes  der  untersuchten  Be- 
rährungsfläche  mit  der  Ebene  E. 

Femer  ist  bekannt,  dass  die  Gerade  G  in  jedem  ihrer  Punkte  b 
(nach  Satz  199)  von  einer,  aber  auch  nur  von  einer  Fläche  des 
Netzes  berührt  wird.  Die  Tangentialebene  der  Fläche  in  jedem  dieser 
Funkte  h  enthält  aber  die  Gerade  (r;  es  ist  daher  auch  einleuchtend, 
dass  jeder  Punkt  der  Geraden  O,  also  die  Gerade  selbst,  der  frag- 
lichen Fläche  angehören  muss. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  geht  klar  hervor,  dass  der 
Schnitt  der  Berührungsfläche  mit  der  Ebene  E  aus  der  Geraden  G 
und  aus  der  vorhin  genannten  Curve  3  (n  —  l)-ter  Ordnung  bestehe, 
dass  somit  die  Ordnung  x  des  Gesammtschnittes,  also  auch  die 
Ordnung  der  Berührfläche  ausgedrückt  werde  durch: 

a;  =  3  (»  —  1)  +  1  =  3n  —  2. 

Dieses  Ergebnis  liefert  den  Satz: 

211.  y^Der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  aller  Flächen 
eitles  Netzes  n-ter  Ordnung  mit  den  durch  eine  gegebene  Gerade  ge^ 
führten  Tangentialebenen  ist  eine  Fläche  der  {3  n  —  2yten  Ordnung, 
welche  die  gegebene  Gerade  enthält.^ 

§.  225. 

Zwei  Flächennetze  der  n^-ten  und  n^-ten  Ordnung  heißen  pro- 
jectivisch  oder  ein-ein-deutig,  sobald  einem  jeden  Flächen- 
büschel des  einen  Netzes  ein  Fläehenbüschel  des  andern  Netzes,  und 
einer  jeden  Fläche  in  dem  einen  dieser  Büschel  eine  Fläche  in  dem 
zweiten  Büschel  ein-deutig  zugeordnet  ist. 

Diese  Definition  vorausgesetzt,  wollen  wir  untersuchen,  welches 
Erzeugnis  die  beiden  Netze,  d.  i.  das  zwei-stufige  System  von  Baum- 
curveU;  in  welchen  sich  entsprechende  Flächen  beider  Netze  schneiden^ 
repräsentieren  werde. 

Die  beiden  Netze  n,-ter,  resp.  n^-ter  Ordnung  mOgen  kurz 
durch  N^  und  N^  bezeichnet  werden;  ferner  seien  B^  und  B^  zwei 
einander  entsprechende  Flächenbüschel  in  den  beiden  Netzen. 

Der  Ort  der  Schnittcurven  entsprechender  Flächen 
dieser  Büschel  ist  (nach  Satz  192)  eine  Fläche  S^^  der  (n, +ng)-ten 
Ordnung,  welche  durch  die  Basiscurven  C^  und  C^  der  beiden  Büschel 
B^  und  £y,  mithin  auch  durch  die  n^^  Basispunkte  des  Netzes  N^ 
und   durch  die  n,^  Basispunkte   des  Netzes  N^   geht.    Die   besagte 
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Fläche  Si  2  gehört  als  Bestandtheil  dem  zu  untersuchenden  Erzeugnisse 
der  Netze  JV,  und  N^  an. 

Da  es  in  jedem  Netze  unendlich  viele  Flächenbüschel  gibt,  so 
wird  das  fragliche  Erzeugnis  aus  unendlich  vielen  Flächen  ^j,  be- 
stehen, also  selbst  wieder  ein  Flächen  System  der  (n,  -)- n,)*ten 
Ordnung  bilden,  daher  vor  allem  zu  ermitteln  sein  wird,  welcher 
Stufe  dasselbe  angehört.  Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  einen 
beliebigen  Punkt  a  im  Baume  angenommen.  Durch  diesen  Punkt 
gehen  unendlich  viele  Flächen  des  Netzes  N^,  welche  ein  Flächen- 
büschel 2?,  bilden. 

Dem  letztgenannten  Büschel  entspricht  projectivisch  in  dem 
Netze  N^  ebenfalls  ein  Fläohenbüschel  B^.  Unter  den  Flächen  des 
letzteren  existiert  eine,  aber  auch  nur  eine  Fläche,  dieselbe  möge  F^a 
heißen,  welche  durch  den  Punkt  a  geht.  Die  ihr  entsprechende 
Fläche  F^a  in  dem  Büschel  JB,  geht,  wie  alle  Flächen  des  Büschels  J?,, 
gleichfalls  durch  den  Punkt  a. 

In  gleicher  Weise  finden  wir  in  den  beiden  Netzen  ^|  und  N^ 
zwei  einander  entsprechende  Flächen  Fh  und  /  '6,  welche  durch  einen 
zweiten  beliebig  gewählten  Punkt  b  gehen. 

Die  beiden  Flächen  F^a  und  F^i,  werden  nun  ebenso  ein  Büschel 
B^ab  in  dem  Netze  N^ ,  wie  die  beiden  Flächen  F^a  und  ^^6  ein 
Büschel  B\b  in  dem  Netze  N^  bestimmen.  Diese  beiden  Büschel 
sind  einander  entsprechende  Büschel  der  Netze  N^  und  N^,  da 
sich  zwei  Paare  von  Flächen  in  denselben  entsprechen.  Das  Erzeugnis 
dieser  beiden  Büschel  £'a&  und  B^ab  ist  daher  eine  Fläche  S^\b  der 
(n^-\-n^)'ten  Ordnung,  welche  dem  zu  untersuchenden  Flächensjsteme 
angehört.  Auf  der  letztgenannten  Fläche  liegen  offenbar  auch  die 
beiden  willkürlich  gewählten  Punkte  a  und  b,  da  sie  den  Schnittcur?en 
der  entsprechenden  Flächenpaare  F^a  und  F^a ,  resp.  F^b  und  F\  an- 
gehören. Andererseits  ist  aber  einleuchtend,  dass  es  in  dem  genannten 
Systeme  auüer  der  eben  gefundenen  Fläche  S^\h,  keine  Fläche  mehr 
gäbe,  die  gleichzeitig  durch  a  und  b  geht.  Das  System  der  Flächen  S 
ist  sonach  ein  Flächen  netz  der  (n,  +^3)-ten  Ordnung. 

Denken  wir  uns  wieder  zwei  projectivische  Flächennetze  N^  und 
N^.  Seien  weiters  F'«»  -F'ö  «ud  F\  drei  beliebige,  nicht  einem  und 
demselben  Büschel  angehörende  Flächen  von  N^,  und  F*a,  F\  F%  die 
ihnen  entsprechenden  Flächen  in  dem  zweiten  Netz  N^. 

Durch  die  Flächenpaare  F\,  F\  und  F»«,  F^b  sind  zwei  projec- 
tivische Flächenbttschel  B^ab  und  B\i  in  den  Netzen  iV^  und  N^ 
bestimmt,  welche  eine  Fläche  So6  der  (w^  -f-n5)-ten  Ordnung  er- 
zeugen, und  dem  von  den  beiden  Netzen  erzeugten  neuem  Netze  N 
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der  (n^  '^n^)'ten  Ordnung  angehören.  Ebenso  bestimmen  die  pro- 
jectivischen  Fläcbenbüschel  J5^c  und  B\e,  welche  durch  die  entspre- 
chenden Flftchenpaare  F^a,  F^e  resp.  F^a,  F^c  gegeben  sind,  eine  Fläche 
Sac^  und  endlich  auch  die  beiden  projectivischen  Flächenbüschel  BS  e 
und  B^i^c  eine  dritte  Fläche  Shc  des  neuen  Netzes  N. 

Die  beiden  Flächen  Sab  und  Sac  schneiden  sich,  da  beide  von 
der  (n,  +  nj)-ten  Ordnung  sind,  in  einer  Baumcurve  (n,  4-**«)*-t©r 
Ordnung.  Diese  Raumcurve  zerfällt  jedoch  in  eine  Curve  n^n^-ter 
Ordnung,  d.  i.  in  die  Schnitten rve  der  beiden  einander  entspre- 
chenden Flächen  F^a  und  F^a^  und  in  eine  weitere  Baumcurve 
von  der 

(n,  +  n,)"  —  WjWj  =  (n,*  +  n,n,  +  n^y-X^n  Ordnung. 

Denken  wir  uns  auf  dieser  letzteren  Baumcurve  einen  beliebigen 
Punkt  X  angenommen,  so  wird  derselbe  den  beiden  Flächen  Sah  und 
Sac  angehören.  Es  müssen  daher  durch  den  bezeichneten  Punkt  zwei 
entsprechende  Flächen  der  die  Fläche  Sah  erzeugenden  Büschel  B\}, 
und  B^ah  gehen y  welche  allenfalls  f^ah  und  f\h  heißen  mögen,  und 
wird  das  Gleiche  auch  von  zwei  entsprechenden  Flächen  der  die  Fläche 
Sac  erzeugenden  Büschel  B^ac  und  B\ey  die  wir  pae  und  f\c  nennen 
wollen^  gelten. 

Die  beiden  Flächenpaare  /^«t,  f^ac  und  /^a*,  Pac  bestimmen 
neuerdings  zwei  projectivische  Flächenbüscbel  h^  und  V  in  den  beiden 
Netzen,  und  zwar  wird  selbstverständlich  der  den  vier  Flächen  ge- 
meinschaftliche Punkt  X  sowohl  einen  Punkt  der  Basiscurve  von  &\ 
als  auch  einen  Punkt  der  Basiscurve  von  V^  repräsentieren. 

Erwägen  wir  nun,  dass  die  beiden  demselben  Netze  N^  ange- 
hörenden Büschel  ij^<^  und  V  eine  Fläche  F^x  gemein  haben  müssen, 
welcher  im  Netze  N^  die  gemeinschaftliche  Fläche  F\  der  Büschel 
B\c  und  V^  entsprechen  wird,  und  dass  diese  beiden  Flächen  F'«  und 
F^x^  da  sie  die  Basiscurven  von  h^^  resp.  V^  enthalten,  den  Punkt  x 
gemein  haben,  so  ist  einleuchtend,  dass  dieser  Punkt  x  auch  dem  Er- 
zeugnisse der  beiden  Büschel  B\c  und  B^he,  in  welchen  sich  F^z 
und  F^x  entsprechen,  d.  i«  der  Fläche  She^  angehören  müsse. 

Dasselbe  gilt,  da  x  beliebig  auf  der  vorgenannten  Baumcurve 
(nj" -f  n,n5  +  n,*)-ter  Ordnung  liegt,  von  allen  Punkten  dieser 
Curve.  Die  besagte  Curve  ist  somit  den  drei  Flächen  Äj,  Sac  und 
Shc,  also  überhaupt  allen  Flächen  des  Netzes  N  gemeinschaftlich. 

In  Berücksichtigung  aller  bisher  gefundenen  Resultate  gelangen 
wir  demnach  zu  dem  Satze:  ^ 

212.  ^Das  Erzeugnis  zweier  projeäivischen  Flächennetze  der 
n^'ten,  resp.  n^-ten  Ordnung ,  d.  i,  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
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curven  entsprechender  Flächen  dieser  Netjge ,  ist  ein  neues  Flächen- 
netz  (n,  +  n^)-ter  Ordnung,  dessen  Flächen  sämmtlich  durch  die 
n,^  Basispunkte  des  ersten  und  durch  die  n,'  Bcisispunkte  des  zwei- 
ten  Netzes  hindurchgehen,  Oberdies  aber  noch  eine  Raumcurve  der 
(»i*  +  w,  n^  +  n^yten  Ordnung  gemein  haben."" 

§.  226. 

Nehmen  wir  nuDmehr  drei  projectivische  FUchennetze 
N^,  N^  und  ^3  von  den  bezüglichen  Ordnungen  n^,  n,  und  n,  an. 
Je  drei  entsprechende  Flächen  F^ ,  -Fj  und  F^  dieser  drei  Netze 
schneiden  sich  in  n^n^n^  Punkten.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein 
zwei*8tnfiges  System  von  n^n^n^  Punkten^  und  hiermit  eine  Fläche, 
deren  Ordnung  zu  bestimmen  sein  wird. 

In  der  vorhergehend  angestellten  Betrachtung  haben  wir  ge- 
funden, dass  durch  einen  jeden  beliebigen  Punkt  a  im  Baume  stets 
zwei  einander  entsprechende  Flächen  zweier  projectivischen  Netze 
gehen.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Eigenschaft  bestimmen  wir  die 
Ordnung  der  obgenannten  Fläche,  d.i.  die  Zahl  jener  Punkte  auf 
einer  beliebigen  Geraden  g,  durch  deren  jeden  drei  ein- 
ander entsprechende  Flächen  der  Netze  'N^,  N^  und  ^3 
gehen. 

Sei  X  ein  beliebiger  Punkt  von  g.  Durch  denselben  gehen  zwei 
einander  entsprechende  Flächen  der  Netze  N^  und  jV,.  Die  diesen 
beiden  Flächen  entsprechende  Fläche  im  dritten  Netze  schneidet  die 
Gerade  g  in  n,  Punkten  x\  Durchläuft  daher  der  Schnittpunkt  x 
zweier  entsprechenden  Flächen  von  N^  und  N^  die  Gerade  g,  so  durch- 
laufen die  n^  diesem  Punkte  x  entsprechenden  Punkte  as*  eine 
nj-deutige  Beihe. 

Nehmen  wir  umgekehrt  einen  Punkt  x'  der  letzteren  Beihe  an. 
Durch  denselben  gehen  unendlich  viele  Flächen  des  Netzes  N^,  welche 
ein  Flächenbüschel  bilden.  Diesem  Flächenbüsohel  entsprechen  aber 
auch  in  den  beiden  Netzen  JV,  und  N^  zwei  zu  einander  projectivische 
Flächenbüschel.  Diese  letzteren  erzeugen,  als  Ort  des  Durch- 
schnittes entsprechender  Flächen  (nach  Satz  192) ,  eine 
Fläche  der  (n^  +  n^yten  Ordnung,  welche  schließlich  die  Gerade  jr 
in  (nj  -f  Wj)  Punkten  x  trifft.  Jeder  dieser  Punkte  ist  der  Schnitt- 
punkt zweier  entsprechender  Flächen  in  den  Netzen  ^|  und  Ng^,  welche 
gleichzeitig  wieder  einer  durch  den  angenommenen  Punkt  x'  gehenden 
Fläche  des  Netzes  N^  entsprechen. 
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Wir  haben  mithin  auf  der  Geraden  zwei  geometrisch  ver- 
wandte Punktreihen  x  und  x',  wovon  die  erste  {n^  4- w«)-deutig, 
die  zweite  dagegen  ^s-deutig  ist. 

Diese  beiden  Reihen  haben  daher,  auf  Grund  des  Correspondenz- 
principes  nj+n^+Wj  Doppelpunkte,  d.h.  es  kömmt  (Wj  4-Wj  +  ^O'' 
mal  vor,  dass  sich  drei  einander  entsprechende  Flächen  der  drei  Netze 
A^p  iV,  und  iV,  in  einem  Punkte  der  Geraden  9  schneiden,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  obbezeichnete  Fläche  ist  von  der 

(n^  +  Wj  +  W3)-ten  Ordnung. 

Bezüglich  der  eben  besprochenen  Fläche  ergibt  sich  noch  Fol«- 
gendes. 

Ist  a  ein  Basispunkt  des  Netzes  JV,,  so  gehen  durch  denselben 
offenbar  alle  Flächen  des  Netzes  JV^.  Durch  den  Punkt  a  gehen  aber 
ebenso,  wie  durch  jeden  anderen  Punkt  im  Baume  zwei  entsprechende 
Flächen  der  beiden  anderen  Netze  N^  und  ^3,  also  überhaupt  drei 
entsprechende  Flächen  der  drei  Netze;  derselbe  ist  demnach  ein  Punkt 
der  von  diesen  drei  Netzen  erzeugten  Fläche.  Ein  Gleiches  gilt  von 
allen  anderen  Basispunkten  des  Netzes  N^  und  ebenso  von  jenen  der 
Netze  JST,  und  N^. 

Wir  wissen  ferner,  dass  alle  Flächen  Sy  welche  dem  von  zwei 
projectivischeu  Fläcbennetzen  N^  und  N^  erzeugten  Flächennetze  N 
angehören,  (nach  Satz  212)  durch  eine  und  dieselbe  Baamcurve 
der   (n|"-j-n|n5  +  n5*)-ten  Ordnung  gehen. 

Ist  nun  X  ein  Punkt  dieser  Curve,  so  gehen  durch  denselben 
einerseits  zwei  einander  entsprechende  Flächen  der  Netze  N^  und  ^3, 
andererseits  aber  auch  die  der  Fläche  von  N^  entsprechende  Fläche 
von  JP/J,,  d.  h.  der  Punkt  x  gehört  der  durch  N^^  N^^  N^  erzeugten 
Fläche  an.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  jedem  Punkte  x  dieser  Curve, 
und  selbstverständlich  auch  von  den  beiden  den  anderen  Netzepaaren 
^,,  N;^  und  N^,  N^  entsprechenden  Curven  der 
(n,*  4"  w,fi3  +  n3*)-ten,  resp.  der  (n,"  •i'n^n^'\'  n3*)-ten  Ordnung. 
Dskher  der  Satz: 

213,  jiDer  geametrisrhe  Ort  der  Schnittpunkte  je  dreier  entspre- 
eilenden  Flächen  dreier  prqjectivischen  Flächennetee  n^-ter,  n^-ter 
und  n^'ter  Ordnung  ist  eine  Fläche  der  (n,  +  w«  +  n^4en  Ordnung. 
Die  besagte  Fläche  geht  durch  n^^,  n^\  n^^  Basispunkte  der  drei  ge- 
gebenen Netze  und  enthält  nebstbei  die  Basiscurven  (nj^-t-njn^+w«*)-^^» 
(Wj'  +  Wjn3-f-W3*)-<er  und  {n^^  +  n^n.^-\-n^^)-ter  Ordnung  jener  Flä- 
chennetee, welche  durch  die  drei  gegebenen  Netze  paartveise  ereeugi 
werden,^ 
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§.  227. 

Einem  jeden  Elächenbüschel  des  Netzes  JV,  entsprechen  projec- 
ti?isch  FlächenbQschel  in  den  Netzen  N^  und  ^3. 

Der  Ort  der  Sclinittpankte  je  dreier  enteprechender  Flächen 
solcher  drei  projectivischer  Büschel  gehört  einerseits  der  vorgenannten 
Fläche  an  und  ist  andererseits  (nach  Satz  194)  eine  Banm- 
cnrve  der 

(n,  n,  +  n^n^  -f-  n^n^)  -ten  OrdnuDg. 

Nachdem  aber  in  den  drei  Netzen  .JT,,  iVj,  ^3  unendlich  viele 
Tripel  projectivischer  Flächenbüschel  existieren,  so  gilt  der  Satz: 

214.  ^Die  Fläche  (n,  +  w,  +  fh)'ter  Ordnung^  welche  durch 
drei  projedivisehe  Flächennetee  n^-ter,  r^^-ter  und  n^-^ter  Ordnung  geht^ 
enthält  unendlich  viele  Baumcwrven  der  {n^n^-\-n^n^-^  n^n^yten 
Ordnung,  das  sind  die  Erzeugnisse  je  dreier  projectivischer  Büschel 
dieser  Netze.^ 

§.  228. 

Seien  N^,  J/j,  ^3  und  N^  vier  projectivische  Flächennetze  nj-ter» 
n^-ter,  n3-ter  und  n^-ter  Ordnung.  Da  der  geometrische  Ort  der 
Schnittpunkte  entsprechender  Flächen  dreier  Netze  eine  Fläche 
ist,  so  muss  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Flächen  von  vier  Netzen ,  eine  Baumcurve  sein«. 
Um  diese  Carve  näher  zu  kennzeichnen,  stellen  wir  folgende  Betrach- 
tung an. 

Das  Erzeugnis  der  drei  projectivischen  Netze  N^,  N^  und  N^  ist 
(Satz  213)  eine  Fläche 

(n,  +  Mj,  +  n3)-ter  Ordnung, 

welche   unter  anderen   auch   die   Basiscurve    der 

(n^*  +  Wjn^  +  n,*)-ten  Ordnung 

jenes  Netzes  enthält,  das  sich  als  Erzeugnis  der  beiden  Netze  N^  und 

JVj  ergibt. 

Die  drei  Netze  iV^,  N^  und  N^  erzeugen  in  gleicher  Weise  eine 

Fläche 

(w,  4-  n^  -f-  wj-ter  Ordnung, 

welche  ebenfalls  die  vorgenannte  Curve 

(ni*  +  w,  n,  +  n2*)-ter  Ordnung 
enthält. 

Der  Schnitt  dieser  beiden  Flächen  ist  demnach  eine  Baum- 
curve der 

(w,  4-  w«  4"  W3)  (ni  +  W3  +  n^)  -ten  Ordnung, 

Peschka,  Darstellende  u.  projectiTe  Oeomekrie.  II.  15 
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welche  aas  der  vorgeaannten  Gurve 

(nj*  +  »,  Wj  +  n^'j-ter  Ordnung 
and  aas  einer  zweiten  Raamcurve  der  • 

[(n,  +  nj  +  ng)  (w,  +  n^  +  nj  —  (w,«  +  n, n^  +  n,'^] 
=  (w,n2  4-  »*a**.i  +  **3**4  +  ^2**i  +  ^i**3  +  W4Wj)-ten  Ordnung 
besteht. 

Da  ein  jeder  Punkt  dieser  Ourve  den  beiden  vorgenannten  Flä- 
chen angehört,  so  gehen  durch  denselben  einerseits  drei  entsprechende 
Flächen  der  Netze  N^,  N^  und  ^3,  andererseits  aber  auch  drei  ein- 
ander entsprechende  Flächen  der  Netze  N^^  N^  und  N^^  also  über- 
haupt vier  entsprechende  Flächen  der  Netze  N^^  N^^  N^  und  N^. 
Hieraus  folgt,  dass  diese  Curye  das  Erzeugnis  der  vier  Netze  iV,,  ^21 
N^  und  N^  vorstelle. 

Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  in  den  vier  Netzen  ^,,  N^ 
N^  und  N^  unendlich  viele  Gruppen  von  vier  einander  projectivisch 
entsprechenden  Flächenbüscheln  existieren,  und  dass  es  (nach  Satz  197) 
stets 

Punkte  gibt,  deren  jeder  der  Schnittpunkt  von  vier  einander  ent- 
sprechenden Flächen  solcher. vier  projectivischen  Büschel  ist,  so  ergibt 
sich  der  Satz : 

215.  jjDer  geometrische  Ort  jener  Punkte^  durch  deren  jeden 
vier  entsprechende  Flächen  von  vier  projectivischen  Flächenneteen 
n^'ter^  n^-tery  n^-ter  und  n^-ter  Ordnung  gehen,  ist  eine  Baumcurve 
von  der  (n^n^  +  ♦♦a w,  -|-  n^n^ -\-  n^n^  +  n^n^  +  W9W4)  -fen  Ordnung; 
diese  Cwrve  enthält  unendlich  viele  Gruppen  von  je 

WjWjna  +  n^n^n^  +  n^n^n^  +  n^n^n^ 

Punkten^  d,  i.  jenen ^  durch  deren  jeden  vier  entsprechende  Flächen 
üon  irgend  vier  projectivischen  in  den  gegebenen  Netzen  enthaltenen 
Flächenbiischeln  gehen.^ 

§.  229. 

Es  erübrigt  noch  die  Untersuchung  desjenigen  Falles,  in  welchem 
es  sich  darum  handelt,  die  Anzahl  jener  Punkte. des  Baumes  zu  be- 
stimmen, durch  deren  jeden  fünf  einander  entsprechende  Flächen  von 
fanf  projectivischen  Flächennetzen  der  n,-ten,  n^-ten,  n^-ten^  n^-ten 
und  n^-ten  Ordnung  gehen. 

Zur  Lösung  dieser  Frage  reichen  jedoch  die  bisherigen  Hilfs- 
mittel nicht  aus;  sie  wird  daher  erst  in  späterer  Folge  ihre  Erledi- 
gung finden  können. 
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Prüft  man  jedooh  die  bisher  gefundenen  Anzahlen  auf  ihre  Form 
oder  Zusammensetzung,  so  findet  man  aus  Orflnden  der  Analogie,  dass 
die  fragliche  Zahl  gleich 

sein  wird. 


IX.  Capitel. 
Lineare  Fiachensyeteme  dritter  Stufe. 

§.  230. 

Ein  System,  welches  aus  einer  dreifach  unendlichen  An- 
zahl von  Flächen  n-ter  Ordnung  besteht  und  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  durch  je  drei  beliebig  im  Räume  gewählte  Punkte  eine, 
aber  auch  nur  eine  solche  Fläche  geht,  heißt  ein  ^lineares  Flä* 
chensystem  dritter  Stufe,  n-ter  Ordnung**,  oder  kurz  ein 
„lineares  System  n-ter  Ordnung^. 

Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Eigen« 
Schäften  eines  linearen  Systems. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  a  im  Baume  geht  ein  zwei-stufiges 
System  Ton  Flächen,  welches  (nach  Satz  198)  nothwendig  ein  Flä- 
chennetz sein  mussy  indem  aus  diesem  Systeme  durch  die  Angabe 
zweier  weiteren  Punkte  b  und  c  eine  einzige  Fläche  ausgeschieden 
wird.    Der  Punkt  a  ist  sodann  einer  der  Basispunkte  des  Netzes. 

Ebenso  ist  einleuchtend,  dass  alle  Flächen  eines  linearen  Systems, 
welche  durch  zwei  im  Baume  beliebig  gewählte  Punkte  a  und  b 
gehen,  ein  Flächenbüschel  bilden,  da  eine  Fläche  unter  ihnen 
ein-deutig  bestimmt  ist,  sobald  einer  ihrer  Punkte  c  gegeben  yor- 
liegt.  Diesfalls  geht  die  Basiscurve  des  Bflsohels  durch  die  beiden 
Punkte  a  und  b.    Daher  der  Satz: 

216,  y^Ein  lineares  Flächensystem  enthält  einerseits  unendlich 
viele  Flächennetae,  wovon  jedes  durch  die  Angabe  eines  u^ülkürlich  im 
Baume  gewählten  Basispunktes  vollkommen  bestimmt  ist,  und  anderer- 
seits  unendlich  viele  Flächenbüschel,  von  denen  jedes  durch  gwei  im 
Baume  beliebig  gewählte  Punkte^  durch  welche  die  sämmtlichen  Flä' 
chen,  also  auch  die  Basiscurve  des  Büschels  gehen  sollen  j  volU 
kommen  bestimmt  ist.^ 

§.  231. 

Denken  wir  uns  die  drei  Punkte  a,  b  und  c,  welche  'eine  Fläche 
eines  linearen  Systems  bestimmen,    unendlich   nahe   an    einander 

16* 
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angenommen,  so  werden  die  Verbindungsgeraden  ab  und  ac  zwei 
Tangenten,  und  die  durch  die  drei  Punkte  a,  b  und  c  bestimmte 
Ebene  die  Tangentialebene  dieser  Fläche  in  jenem  Punkte, 
in  welchem  a,  b  und  c  vcEeinigt  »ind,  vorstellen. 

Hieraus  ist  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  die  Angabe  eines 
Punktes  einer  Fläche  und  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte,  mit  der  Angabe  dreier  Punkte  äquivalent  ist;  es  folgt  mithin 
der  Satz: 

217.  y^Eine  Fläche  in  einem  linearen  System  ist  bestimmt  ^  so- 
bald ein  Punkt  derselben  und  die  ihm  etUspreci^nde  Tangentialebene 
gegeben  sind.^ 

g.  232. 

Zwei  lineare  Systeme  kann  man  stets  projectivisch,  d.  L 
ein-deutig  auf  einander  beziehen,  so  zwar,  dass  jeder  Fläche 
des  einen,  eine,  aber  auch  nur  eine  Fläche  im  zweiten  Systeme 
entspricht,  und  dass,  sobald  irgend  eine  Anzahl  von  Flächen  in  dem 
einen  Systeme  einem  und  demselben  Bflschel  oder  Netze  angehören, 
auch  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  in  dem  anderen  Systeme  einem 
und  demselben  Büschel  oder  Netze  zukommen. 

Aus  dem  Letztangedeuteten  folgt,  dass  sich  gleichzeitig  auch  die 
Büschel  und  Netze,  welche  in  einem  Systeme  enthalten  sind, 
projectivisch  entsprechen  müssen. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  was  für  ein  Gebilde  das  Erzeugnis 
zweier  linearen  Systeme  der  n,-ten  und  n^-ten  Ordnung,  d.  i.  welches 
Gebilde  der  geometrische  Ort  der  Schnittcurven  entspre- 
chender Flächen  beider  Systeme  sein  wird. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  es  seien  F^^  und  JP,*; 
F^^  und  -Fj^;  F,'  und  JPg';  JP,*  und  F^*  vier  Paare  entsprechender 
Flächen  der  beiden  Systeme  Si  und  S^  der  nj-ten  resp.  n,-ten 
Ordnung. 

Die  beiden  Flächen  F^^  und  JF,*  bestimmen  in  S^  ein  Flächen- 
büschel, dem  in  S^  dasjenige  Büschel  entspricht,  welches  durch  die 
beiden  Flächen  F^^  und  F^^  bestimmt  ist.  Das  Erzeugnis  dieser 
beiden  Büschel  (F.^F,^)  und  (-F^'J^«*)  ist  (nach  Satz  192)  eine 
Fläche  F|a  der  {n^  +  n^)-ten  Ordnung. 

In  gleicher  Weise  bestimmen  die  projectivischen  Büschel  (jF\' JT,') 
und  (Zj^F/)  eine  Fläche  F^j  der  {n^ -\- n^yten  Ordnung  und  die 
projectivischen  Büschel  (jP/-F,*)  und  (F^^F^^)  eine  Fläche  F.^  der 
(«i  +  W2)'ten  Ordnung. 
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Die  drei  Flächen  F,,,  F,,  und  F,^  gehen  eämmtlicb  durch  die 
Schnittcorve  C  (welche  von  der  n^n^-ien  Ordnung  ist)  der  beiden 
Flächen  ^/  und  F,^  hindurch,  da  sich  diese  letzteren  in  allen  drei 
Paaren  der  vorgenannten  projecti vischen ,  die  Flächen  F,,,  Fjg,  F,^ 
erzeugenden  B&schel  entsprechen. 

Außer  dieser  Curve  C  werden  aber  die  drei  Flächen  F|,,  F,3 
und  F,4  noch  irgend  eine  Anzahl  Punkte  gemeinschaflich 
haben,  deren  Anzahl  wir  nun  feststellen  wollen. 

Die  beiden  Flächen  V^^  und  V^^  schneiden  sich  in  einer  Curve 
der  («,  +  n|j)'-ten  Ordnung,  von  welcher  die  vorgennante  Curve  C  der 
fi^n^-ten  Ordnung,  einen  Bestandtheil  repräsentiert  Der  Best  des 
Durchschnittes  ist  also  eine  Curve  C^  von  der 

(«i  +  Wa)"  —  w,  n,  =  (W|*  -f-  n,  n^  -f  nj^)-ten  Ordnung. 

Diese  Curve  (?  schneidet  weiters  die  dritte  Fläche  F,^  in 
(n,*  +  n^n^  +  n^')  (n,  +  n,)  Punktön,  von  welchen  jedoch  wieder 
eine  gewisse  Zahl  auf  der  Curve  C  selbst  liegt.  Letztbezeiohnete 
Punkte  sind  nämlich  die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  C  und  C. 

Die  Anzahl  derselben  lässt  sich  durch  folgende  Betrachtung  leicht 
ermitteln.  Sei  beispielsweise  x  einer  der  Schnittpunkte  von  C  und  C*. 
Der  bezeichnete  Punkt  gehört  selbstverständlich  den  drei  Flächen  F^,, 
F|,  und  F,4  an.  Es  mflssen  daher  durch  denselben  zwei  entsprechende 
Flächen  der  Büschel  {F^^F^^  und  (F^^F^^)  sowohl,  als  auch  zwei 
entsprechende  Flächen  der  BQschel  {F^^F^^  und  (F^^F^^)  gehen. 

Darch  den  besagten  Punkt  gehen  somit  auch  zwei  entsprechende 
Flächen  der  Bfischel  {F^^F^^  und  (JP^^F/);  derselbe  ist  demnach 
ein  Punkt  der  durch  diese  beiden  Büschel  erzeugten  Fläche  F^,  der 
(fif  -f*  ^9)-ten  Ordnung. 

Ein  Gleiches  gilt  von  allen  Paukten  x.  Besagte  Punkte  sind 
daher  zugleich  auch  die  Schnittpunkte  der  Curve  C  mit  der 
Fläche  F,3;  ihre  Zahl  erscheint  folglich  ausgedrückt  durch: 

Wj  n,  (tii  +  n^). 

Es  erübrigen  hiernach  noch 

=  (Wi  +  O  i^i^  +  V) 
Schnittpunkte  der  drei  Flächen  F^,,  F,^,  F,^,  welche  nicht 
auf  der  gemeinschaftlichen  Curve  G  dieser  Flächen  liegen. 

Sei  z  einer  dieser  Punkte.  Durch  denselben  gehen  gewisse  drei 
Flächen  JF/«,  F,"  und  F/*  der  drei  Büschel  (JP,*-F,»),  {F^'F,^ 
und  (F/jFi^),  sowie  auch  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  Fq^j 
j;«,  F,'*  der  drei  Büschel  (F^^F^%  (F/Fg»)  und  {F^^F^%  Hier- 
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ans  folgt,  dass  dieser  Fankt  z  sowohl  ein  Basispunkt  des  Büschels 
(jPi^'Pi^'),  als  auch  ein  Basispunkt  des  dem  letzteren  projectivi- 
sehen  Büschels  (JP^^i^a'»)  sei. 

Nach  Früherem  wissen  wir  aber,  dass  je  zwei  Flächenbüscbel» 
welche  einem  und  demselben  Netze  (J^/jP|'jP,^)  angeboren,  stets  eine 
Fläche  gemeinschaftlich  haben.  Es  werden  daher  auch  im  yorliegen- 
den  Falle  sowohl  die  Büschel  (jP,'JF;«)  und  (j;"JPi'«),  als  auch  die 
Büschel  {^F^^F^  und  (Fj^JF,^*)  je  eine  Fläche  gemeinschaftlich 
besitzen,  oder  mit  anderen  Worten,  durch  den  Punkt  z  gehen  zwei 
entsprechende  Flächen  der  beiden  Büschel  {F^F^)  xixA{F^F^\ 
derselbe  ist  mithin  ein  Punkt  der  von  diesen  Büscheln  erzeugten 
Fläche  F93.  Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  z  ebenso,  wie 
von  jedem  Paare  projectiyischer  Büschel  in  den  beiden  t^lächensystemen. 
Hiermit  ergibt  sich  der  Satz: 

21s.  j^Die  Flächen  (n,  ^  n^yter  Ordnung^  welche  durch  je 
sfwei  entsprechende  Büschel  zweier  linearen  Flächensysteme  n^^ter 
resp.  n^'ter  Ordnung  erzeugt  werdeny  gehen  durd^  (♦*i+W2)(^i *+♦*«*) 
feste  Punkte,^ 

Jeder  dieser  Punkte  ist,  wie  der  vorausgeschickten  Betrachtung 
leicht  zu  entnehmen,  ein  gemeinschaftlicher  Basispunkt 
zweier  einander  entsprechenden  Netze  in  den  beiden  gege- 
benen linearen  Systemen. 

§.  233. 

Sind  S^,  S^  und  S^  drei  projectivische  lineare  Systeme 
von  den  bezüglichen  Ordnungen  n^  n,  und  ti^,  so  wird  es  sich  nun- 
mehr darum  handeln,  den  geometrischen  Ort  der  Schnitt- 
punkte dreier  entsprechender  Flächen  dieser  Systeme  zu 
untersuchen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  in  den  drei  Systemen  iS,,  S^ 
und  S^  drei  beliebige  einander  entsprechende  Netze  angenommen. 

Je  drei  solche,  einander  zugeordnete  Netze  erzeugen  (Satz  213) 
eine  Fläche  J?^,,  der  (n,  +  w«  +  »>3)-ten  Ordnung.  Das  Erzeugnis 
der  drei  Systeme  Si,  S^,  8^  besteht  hiemach  aus  unendlich  vielen 
Flächen  (n,  -hn, +  ^3)-ter  Ordnung,  und  es  lässt  sich  unschwer 
zeigen,  dass  diese  Flächen  wieder  ein  lineares  System  bilden,  d.  h. 
dass  eine  derartige  Fläche  durch  die  Angabe  dreier  beliebiger  Punkte 
a,  &,  e  im  Baume  vollständig  bestimmt  sei. 

Sämmtlicfae  Flächen  des  Systems  S^,  welche  durch  den  Punkt  a 
gehen,  bilden  ein  Netz  N^ ;  diesem  Netze  N^  entspricht  in  dem  zweiten 
linearen  Systeme  8q  gleichfalls  ein  Netz  N^  und  in  diesem  Netze  N^ 
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wird  sich  ein  Büschel  B^  vorfinden,  dessen  Flächen  wieder  dnrch  den 
Punkt  a  gehen  und  welchem  in  dem  Netze  N^  ebenfalls  ein  Büschel 
j9,  entsprechen  wird. 

In  den  beiden  Systemen  S^  und  S^  gibt  es  daher  zwei  ent- 
sprechende Büschel  JB|  und^,,  deren  sämmtliche  Flächen  durch 
a  gehen.  Ferner  entspricht  dem  Büschel  B^  des  Systems^  S^  ein 
Büschel  JS,  des  Systems  S^  und  in  diesem  Büschel  B^  gibt  es  eine, 
aber  auch  nur  eine  Fläche  F^"*,  welche  durch  a  geht.  Die  Flächen 
J",*  und  F^^f  welche  dieser  Fläche  F^**  in  S,  und  S^  entsprechen,  gehören 
den  beiden  Büscheln  B^  und  B^  an,  gehen  daher  gleicHfalls  durch 
den  Punkt  a. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  es  in  den  drei  Systemen  S^y  8^,  S^ 
drei  entsprechende  Flächen  F^^^  F^^  und  F^^  gibt,  welche  durch  einen 
beliebigen  Punkt  a  im  Baume  gehen. 

In  gleicher  Weise  constatiert  man,  dass  durch  einen  zweiten 
Punkt  h  des  Baumes  drei  entsprechende  Flächen  F^^j  F^^  und  ^3^ 
und  dass  ebenso  durch  einen  dritten  Punkt  c  drei  entsprechende  Flä- 
chen JF\^  F,^  und  F^^  gehen. 

Die  drei  Flächen  J?\^  F,*  und  JP'/  bestimmen  in  dem  System  8^ 
ein  Netz  JV;«^S  ebenso  die  Flächen  Fj«,  JF^^  F^^  ein  Netz  iVj«^^  in 
S^  und  die  Flächen  J?;«,  F^,  F^'  ein  Netz  N^^^^'  in  S,.  Diese  Netze 
entsprechen  einander,  da  sie  durch  entsprechende  Flächen  bestimmt 
sind,  und  erzeugen  eine  Fläche  F^^^ ,  welche  durch  die  drei  gegebenen 
Punkte  a,  &,  c  geht.  Das  Gleiche  gilt  von  einer  jeden  anderen  Fläche 
F^^;  diese  Flächen  bilden  also  ein  lineares  System. 

§.  234. 
Um  zu  weiteren  Besultaten  zu  gelangen,  nehmen  wir  an,  es  seien 

pi     pi     pi.      p2     p2     pa.     p3     p3     p  3.     p*     pjk     p^ 

-'■ii-*-a»-*-3j    ■*-i;-*-«i-*-3>    -*^i>-*-a>-'-s»    -*-ii-^«i-*-s 

vier  Tripel  entsprechender  Flächen  der  drei  Systeme  ^,,  S^y  8^ 

Es  sind  diesfalls  durch  F,\  F,\  F,^;  F^\  jF,«,  JF,^  und 
p\  p^  pz  durch  J^  '  F*  F*'  F^  F^  F^-  F^  F^  JP,* 
und  durch  F,\  F,^  F/;  F^\  J;^  Jp;*;  JP^S  -Fa^  F^*  je  drei  ent- 
sprechende  Netze  bestimmt.  Die  ersten  drei  Netze,  die  der  Kürze 
halber  -N,"^  N^^^,  iVg"^  heißen  mögen,  erzeugen  eine  Fläche  JF^^j 
der 

(w,  +  Wj  +  W3)-ten  Ordnung; 

ebenso  bringen  die  Netze  -A^,"*,  N^^^*y  ^3"*  eine  Fläche  ^,34  und 
die  Netze  JV,^",  JV^"*,  iVa'«  eine  Fläche  F,^^  der  (w^  +  w,  +n3)-ten 
Ordnung  hervor. 
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Die  beiden  Flächen  F^^  und  F^,^  gehen  durch  die  nämliche 
Curve  C  von  der 

WjWj  +  n^n^  +  WgWj-ten  Ordnung, 

welche  durch  die  drei  Büschel  {F^^  F^^),  {F^\  F^^  und  {F^\  j;«) 
(Satz  214)  erzeugt  wird,  und  schneiden  sich  daher  noch  in  einer 
Curve  (?  der 

in,  +  n^  -t-  «3)«  —  n,W5  —  w^«3  —  n,»,  = 
(n^^  +  n^  +  ng®  +  w,  n^  +  w^ng  -f-  n.,  n,)-ten  Ordnung. 

Ist  X  ein  Punkt  dieser  Curve ,  so  gehen  durch  denselben ,  da  er 
der  Fläche  ^^,53  angehört,  drei  entsprechende  Flächen  A^y  Ä^  und  A^ 
der  Netze  N^^^,  N^^^  und  ^3"*,  und  nachdem  der  besagte  Punkt 
gleichzeitig  der  Fläche  F,^^  angehört,  auch  drei  entsprechende  Flächen 
B,,  JB3,  ^3  der  drei  Netze  Jir/«,  N^^^,  N^^^.  Dieser  Punkt  x  ist 
daher  ein  gemeinschaftlicher  Basispunkt  der  drei  pro- 
jeetivischen  Flächenbüschel  {A^B^),  (A^B^)  und  (A^B^). 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  jedes  dieser  Büschel,  als  Be- 
standtheil,  einem  der  drei  linearen  Systeme  S^^  5^,  S^  angehört,  und 
dass  ein  Büschel  in  einem  linearen  Systeme  mit  jedem  Netze  in 
diesem  Systeme  eine  Fläche  gemein  haben  muss,  so  folgt,  dass  es 
in  jedem  Netze  der  Systeme  5,,  S^  und  ^3  eine  Fläche  geben  müsse, 
welche  gleichzeitig  den  Büscheln  (-4,5,),  (A-^a)  ^^^^  (^^s)  angehört, 
also  durch  x  geht,  oder  mit  anderen  Worten ,  dass  es  in  irgend  drei 
projectivischen  Netzen  der  Systeme  ^,,  5^,  8^  stets  drei  einander  ent- 
sprechende Flächen  gibt,  die  durch  den  Punkt  x  gehen,  dass  demnach 
X  auf  allen  Flächen  der  (n,  +  n^  +  ^s)  -  ^^  Ordnung  in  dem  durch 
die  drei  Systeme  5, ,  S,  und  ^3  erzeugten  Systeme  liegt.  Dasselbe  hat 
offenbar  auch  in  Bezug  auf  jeden  anderen  Punkt  x  der  vorgenannten 
Curve  seine  volle  Geltung. 

Das  Ergebnis  dieser  Betrachtungen  lässt  sich  mithin  in  dem 
nadistehenden  Satze  zusammenfassen: 

219.  „  SämmÜiche  Flächen  des  linearen  FläcJiensystems 
(w,  -|-  nj  +  n^)'ter  Ordnung ,  welches  sich  als  das  Erzeugnis  dreier 
projectivischer,  linearer  Flächensysteme  von  den  bezüglichen  Ordnungen 
n,,  n,  und  n^  ergibt,  gehen  durch  eine  und  dieselbe  Baumcurve  der 
(w,*  +  Wg^  +  W3«  +  w, ng  +  n^n^  +  n^n^yten  Ordnung.  Biese  Curve 
ist  auch  der  geometrische  Ort  der  gemeinschaftlichen  BasispunJUe 
dreier  entsprechender  Büschel  in  den  gegebenen  Systemen,  oder,  was 
da$sell)e  ist,  der  geometrische  Ort  jener  PunJcte,  durch  deren  jeden 
die  Basiscurven  entsprechender  Büschel  der  drei  Systeme  gehen.^ 
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§.  235. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  vier  lineare  Systeme  5,,  S^,  S^  und  S^ 
von  den  bezüglichen  Ordnungen  n,,  n,,  n^  und  n^  gegeben;  es  soll 
der  geometrische  Ort  jener  Punkte  gefunden  werden, 
durch  deren  jeden  vier  einander  entsprechende  Flächen 
dieser  vier  Systeme  gehen. 

Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  einen  jeden  Punkt,  durch  den 
drei  entsprechende  Flächen  von  S,,  S^^  S,  gehen,  mit  x,  und  jeden 
Punkt,  der  auf  der  diesen  drei  Flächen  entsprechenden  Fläche  von  S^ 
liegt,  mit  y;  ferner  sei  g  eine  beliebige  Gerade  im  Baume. 

Da,  wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  durch  jeden  Punkt  im 
Baume  drei  einander  entsprechende  Flächen  dreier  projectivischer 
linearen  Systeme  gehen,  so  werden  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt 
X  der  Geraden  g  drei  einander  entsprechende  Flächen  der  Systeme  S^, 
S^  und  S,  gehen.  Die  diesen  drei  Flächen  entsprechende  Fläche  des 
vierten  Systems  8^  schneidet  sodann  die  Gerade  g  in  »4  Funkten  y,  die 
sämmtlich  als  dem  Punkte  x  entsprechende  Punkte  betrachtet  werden 
können. 

Nehmen  wir  umgekehrt  auf  g  einen  beliebigen  Punkt  y  an.  Die 
Flächen  des  Systems  S^,  welche  durch  y  gehen,  bilden  ein  Netz. 
Diesem  Netze  entsprechen  in  den  drei  Systemen  S^,  S^  und  S^  drei 
Netze,  welche  (nach  Satz  213)  eine  Fläche  der 

(W|  +  n,  4"  W3)-teu  Ordnung 
erzeugen.    Die  Fläche  schneidet  die  Gerade  g  in 

(n,  +  n,  +  n^) 
Punkten  x.    Durch  jeden  dieser  Punkte  gehen  drei  einander  entspre- 
chende Flächen  der  Systeme  S^,  S^,  £3,  und  die  diesen  Flächen  ent- 
sprechende Fläche  im  Systeme  S^  wird  den  Punkt  y  enthalten. 

Die  Punkte  x  und  3^  bilden  daher  auf  (/  zwei  Punkt  reihen, 
von  welchen  die  eine 

(w,  +  «a  +  ^3)-deutig,    die  andere  n4-deatig 
ist,  und  welche  miüiin 

»I  +  »Q  4-  W3  +  W4  Doppelpunkte 
besitzen.     Infolge  der  den  Punkten  x  und  y  zukommenden  Bedeutung 
werden« durch  jeden  dieser  Doppelpunkte   vier  einander  entspre- 
chende]Flächen  der  vier  Systeme  S^^  S^y  S^  und  S^  gehen. 

Der  gesuchte  geometrische  Ort  hat  hiernach  die  Eigenschaf t, 
dass  auf  einer  beliebigen  Geraden 

seiner  Punkte  liegen,   derselbe   ist  demgemäß  eine  Fläche  F  der 

(n^  +  Wj  -|-  ^3  +  W4)-ten  Ordnung. 
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Da  durch  jeden  Punkt  dieser  Fläche  F  vier  entsprechende 
Flächen  der  Systeme  5^,  S^,  S^^  S^  gehen,  so  gehört  derselbe  auch 
jener  Curve  der 

(W|^a  +  Wgnj  +  n^n^  +  ^4^1  +  n^n^  +  n4n^-ten  Ordnung 
an,   welche    (nach  Satz  215)  von   vier  projectivischen  Netzen 
erzeugt  wird,  die  ihrerseits  wieder  Bestandtheile  der  Systeme  S^^  S„ 
S^  S^  sind  und  die  vier  eben  genannten  Flächen  als  entsprechende 
Elemente  enthalten. 

Auf  der  eben  untersuchten  Fläche  F  liegen  sonach  alle  Bau m- 
curven,  welche  von  je  vier  einander  entsprechenden  Netzen 
der  Systeme  S^,  £»,,  S^,  S^  hervorgebracht  oder  erzeugt  werden. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  219)  existiert  ferner  eine  Curve 

(n,*  +  V  +  W3«  +  n^n,  +  n^n^  -j-  WgnJ-ter  Ordnung, 
deren  jeder  Punkt  ein  gemeinschaftlicher  Basispunkt   dreier 
einander  entsprechender  Büschel  in  den  Systemen  S^y  S^,  S^  ist. 

Sei  beispielsweise  x  ein  solcher  Punkt,  so  gehen  durch  den- 
selben sämmtliche  Flächen  gewisser  drei  einander  entsprechender 
Büschel  jBj  ,  JBg ,  und  B^  der  Systeme  S^^  Ä, ,  S^.  Das  Büschel  im 
Systeme  iS[|,  welches  diesen  drei  Büscheln  entspricht,  mag  B^  heißen. 

Durch  den  Punkt  x  gehen  ferner  unendlich  viele  Flächen 
des  Systems  S^,  welche  ein  Netz  N^  bilden.  Dieses  Netz  und  das 
Büschel  B^  haben,  da  sie  demselben  Systeme  S^  angehören,  eine 
Fläohe  F^  gemein.  Diese  Fläche  geht  selbstverständlich  durch  x,  und 
die  ihr  entsprechenden  Flächen  J?\,  JP„  F^  von  den  Systemen  S|,  /S^, 
S^  müssen  daher,  da  sie  den  Büscheln  JBp  B^,  B^  angehören,  gleich- 
falls durch  den  Punkt  x  führen ,  welch  letzterer  somit  auch  der 
Fläche  F,  die  durch  S,,  S^y  S^,  S^  erzeugt  wird,  angehört.  Ein  Gleiches 
gilt  von  jedem  anderen  Punkte  x  der  vorgenannten  Baumcurve;  die- 
selbe muss  demnach  auf  der  Fläche  F  liegen.  In  ganz  übereinstim- 
mender Weise  kann  auch  gezeigt  werden,  dass  alle  Baumcurven,  welche 
je  dreien  der  vier  gegebenen  Systeme  Ä,,  iSj,  S3,  S^  ihre  Entstehung 
verdanken,  ebenfalls  auf  der  Fläche  F  liegen  müssen. 

Als  Besultat  der  vorstehenden  Betrachtung  ergibt  sich  demgemäß 
der  Satz: 

220.  „Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Baume y  durch  deren 
jeden  vier  entsprechende  Flächen  von  vier  projectivischen  linearen 
Flächensystemen  n^-ter^  n^-ter,  n^-ter  und  n^-ter  Ordnung  gehen,  ist 
eine  Fläche  der  (n,  +  ^^  +  **s  "l-  %)'ten  Ordnung. 

Diese  Fläche  enthält  einerseits  alle  Curven 
(n,w,  -f  n^n^  +  n^n^  +  n^w,  +  n,  W3  -f  n^wj-^   Ordnung, 
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die  sich  als  Erzeugnisse  entsprechender  Quadrupel  von  Neteen  der 
gegebenen  Systeme  ergeben^  und  andererseits  auch  die  Basisc^wven 
jener  vier  Flächennetee ,  welche  von  je  dreien  der  gegebenen  vier 
Systeme  ereeugt  werden,^ 

§.  236. 

Endlich  wollen  wir  noch  den  geometrischen  Ort  jener 
Pnnkte,  dnrch  deren  jeden  fünf  einander  entsprechende 
Flachen  von  fünf  pro  j  e  et  i  vische  n  Flachensystemen 
n2-ter....n^-ter  Ordnung  gehen,  untersuchen. 

Nennen  wir  diese  fünf  Fl&chensysteme  »,-ter. . .  .nj-ter  Ordnung, 
beziehungsweise  S^.,..8^. 

Die  Tier  Systeme  S^,  S^,  S^,  ä^  erzeugen  (nach  Satz  220)  eine 
Fläche  W|  +  n^  +  nj  +  nj-ter  Ordnung,  welche  unter  anderen  auch 
die  Basiscurye  des  von  S^,  S^  und  S^  erzeugten  Flächennetzes  enthält. 
Diese  Basiscurve  ist  (zufolge  des  Satzes  219)  von  der 

(W|*  +  n,'  +  W3*  +  n^n^^  n^n^  +  ngn, )-ten  Ordnung. 

Ferner  erzeugen,  auf  Grund  der  eben  angeführten  Sätze,  die  vier 
Systeme  Si,  S^,  Ä,,  S^^  eine  Fläche  der 

(n,  +  Wj  +  nj  -f  n,)  -  ten  Ordnung, 

welche  offenbar  auch  die  obgenannte  Basiscurve  enthält.  Außer  dieser 
letzteren  haben  mithin  die  beiden  Flächen  noch  eine  Baumcurve  der 

[(Hj  +  w,  4-  n,  +  nj  (n,  +  n^  +  n^  ^  n^)  —  (n,«  +  n^«  +  ng«  + 

+  n^n^  +  n^n^  +  n^n^)]  = 

(n^n^  +•  Wjn,  +  n^n^  +  n^nj^  +  n^n^  +  n^n^  +  n^n^  + 

+  WjW,  4-  n^n^  -f  n^n,  )-ten  Ordnung 

gemein.  Diese  Baumcurve  repräsentiert  sonach  den  gesuchten  geome- 
trischen Ort.    Da  jeder  Funkt  dieser  Curve  auf  den  beiden  Flächen 

(w,  +  Wj  +  Wg  H-  n4)-ter  resp.  (n^  +  w^  +  w,  +  W5)-ter  Ordnung 
liegt,  so  gehen  durch  denselben  sowohl  vier  einander  entsprechende 
Flächen  der  vier  Systeme  £>,,  /S,,  S^  und  S^^  als  auch  vier  einander 
entsprechende  Flächen  der  Systeme  ^i,  S^,  S^  und  8^,  mithin  also 
überhaupt  fünf  einander  entsprechende  Flächen  aller  fünf 
gegebenen  Systeme. 

In  gleicher  Art  kann  nachge¥riesen  werden^  dass  die  gefundene 
Curve  auch  auf  jenen  Flächen  liegt ,  welche  durch  die  noch  übrigen 
Combinationen  der  fünf  Systeme  zu  je  vieren  erzeugt  werden.  Hier- 
nach ergibt  sich  der  Satz: 

221.  jiDer  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Baume,  durch  deren 
jeden  fünf  einander  entsprechende  Flächen  von  fünf  projectivischen 
linearen  Flächensystemen  der  n^^ten^  n^-ten,  n^-ten^  n^-ten  und  n^-ten 
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Ordnung  gehen,  ist  eine  Baumcurve  der  {n^n^-^-n^n^^  , .  .n^n^^ten 
Ordnung;  diese  Baumcurve  liegt  auf  jenen  fünf  Flächen,  welche 
durch  je  vier  der  gegebenen  fünf  Systeme  erzeugt  werden,*^ 

§.  237. 

Es  erübrigt  noch  die  üntersucbuflg  eines  Falles ,  d.  i.  die  Er- 
mittelung der  Anzahl  jener  Punkte  im  Baumes  durch 
deren  jeden  sechs  entsprechende  Flächen  von  sechs  pro- 
jectivischen  Flächensystemen  nj*ter....n^-ter  Ordnung  gehen. 

Nachdem  sich  jedoch  diese  Untersuchung  auf  einem  bisher  noch 
nicht  entwickelten  Satz  gründet,  so  müssen  wir  diesfalls  auf  eine  erst 
in  der  Folge  anzustellende  Betrachtung  verweisen. 

Durch  Analogie  finden  wir  übrigens,  dass  die  betreffende  Punkte- 
zahl  durch  nj^^n,  4~*- ••^4^6^«  ausgedrückt  erscheinen  wird. 

In  gleicher  Weise  könnte  man  nunmehr  auch  die  Entwickelungen 
für  lineare  Flächensysteme  4-ter. .  ..m-ter  Stufe  weiterführen. 

Hierbei  wird  stets  nur  zu  berücksichtigen  sein,  dass  sämmtliche 
Flächen  eines  Systems  m-ter  Stufe,  welche  durch  r  gegebene  Punkte 
gehen,  aus  diesem  Systeme  ein  System  (w — r)-ter  Stufe  ausscheiden.'^) 


X.    Capitel. 

Sätze  über  die  geffleinschaflllchen  Curven  zweier  und  über  die 
gemeinschaftlichen  Punicte  dreier  aigebraiscben  Fiächen  von  ge- 
gebenen Ordnungen. 

§.  238. 

Vor  allem  mögen  an  dieser  Stelle  einige  Bezeichnungen  erläutert 
werden,  die  wir  bei  unseren  nachstehenden  üntersudiungen  consequent 
beibehalten  werden. 

N{n)  bedeutet,  wie  früher,  die  Anzahl  der  Punkte,  durch  welche 
eine  Fläche  n-ter  Ordnung  bestimmt  ist;  es  wird  folglich  beispiels- 
weise N{n — p)  die  Anzahl  der  eine  Fläche  (w — i))-ter  Ordnung 
bestimmenden  Punkte  bedeuten. 

Mit  F^  bezeichnen  wir  eine  Fläche  H-ter  Ordnung; 

mit  C**-'  die  Schnittcurve  n.i?-ter  Ordnung  einer  F"  und 
einer  F^\ 

{rtyp,  q)  bedeute  die  n.p.q^  gemeinsamen  Punkte  dreier  Flächen 
von  den  bezüglichen  Ordnungen  n^  p^  q,\ 
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^1— )  sei  die  Anzahl  der  Punkte  auf  einer  JpV»,  durch  welche 

eine  auf  F^  liegende  O'  bestimmt  ist; 

N  (—1  =  N  { — I  sei  die  Anzahl  von  Punkten  auf  einer  O^, 

welche  eine  Gruppe  (n,  py  q)  —  Schnitt   der   O^   mit  einer  JP»  — 
bestimmen. 

Gem&ß  der  Bedeutung  dieser  hier  eingeführten  Bezeichnungen  ist 
C**^  eine  ebene  Curye  n-ter  Ordnung ;  sind  (n,|),  1)  die  n.jp  Schnitt- 
punkte zweier  ebenen  Curven  n-ter  und  i>-ter  Ordnung  u.  s.  w. 
(^»  P}  2))  (♦*>  2i  P)y  (jp;  ^»  2)  ^to.  sind  offenbar   identisch,  während 

sich   selbstverständlich  dasselbe  nicht  auch  von  -^(—l  und  -^l— ) 
oder  von  -N'/— J  und  A^|— |  behaupten  lässt. 

§.  239. 

Setzen  wir  voraus,   dass  von  den  N (n)  Punkten,  die  eine  F^ 
bestimmen, 

Punkte  auf  einer  F^  gewählt,  jedoch  in  sonst  ganz  beHebiger  (allge- 
meiner) gegenseitigen  Lage  angenommen   werden.     Durch   die  Qbrig 

bleibenden 

N{n-p) 

Punkte  ist  sodann  eine  F^-^  bestimmt.  Die  letztere  repräsentiert,  in 
Verbindung  mit  der  vorgenannten  Fp  einen  Ort  der 

[(n  —  jp)  -+■  i^l  —  w-ten  Ordnung, 
auf  welchem  die   N  (h)    gegebenen  Punkte  liegen.    Da  die  beseiten 
Punkte  in  allgemeiner,  gegoiseitiger  Lage  angenonmien  werden,  so  ist 
klar,   dass. die   einzige  i^,  welche  durch  die  vorbezeichneten  Punkte 
bestinmit  ist,  keine  andere,  als  der  eben  genannte  degenerierte  Ort 

Fp  -f  JF»-i» 

der   n-ten   Ordnung    sein    kann.    Hieraus    folgt    somit    unmittelbar 
der  Satz: 

222.  j^ Liegen  von  den    N  (n)  eine  F*  bestimmeyiden  Funkten 

N  {n)  —  N  {n  —  p)    auf  einer  Fp,  so  zerfällt  die  F"  in  diese  Fp 

und  die  F'^p,  welch    letztere  durch  die  übrigen  N  (n  —  p)  Punkte 
bestimmt  ist.^ 

§.  24f). 

Sämmtliche  J?''*,  welche  durch  N  (n)  —  1  beliebige  feste  Punkte 
gehen,  bestimmen  (nach  Satz  186)  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung, 
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und  schneiden  sich  in  einer  O**"  —  der  Basiscurve  dieses  Bftschels  — 
welche  ebenfalls  durch  die  gegebenen  N  (n)  —  1  Punkte  geht. 

Durch  jeden  beliebigen  Punkt  im  Baume^  welcher  dieser  Basis- 
cur ve  nicht  angehört ,  geht  bekanntlich  nur  eine  Fl&che  des 
Büschels.    * 

Denken  wir  uns  dieses  Flächenbflschel  durch  eine  beliebige  F^ 
geschnitten.  Der  sich  so  ergebende  Schnitt  besteht  aus  unendlich 
vielen  Baumcurven  n.p'ter  Ordnung,  nämlich  aus  den  C^^^  in 
welchen  sämmtliche  F*^  des  Büschels  von  der  F^  geschnitten  werden 
und  aus  der  Punktgruppe  (n,  n,p),  in  welcher  die  Basiscurve  O*** 
von  der  Fp  getroffen  wird.  Durch  diese  Punktgruppe  gehen  die 
sämmtlichen  Schnittcurven  O*^,  da  besagte  Gruppe  sowohl  der  F^, 
als  auch  jeder  F"  gemeinschaftlich  ist. 

Das  System  aller  dieser  0"*'  nennen  wir  ein  „Baumcurven- 
büschel  n^'-ter  Ordnung^  und  die  Punktgruuppe  (n,  n,jp)die 
»Basis""  desselben. 

Es  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  durch  einen  beliebig  auf 
F^  angenommenen  Punkt  x  nur  eine  einzige  Gurve  dieses 
Büschels  geht. 

Durch  X  geht  (nach  Satz  185)  nur  eine  jF^  des  Flächenbfischels ; 
es  kann  daher  der  Schnitt  derselben  mit  der  F^  nur  die  durch  x 
gehende  O-^  des  Gurvenbüschels  sein. 

Ebenso  einleuchtend  ist  auch,  dass  es  r.p  Gurven  in  dem  ob- 
genannten  Büschel  gibt,  welche  eine  beliebige  Baumcurve  der  r-ten 
Ordnung  schneiden.  Es  sind  dies  jene,  welche  durch  die  r.p  Schnitt- 
punkte der  besagten  Baumcurve  und  der  Fläche  F^  gehen. 

Ein  Gurvenbüschel  n.^-ter  Ordnung  auf  einer  Fläche  JF>, 
ist  durch  zwei  O*^,  welche  als  Schnitte  der  F^  mit  zwei  F^  gegeben 
sein  können,  vollkommen  bestimmt.  Die  Basis  dieses  Gurvenbüschels 
sind  die  n.n.p  Schnittpunkte  der  beiden  O',  oder  was  dasselbe  ist, 
die  der  Fläche  Fp  und  den  beiden  F"  gemeinschaftlichen  Punkte. 

§.  241. 

Wir  wissen  bereits  (Satz  186),  dass  durch  JV(n)  —  1  Punkte 
eine  Baumcurve  O"  der  n^-ten  Ordnung  bestimmt  sei. 

Denken  wir  uns  von  diesen  N{n) — 1  Punkten,  N(n) — N{n — p) — 1 
Punkte  beliebig  auf  einer  F^  (unter  der  Voraussetzung,  dass  p<:n  ist) 
angenommen. 

Durch  die  übrig  bleibenden ,  nicht  auf  Fp  liegenden  N  {n  —  p) 
Punkte  ist  nun  eine  Fn-^  bestimmt.    Diese  F^-f  repräsentiert   im 
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Vereine  mit  der  F^  eioen  Ort  (jF*  -|-  F^-i^)  der  n-ten  Ordnung,  welcher 
die  sämmtlichen  N  (n)  —  1  Punkte  enthält. 

Durch  die  N  {n)  —  i  Punkte  gehen  aber  bekanntlich  unendlich 
viele  F^^  welche  sich  alle  in  einer  und  derselben  O**  schneiden. 
Diese  letztere  wird  daher  auch  als  Schnitt  einer  beliebigen  durch 
die  N  {n)  —  1  Punkte  geführten  J^,  mit  dem  yorgenannten,  ebenfalls 
durch  diese  Punkte  gehenden  Orte  (/^  +  F'^'^)  der  n-ten  Ordnung 
erhalten  werden. 

Die  durch  die  N  {n)  —  1  Punkte  bestimmte  O  ^  zerf&Ut  also 
diesfalls  in  die  O^,  welche  sich  als  Schnitt  der  F^  und  F*  ergibt 
und  in  die  C"  <"-'>,  welche  als  Schnitt  der  F"  und  F*-*  resultiert 

Hiervon  enthält  die  C^^  jene  N{n)  —  N(n — p)  —  1  Punktet 
welche  auf  der  Fp  beliebig  angenommen  wurden,  während  die  C^(^-p) 
durch  die  übrigen  N{n  —  p)  Punkte  geht 

Da  die  G^p  in  Verbindung  mit  der  O**^*'"'^  die  Basiscurve  C~* 
des  durch  die  N  (n)  —  1  Punkte  bestimmten  Flächenbüschels  n-ter 
Ordnung  repräsentiert^  so  ist  einleuchtend,  dass  die  O^  die  einzige 
durch  die  Punkte  N (n)  —  N (n — jp)  — 1  mögliche  Curve 
n .  pter  Ordnung  auf  der  F^  vorstellt. 

Es  ist  mithin  N  (n)  —  N  (n  —  p)  —  1   gleichzeitig  auch  jene 

Zahl  -N'l-^l  von  Punkten,    durch   welche  auf  einer   Ff  eine    0*p 

(selbst versttodlich  unter  der  Voraussetzung',  dass  n>p  ist)  bestimmt 
wird.     Dies  liefert  daher  den  Satz: 

223.  j^Eine  Raumcurve  n  .  p-ter  Ordnung  auf  einer  Fläche 
p-ier  Ordnung  (fiir  n  >  ^)  ist  durch 

N[^)  =  N{n)^N{n-p)-l  = 

=i[{n'\'l)(n+2)in  +  3)  —  {n^p+l)(n—p  +  2)(n—p  +  3)]—l 

auf  jener  Fläche  tvülkärlich  gewählte  Punkte  ein^deutig  bestimmt. 
Durch  diese  Curve  n p-ter  Ordnung  und  durch  N  (n  — p)  +  1  im 
Baume  beliebig  gewählte  Punkte  lässt  sich  stets  eine  Fläche  n-fer 
Ordnung  legend' 

Setzen  wir  beispielsweise  ^  =  1,  so  ist 

N  {-\  =  (^  +  ^)  (n  +  2)  (n  +  8)  --  n  fn  +  1)  (n  -f  2)    _  ^ 

oder 

N  (-\  =  (^  +  ^)  (^  +  ^)  _  1  _  n  (n  +  3)^ 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  bekannten  Besultate,  dass  eine 
ebene  Curve  n-ter  Ordnung  durch  5i!L±_J.  Pankte   bestimmt   sei. 
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§.  242. 

Setzen  wir  jedoch  voraus,  dass  n<2^  sei,  so  ist  einleuchtend, 
dass  man  auf  einer  Fp  jederzeit  die  N  (n)  Punkte ,  welche  eine  F^ 
bestimmen,  beliebig  annehmen  kann.  Diese  Punkte  bestimmen  anch 
die  auf  F^  liegende  Curye  C*^  als  Schnitt  der  beiden  Flächen  F^ 
und  F^.    Für  n<:p  ist  daher 

Nehmen  wir  hingegen  eine  Baumcurve  O^  an,  wobei  n<:p^ 
also  np>  nn  wird,  so  ist  einleuchtend,  dass  durch  diese  Baumcurve 
nur  eine  einzige  F^  gelegt  werden  kann.  Denn  giengen  durch  C^p 
zwei  F^,  80  müsste  G^^  ihren  Schnitt  repräsentieren,  was  aber,  da 
sich  zwei  F**  in  keiner  Curve,  deren  Ordnung  n.p  größer  als  n.n 
wäre,  schneiden  können,  nicht  denkbar  ist.    Mithin  gilt  der  Satz: 

224.  „  Wenn  n  <p  ist,  so  kann  durch  eine  Baumcurve  der 
n ,  p-ten  Ordnung  nur  eine  einzige  Fläche  n-ter  Ordnung  gelegt 
werden,*^ 

Der  Ausdruck  N{n)  hat  offenbar  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  n 
positiv  ist*    Ist  daher  in  dem  Symbole 

N  (j)  =  N  (n)  -  N  (n-p)  ^  1 

n<:p,   so   können  wir  den  Wert    von  N  (n — p)    willkürlich  groß 
annehmen,  u.  zw.  setzen  wir,  um  eine  Übereinstimmung  der  beiden  in 

den  vorhergehenden  Betrachtungen   für   N  (^\  gefundenen  Werte  zu 

erhalten ,   ein   für    allemal   voraus,   dass  das  Symbol  N  {n  -^p)  fQr 
n  <p  den  Wert  —  1  habe. 

Unter  dieser  Voraussetzung  schließt  die  Formel: 
N  (-^  =  Nin)  —  N{n  —  p)  —  l 
auch  die  beiden  Sätze  223)  und  224)  in  sich. 

§.  243. 

Unter  Berufung  auf  den  Satz  223)  gehen  durch  eine  C**-^,  sobald 
n>p  ist,  unendlich  viele  Flächen  F^.  Jede  dieser  Flächen  ist  durch 
die  Annahme  von  N (n  —  p)-\'l  Punkten  im  Baume,  die  sie  enthalten 
soll,  vollständig  bestimmt.  Air  diese  Flächen  F*  bilden  daher  ein 
lineares  System  [N  (n  —  p)  +  l]-ter  Stufe. 

Denken  wir  uns  durch  die  C"p  (unter  der  Voraussetzung,  dass 
n>p  sei),  drei  Flächen  w-ter  Ordnung,  die  F,**,  J?,",  i^,* 
heißen  mögen,  gelegt. 
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Die  Flächen  F,*  und  -F,*  schneiden  sich  in  einer  C*»»*,  weiche 
aus  der  gegebenen  C*^^  und  einer  weiteren  Curve  C^^^-p)  besteht. 

Die  letztgenannte  Curve  ist  durch  N  {n  —  jp)  ihrer  Punkte  und 
durch  die  O^  vollständig  bestinotint,  da  durch  die  0*^,  durch  die 
N{n  —  p)  Punkte  und  endlich  durch  irgend  einen  weiteren  Punkt 
im  Eaume  (Satz  223)  die  F^^  und  in  gleicher  Weise  auch  die  F^^ 
festgestellt  ist. 

Die  beiden  Curven  C"'  und  G^^'^-p)  haben,  nachdem  sie  auf 
einer  und  derselben  F*  liegen ,  eine  Punktgruppe  {n,  p,  n  --  p) 
(d.  i.  np  {n  —  p)  Punkte)  gemein. 

Die  dritte  Fläche  F3*  dagegen,  welche  dem  durch  F,**  und  F^*" 
bestimmten  Flächenböschel  n-ter  Ordnung  nicht  angehören  möge, 
schneidet  die  Flächen  ^,"  und  /,•*,  außer  in  der  Curve  C**p,  gleich- 
falls noch  in  je  einer  Curve  C*  <*•"''>. 

Nachdem  jede  dieser  letzteren  Curven  (nach  Satz  222)  auf  einer 
gewissen  Fläche  F^p  liegt,  so  haben  dieselben  die  Schnittpunkte  der 
F3*  und  zweier  F^^p^  also  eine  Punktgruppe  (n,  n — p^  n  —  p) 
gemein.  Da  die  besagte  Punktgruppe,  außer  der  Curve  O',  auch  den 
drei  Fliehen  T^j**,  F^^  und  ^3**  zugleich  angehört,  so  muss  dieselbe 
auf  der  früher  genannten  Curve  C*»^**-^),  in  welcher  sich  F,*  und  Z",*» 
(außer  0*p)  schneiden,  liegen. 

Aus  dem  Satze  222)  und  der  in*§.  239)  angestellten  Betrach- 
tung folgt  aber  weiters  noch,  dass  durch  jede  der  drei  C^<^^p\  welche 
die  jPi*,  -Pq"  und  i^j**,  außer  der  0*p,  paarweise  gemein  haben,  eine 
F^-p  gehen  müsse.  Die  Punktgruppe  [n,  n  —  p,  n  —  p]  wird  folg- 
lich auch  die  diesen  drei  Flächen  JP"-?  gemeinschaftliche  Punktgruppe 
repräsentieren. 

Wenn  von  diesen  n(n  —  p)  (ti — p)  Punkten,  N {n — p)  —  1 
als  gegeben  vorliegen,  so  sind  hiedurch  auch  die  übrigen  bestimmt. 
Denn,  nimmt  man  außer  diesen  N  {n  —  p)  —  1  Punkten  noch  einen 
Punkt  im  Baume  beliebig  an,  so  ist,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  da- 
durch bereits  eine  von  den  C*  ^^~p^  bestimmt.  Ein  anderer  Punkt  des 
Baumes  liefert  mit  den  N  (n  —  p)  —  1  Punkten  wieder  eine  C*  <"^^\ 
welche  mit  der  ersteren  n{n  —  p)  (n  —  p)  Punkte  gemein  hat,  unter 
welchen  sich  offenbar  auch  die  N  {n  —  p)  —  1  gegebenen  Punkte 
befinden. 

Weiters  gehen  aber  durch  diese  n  {n  —  p)  {71 — p)  Punkte, 
also  auch  durch  die  N{n  —  p)  —  1  beliebig  von  denselben  aus  ge- 
wählten Punkte,    wie   aus  dem  Vorhergegangenen  bekannt,   die  drei 

Peichka,  Daratellende  a.  projecÜTe  Geometrie,   n.  16 
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Restflftchen  7^^*-^*  Diese  letzteren  gehören  daher,  infolge  des  Satzes  186), 
einem  und  demselben  Flächenbüschel    (n — i))-ter  Ordnung  an. 

Diese  Betrachtungen  und  Ergebnisse  zusammengefasst^  liefern  den 
nachstehenden  Satz: 

225.  j^Wenn  durch  eine  Raumcurve  n.p-ter  Ordnung  drei 
nicht  einem  und  demselben  Flächenbüschel  angehörende  Flächen  n-ter 
Ordnung  gelegt  werden,  so  schneiden  sich  dieselben^  außer  in  der 
vorgenannten  Curve,  noch  in  n  {n  —  jp)  (w  —  p)  Punkten,  welche 
vollständig  bestimmt  sind,  sobald  davon  N  (n  —  p)  —  1  willkürlich 
im  Räume  angenommen  werden. 

Die  drei  genannten  Flächen  n-ter  Ordnung  haben  außer  der 
gegebenen  Raumcurve  n.p-ter  Ordnung  paarweise  je  eine  Raumcurve 
n  {n  --  p)'ter  Ordnung  gemein.  Die  letsftbezeichneten  drei  Curven 
gehen  durch  die  vorgenannten  n  (n  —  p)  (n  —  p)  Punkte^  und  durch 
jede  dieser  Curven  kann  eine  Fläche  (n  —  p)'ter  Ordnung  gelegt 
werden.  Die  letßtgena/nnten  drei  Flächen  gehören  einem  und  dem- 
selben Flächenbüschel  (n  —  pyter  Ordnung  an.^ 

Setzen  wir  insbesondere  n  =  2  und  p  =  1 ,  so  resultiert  aus 
dem  letzten  Theile  des  vorstehenden  Satzes  der  folgende  specielle, 
bekannte  Satz: 

226.  j^Gehen  durch  einen  Kegelschnitt  drei  nicht  einem  und 
demselben  Büschel  angehörende  Flächen  eweiten  Grades,  so  haben 
dieselben  paarweise  noch  drei  weitere  Kegelschnitte  gemein  ^  deren 
Ebenen  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  gehen."" 

§.  244. 
Durch  den  Satz  223)  wurde  sichergestellt,  dass  eine  O**  auf  einer 
Fp  durch  ^(-)  Punkte  ein-deutig  bestimmt  sei. 

Nehmen  wir  nun  auf  einer  F^  eine  G^^  (unter  der  Voraussetzung, 
dass  g<n  sei)  an,  und  wählen  wir  auf  derselben  von  den  N\^  Punkten 

J^d)  —  ^(^)  Punkte,  während  die  übrigen  -AT  (**^?)  ganz  will- 
kürlich auf  der  F^  angenommen  werden  mögen. 

Durch  die  letztgenannten  N  |^^?^^  J  Punkte  lässt  sich  (nach  dem 
Satze  223)  eine,  aber  auch  nur  eine  C^^^-^^  auf  der  Fp  legen.  Diese 
(7p(n-ff)  und  die  gegebene  C^^  bilden  zusammen  eine  G'^-p  ,   welche 

durch  die  nI^\  angenommenen  Punkte  geht.  Nachdem  aber  (Satz 223) 
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durch  die  nämlichen  ^|-)  Punkte  keine  zweite  C'^p  zu  legen  mög- 
lich ist,  so  ergeben  sich  unmittelbar  die  nachstehenden  Sätze: 

227.  „Wird  eineF^  durch  heliefnge  J^(j)  —  Nf—^'j  Punkte 

einer  O^  gelegt,  so  muss  diese  F**  alle  Punkte  der  O»  enthalten.^ 

228*  j^Schneiden  sich  eine  F^  und  eine  Ff  in  einer  O«,  50 
müssen  dieselben  noch  eine  G^i^"^  gemein  haben.^ 

229.    „  Werden  von  den  N  |  - )  Punkten ,   welche   auf  einer  Fp 

eine  O'  bestimmen ^  beliebige  N  l—\  —  ^(^^-^^l  auf  einer  C^  an- 
genommen ^    so   verfällt  die   O'  in   die  besagte  O^  und   in   eins 

Wenn  wir  ferner  berücksichtigen,  dass 

=  N{n)  —  'N{n—p)  —  N{n  —  q)-\-N{n  —  q_—p)  = 
=  N(n)  —N{n  —  q)  —N(n  —  p)  +  N(n—p  —  q)  = 

isiy  dass  also  unmittelbar  p  mit  q  vertauscht  werden  kann,  so  folgt, 
dass  der  obige  Satz  sowohl  fUr  p  >  n>q^  als  auch  für  2  >  »  >  jp 
gelte. 

Ist  aber  sowohl  p  >  n^  als  auch  q>  n^  dann  wird  der  besagte 
Satz  ungiltig,  da  in  diesem  Falle  die  O^  offenbar  kein  Bestandtheil 
einer  C*^  oder  O^  sein  kann. 

§.  245. 

Nimmt  man  auf  einer  'Ff  beliebige  N  i—\  —  1  Punkte  an ,    so 

kann  (nach  Satz  223)  durch  dieselben  und  jeden  weiteren  willkürlich 
auf  ^^  gewählten  Punkt  eine,  aber  auch  nur  eine  O*^  gelegt  werden. 

Es  ist  nunmehr  leicht  zu  zeigen,  dass  alle  diese  durch 
die  N I — J  —  1    gegebenen  Punkte   gehenden  O'    auf  der  Fp   ein 

Gurvenbüschel  n^'-ter  Ordnung  bilden,  dass  dieselben  also  in 
Gemäßheit  der  früheren  Auseinandersetzungen  (§.  240)  außer  den  vor- 
genannten -^f— )  —  1  Punkten,  noch  weitere  n.n.p—  n(—\  +  1 
feste  Punkte  gemein  haben. 

um  das  Gesagte  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  es  seien  C^*^p 
und    C7,**'    zwei    von  jenen   Curven ,    welche    durch    die   gegebenen 
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N I— j  —  1  Punkte  gehen.  Dieselben  haben  im  gajizen  w.n.j?  Punkte, 
also  außer  den  vorgenannten  -N'  ( —  I  —  1  Punkten,  noch 

Punkte  gemein.  Mit  Bäcksicht  auf  vorausgeschickte  Erörterungen 
(§.  240)  bestimmen  die  beiden  Curven  C^*^P  und  0,*^»  auf  der  Fp 
ein  Baumcurvenbüschel  np-ter  Ordnung,  d.  h.  durch  jeden 
beliebigen  Punkt  x  von  F^  und  durch  die  n.n.p  Schnittpunkte 
vonC|"'  und  C,"'  geht  bloß  eine  einzige  Curve  C»"'. 

Nach  Satz  223)  führt  aber  durch  die  n(—)  —  1  gegebenen  Punkte 

und  durch  den  Punkt  x  gleichfalls  nur  eine  einzige  Cx^'^,  woraus  folgt, 
dass  dieselbe  mit  der  Curve  Cx'^p  des  vorgenannten  Ourven- 
büschels  (Ci**^,  C,**')  identisch  sei,  dass  sie  also  auch  die  flbrigen 

n  .  n .  p  —  N  J— j  +  1  Punkte  Äithalten  müsse.    Mithin  der  Satz  : 

230,  „  SämmtUche  O  f ,  welche  durch  Nt-\ — 1  beli^ig  auf  einer 

F^  gewählte  Punkte  gehen ^   haben  noch  weitere  n.n.p  —  N  (—1  +  ^ 

Punkte  von  Fp  gemein;  bilden  daher  ein  Raufncurvenhüschel  np-ter 
Ordnung,^ 

Oder: 

231.  „Auf  einer  Fp  ist  eine  Punkfgruppe  (n,  n,  p)    (d.  i.  die 

Basis ^eines  Raumcurvenhüschels  np-ter  Ordnung)  durch  N  {-\  —  1 
beliebig  gewählte  Punkte  vollständig  bestimmt.^ 

§.  246. 

Wahlen  wir  von  den  -^(— )  —  1    Punkten,    welche   dem  vor- 

stehMiden  Satze  gemäß  die  Basis  eines  Baumcurvenbüschels 
np-ter  Ordnung  auf  der  F^  bestimmen, 


Hj)-^'?)- 
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Punkte  so,  dass  sie  irgend  einer  auf  Ff  liegenden  O^  angehören,  so 
muss  nothwendig  eine  von  den  Curven  dieses  Büschels  in  die  O*  und 

in  eine  0<*-^  zerfallen.  Wir  wissen  nämlich,  dass  durch  die  A^l-^l  — 1 

Punkte  und  durch  irgend  einen  Punkt  x  von  F^  eine  Curre  des 
Büschels  geht.  Wird  nun  der  Punkt  x  ebenfalls  als  auf  der  Curve 
O*  liegend   angenommen,   so  muss  diesfalls    die  ihm   entsprechende 
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Curve  des  Büschels  durch  n(^\  —  nC^^^^\  Punkte  vonC^«  gehen, 

also  (naph  Satz  229)  in  Cf^  und  eine  (>(♦•-«)  degenerieren.  Diese 
degenerierte  Büschel  curve 

[O?  4-  O(n-g)] 

schneidet  alle  übrigen  nicht  degenerierten  Büschelcurven  C*^^  in 
zwei  Panktgruppen 

[w,  p,  q]  und  [n,  p,  n  —  q], 

welche  zusammen  eine  Punktgruppe 

[w,  n,  1?] 

und  gleichzeitig  die  Basis  des  obbesagten  Gurvenbüschels  vor- 
stellen. 

Dies  gilt  unter  der  Voraussetzung,  dass  $  <n  ist,  da  die  vor- 
stehenden Betrachtungen  den  früheren  Auseinandersetzungen  (§.  244), 
bei  welchen  die  Annahme,  dass  q<n  sei,  maßgebend  war^  zugrunde 
liegen.  Man  gelangt  mithin  zu  dem  Satze: 

232.  „  Werden  von  den  n.n  .p  BasispunJäen  eines Baumeurven' 

büschels  np-ter  Ordnung  auf  einer  Fp  ^(-)  —  Ny^-^^l—l Punkte 

OMf  einer  Cp^  angenommen^  so  zerfällt  die  Punktgruppe  [n,  n,  p]  in 
eine  Punktgruppe  [n,  j),  q]  {welche  auf  der  O »  liegt)  und  in  eine 
ßweite  Punktgruppe  [n,  p,  n  —  j]/ 

§.  247. 

Nehmen  wir  nun  an^  es  sei  eine  O*,  d.  i.  der  Durchschnitt 
einer  Fp  mit  einer  F^  gegeben.     Auf  O^  wählen  wir 

beliebige  Punkte,  und  legen  durch  dieselben  zwei  Flächen  F^'*  und  F^^ 
n-ter  Ordnung ,  indem  wir  gleichzeitig  voraussetzen ,  dass  n>q  sei. 
Die  beiden  Flächen  J\**  und  Fq^  bestimmen  ein  Flächenbüschel 
n-ter  Ordnung,  welches  die  H ilfs fläche  j^  in  einem  Baumcurven- 
büschel  np-ter  Ordnung  schneidet,  dessen  Basispunkte  die  n.n.p 
Schnittpunkte  von  J^|",  F^"*  und  F'  sind. 

Da  sich  unter  diesen  n  .  n .  j>  Basispunkten,   der  Voraussetzung 

entsprechend,  n(—)  —  n(^^~^)—1  Funkte  befinden,  welche  auf  O» 

willkürlich  angenommen  wurden,  so  liegen  (nach  Satz  232)  auf  der 
Curve  Cp9  noch  weitere 

Basispunkte. 
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Erwägt  man  ferner,  dass  diese  letztgenannten  Punkte  durch  die 
eine  Fläche  F^"^  bereits  gegeben  sind,  indem  sie  sich  als  Schnitt- 
punkte von  F^^  und  O^  ergeben,  und  dass  durch  die  nämlichen 
Funkte    auch    die    zweite    [willkürlich    durch    die    angenommenen 

^a)~^^r^)~^  ^^^^^  gelegte]  Fläche  F,"  gehe,  so  ist 
einleuchtend y  dass  überhaupt  eine  jede  Fläche  F*",  welche  durch 
die  -^(-^l  — iV|5-3ii  —  1  angenommenen  Punkte  gelegt  wird,  die 
C^^  in  den  weiteren  festen 

Punkten  treffen  müsse.    Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

233.  „Jede  i^,  welche  durch  n(-\  —  N^^^^^\  —  1  beliebig 
auf  einer  C^^  angenommene  Funkte  geht,  schneidet  die  O'  noch 
in    weiteren   n  .p  .q  —  N  (-\  4-  JV|^^^^J  + 1  festen  Punkten.*^ 

.§.  248. 

Dieser  Satz  wurde  unter  der  Voraussetzung ,  dass  n>  q  sei, 
bewiesen ;  es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen ,  dass  er  auch  für  n<:q 
und  fQr  n  =  2  seine  volle  Geltung  beibehalte. 

Ist  nämlich  n  <  q,  so  ist  auf  Grund  vorausgeschickter  Erörte- 
rungen (§.  242) 

J^  (n  —  g)  =  —  1 

und  ebenso  N  {n  —  q  —  p)  =  —  1. 

Die  Zahl  der  N^j^—N  (-"^J  —  1  auf  O«  willkürlich  an- 
zunehmenden Punkte    erscheint  somit  diesfalls   ausgedrückt    durch: 

Alle  durch  diese  Punkte  gelegten  F^  schneiden  (nach  Satz  223) 
die  jPP  in  einer  und  derselben  C*»',  welche  ihrerseits  die  O»  in 
n.p.q  Punkten,  d.  i.  also  außer  in  den  angenommenen 

Punkten  noch  in  weitereu 

Punkten  trifft,  wie  es  durch  den  vorstehenden  Satz  gefordert  wird. 
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Ist  endlich  n  =  g^  so  wird: 

N  {n  —  ^)  =  0  und  N  {n  —  p  —  q)  =  —  1 
und  daher: 

^(>-)-^("-f-')-' 

Diese  Funkte  bestimmen  auf  der  O^  die  Basis  [n  .n.p]  eines 
Baumcurvenbüschels  n^-ter  Ordnung  (Satz  281),  welcher  auch 
die  Curye  C*«  =  C''"  (da  n  =  ^  ist)  angehört.  Hieraus  folgt,  dass 
alle  diese  Basispunkte  auf  der  O^  liegen. 

Wird  schließlich  p  sowohl,  als  auch  q  größer  als  n^  so  ist 

—  N(n  —  q)  —  N(n  —  p  —  q)  =  N{n)^ 
da  N{n  —  p)  =  N(n  —  q)  =  N{n  — p  —  g)  =  —  1. 

Durch  diese  Punkte  geht  aber  (Satz  184)  nur  eine  einzige i^'. 

Für  die  Anzahl   der  willkürlich   auf  einer  C7'«   anzunehmenden 

Elemente  einer  Punktgruppe  [n,  jp,  q]  wählten  wir  (§.  238)  das  Symbol 

Mit  Zugi'undelegung  des  Satzes  233)  ist  also: 

=  N{n)  —N{n^p)—N{n  —  q)  +N(n—p  —  q)  —  l 

Zufolge  der  letztangestellten  Betrachtungen  und  der  in  §.  242 
getroffenen  Annahme  findet  man  nun  für  ^|  — |  die  Werte: 

wenn  p>  n;  q>  n; 
wenn  q>  n>p; 

wenn  p  -}-  q>  n>p  oder  p  +  3  >  n  >  g,  und 

wenn  n  >  j>  +  g  —  3  ist. 
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Dieser  Zusammenstellung  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass,  so- 
bald eine  der  Zahlen  p  oder  q  größer  als  n  wird ,    dieselbe  aus  dem 

Symbole  JN"!  — I  ohne  weiters  weggelassen  werden  kann. 

Nehmen  wir  endlich  n  =  ^  =  g  an ,  so  ist 

JV  (n  —  jp)  =  JV  (n  —  g)  =  0 
N  (n  — p  —  q)  =  —  1 ;  also 

d.  h.  eine  Punktgruppe  [n,  n,  m]  ist  durch 

N{n)  —  2 

Funkte  bestimmt,  ein  Besultat,  welches  bereits  in  Satz  201)  aus- 
gesprochen wurde. 

§.  249. 

Im  Vorhergehenden  wurde  die  Zahl  jV^I  — j  der  willkürlich  auf 

•einer  Cp^  anzunehmenden  Punkte  einer  Punktgruppe  [n,  p^  q]  be- 
stimmt. Es  fragt  sich  nun,  wie  groß  die  Zahl  der  willkürlich  im 
Baume  anzunehmenden  Punkte  einer  solchen  Gruppe  sei,  und  wo- 
durch und  wie  die  Wahl  der  übrigen  beschränkt  werde. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  dass  n>^>2  ^^h  ^i^d  nehmen 
wir  zunächst  N{q)  Punkte  beliebig  im  Baume  an. 

Durch  diese  Punkte  ist  zunächst  (Satz  184)  eine  F?  ein-deutig 
bestimmt.  Wählen  wir  weiters  auf  F«  wieder  N  |- 1  —  N  (q)  belie- 
bige Punkte,  welche  mit  Einschluss  der  früher  angenommenen  N  (q) 
Punkte,  •^(-l  Punkte  repräsentieren,  so  lässt  sich  durch  dieselben 
.(nach  Satz  223)  eine  O«  legen. 

Endlich   kann   man   auf  C'«   noch    n(—)  —  N(^\   Punkte 

beliebig  annehmen ,  welche  mit  den  früheren  -^  ( — )  Punkten  in  Ver- 
bindung gebracht,  N  (— )  Punkte  liefern,  durch  welche  (nach  Satz  233) 

die  Punktgruppe  [n,  p,  gj  bereits  bestimmt  erscheint. 

Aus  dieser  Betrachtung  erhellt,  dass  durch  eine  Punktgruppe 
[n,p,  g]  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>p>q  sei,  nur  eine 
einzige  F^,  und  eine  einzige  auf  F^  befindliche  Ci»«  gelegt  wer- 
den kann. 

Zu  dem  gleichen  Besultate  kann  man  jedoch  auch  auf  directem 
Wege,  wie  folgt,  gelangen.  Würden  nämlich  durch  die  Gruppe  [n,  p,  q] 
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zwei  Flächeo  F^  gehen,  so  müsste  diese  Gruppe  auch  durch  den 
Schnitt  dieser  beiden  F^i  mit  der  F^  entstehen.  Die  letztgenannten 
drei  Flächen  können  aber  nur  n^.g.g  und  nicht  n.p.g  (wobei 
n.p.q>n.q^,q  ist)  Punkte  gemein  haben. 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  auf  der  F^  durch 
die  Punktgruppe  [n,j9,  9]  keine  zwei  C^^  gelegt  werden  können. 

Diese  C''^  und  folglich  auch  die  Gruppe  [w,  p,  g],  welcher  C^^ 
ihre  Entstehung  verdankt,  kann  (nach  Satz  223)  mit  N  {p  ^  q)  '\- 1 
beliebigen  Punkten  im  Baume  durch  eine  F^  verbunden  werden.  Da 
aber  (nach  Satz  233)  jede  JP",  welche  durch 

Punkte  einer  C'«  geht,  auf  dieser  C^^  eine  Gruppe  [n.jp.j]  be- 
stimmt,  welcher  die^l  — I  Punkte  angehören,   so  ist  einleuchtend, 

dass  jede  -F*»,  welche  durch  ^1  — I  Punkte  der  Gruppe  [n,  jp,  q\  und 

durch  beliebige  N  (^n)  —  ^  I  —  I  Punkte  im  Baume  gelegt  wird,  auch 
die  übrigen  Punkte  der  Gruppe  enthalten  wird,  oder  mit  andern 
Worten ,   dass  die  Gruppe  [n,  p,  q\  mit  beliebigen  N  {n)  —  N  i—  I 

Punkten  im  Baume  durch  eine  F^  verbunden  werden  könne. 

Ferner  finden  wir,  mit  Zugrundelegung  der  Sätze  223)  und  232) 
durch  eine  analoge  Betrachtung ^  dass  die  Punktgruppe  [n,  jp,  q\ 
auch  mit 

Punkten  der  durch  [w,  p,  q\  gehenden  F»,  durch  eine  C*«  verbun- 
den werden  könne  und  gelangen  somit  schließlich  zu  dem  Satze: 

534.  j^Ist  eine  PunJUgruppe  [n,  p,  g]  unter  der  Voraussetzung 
gegeben j  dass  n> p>  q  ist,  so  kann  durch  dieselbe  nur  eine  F^, 
und  nur  eine  auf  F^  liegende  C^^  gelegt  werden.  Die  Gruppe  kann 
mit  Nip  —  q)  +  i  beliebigen  Punkten  des  Raumes  durch  eine  />, 

mit  N  {n)  —  N  |  —  I  beliebigen  Punkten  des  Raumes  durch  eine  F*^ 

und  endlich  mit   Ny'^  ^1  +  1   beliebigen  Punkten   von  F^  durch 

eine  6^-**  verbunden  werden.^ 

Die  in  dem  letztangeiührten  Satze  ausgesprochenen  Eigenschaften 
beziehen  sich   auf  eine  Punktgruppe  [n,  py  4],   welche   als  Schnitt 
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dreier  Flächen  von  verschiedeneü  Ordaungen  n,  p  und  q  (wobei  die 
Ordnungszahl  n  >  j>  und  n> p>g,  voraasgesetzt  wurde)  resultiert. 

Setzen  wir  insbesondere  n  =  g  und  n>  p  voraus,  d.  h.  haben 
wir  es  mit  einer  Punktgruppe  [n,  n,  p]  zu  thun,  welche  bekanntlich 
die  Basis  eines  Baumcurvenbüschels  n^-ter  Ordnung  Yorstellt, 
so  folgt,  in  Hinblick  auf  die  vorhergegangenen  Betrachtungen  und  die 
nachgewiesenen  Sätze  223,  224,  230  und  231  unmittelbar  der  fol- 
gende Satz: 

235.  yfiurch  eine  Punktgruppe  [w,  n,  p] ,  wobei  n  >  i>,  geht 
eine  einzige  Ff,  und  unendlich  viele  O*  auf  jFp,  deren  jede  durch  die 
Angabe  eines  Punktes  auf  Fp  vollkommen  bestimmt  ist.  Die  Gruppe 
kann  mit  N  (n  —  p)  +  Ä  beliebigen  Punkten  des  Baumes  durch 
eine  F*^  und  mit  N  {n  —  p)  -{-  1  beliebigen  Punkten  des  Raumes 
durch  eine  C***  verbunden  werden.^ 

Ist  endlich  q  =  p  und  n>  p,  d.  h.  liegt  eine  Punktgruppe 
[^9  Pi  p]  ^01*1  so  folgt,  nachdem  sich  dieselbe  im  Schnitte  einer  F^ 
mit  zwei  />  ergibt,  dass  durch  dieselbe  noch  unendlich  viele  F^ 
gehen,  welche  ein  Büschel  p-ter  Ordnung  bilden,  dessen  Basisourve 
die  Schnittcurve  C^p  der  beiden  Fp  ist.    Daher  der  Satz: 

236,  jfDurch  eine  Punktgruppe  [n,  p,  p],  wobei  m  >  p,  können 
unendlich  viele  Fp,  welche  ein  Büschel  p4er  Ordnung  bilden  ^  jedoch 
nur  eine  Cpp,  d.  i.  die  Basiscurve  dieses  Büschels  gelegt  werden.^ 

§.  250. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Betrachtungen  ist  bekannt,  dass 
eine  O'  und  eine  (7~s^,  welche  auf  derselben  F^  liegen,  eine  Punkt- 
gruppe [n,  py  gi\  gemein  haben. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  umgekehrt  durch  eine  G^p  und  eine  O', 
welche  eine  Punktgruppe  [n,  p,  q\  gemein  haben,  auch  eine  F*  gelegt 
werden  könne.  Dies  ist,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  in  der  That 
der  Fall. 

FQr  die  anzustellende  Betrachtung  ist  es  gleichgiltig,  ob  p>q 
oder  q>p  sei,  also  auch  von  keinem  Belang,  wenn  p=^q  ist. 

Nehmen  wir  daher  an,  es  sei  p>  q.  Dagegen  sind  die  beiden 
Fälle   n<cp  und   w>^  zu  unterscheiden. 

Setzen  wir  p>  n  voraus ,  so  kann  (nach  Satz  224)  durch  die 
O'P  nur  eine  einzige  F^  gelegt  werden.  Femer  kann,  in  Gemäß - 
heit  des  Satzes  234),  durch  die  Punktgruppe  [n,  p,  q\  gleichfalls  nur 
eine  einzige  auf  j^  liegende  0**'^  geführt  werden;  es  muss  somit  die 
letztere  mit  der  gegebenen  C^-^  identisch  sein. 
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Nimmt  man  dagegen  an ,  es  sei  n>  p>  q  und  gleichzeitig 
^  <P  +  T.^  8^  ist  dann 

iV  (^)  =  N{n)  -N{n-p)  -  N  {n  -  3)  -  2, 

weil  N  {n  —  p  —  2)  =  —  1   ist. 

Diesfalls  kann  man  also  [mit  Zugrundelegung  früherer  Betrach- 
tungen (§§.  247  und  248)  von  den  der  Gruppe  [w,  p,  q]  angehörigen 
Punkten  mindestens 

N(n)  —  N(n  —  p)  —  N{n  —  q)—2 
als  beliebig  gewählt  voraussetzen. 

Legen  wir  nun  durch  die  O^  eine  -F",  wobei  wir  voraussetzen, 
dass  die  (§§.  247  und  248)  zur  Bestimmung  von  F""  willkürlich  im 
Baume  zu  wahlenden  N(n — p)  +  l  Punkte  auf  der  C**«  angenommen 
werden,  so  wird  diese  jP*  mit  der  0-«  die  eben  genannten  N{n — p)  +  l 
willkürlich  gewählten  Punkte  und  die  Funktgruppe  [n,  p^  q]  gemein 
haben. 

Da  aber,  wie  vorhin  erwähnt  wurde,  von. dieser  Punktgruppe 

]Sr{n)  —  N{n  —  p)  —  Nin--  q)  —2 

als  willkürlich  gewählt  zu  betrachten  sind,    so   enthält  die  F^  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen 

[]S/{n—p)  +  1]  +[N{n)  —  N{n  ^  p)  —  N  {n  — q) -^2]  = 

=  iV  (n)  -.^  (n  -  2)  -  1  =  .V  (J) 

willkürlich   gewählte   Punkte    von    C"«;    dieselbe    muss    also    (nach 
Satz  223)  die  ganze  Curve  C"^  enthalten. 

Es  folgt  mithin  der  Satz: 

237.  j^Haben  eine  G^^  und  eine  C"*^  eine  Punktgruppe  [n,  jp,  q] 
gemeiny  so  lässt  sich  durch  dieselben  stets  eine  F*^  legen,^ 

§.  251. 

Mit  Berücksichtigung  des  Satzes  234)  ist  sichergestellt,  dass 
durch  eine  Punktengruppe  [w,  p,  g]  auf  einer  f ^,  wenn  n>  p>  q 
ist,  unendlich  viele  auf  F^  liegende  C**«  gefuhrt  werden  können, 
indem  je 

.V  (!Lr^)  +  1 

willkürlich  auf  F^  angenommene  Punkte  eine  solche  C^^  bestimmen. 

Vorausgesetzt,  es  seien  C,***,  C,**»  und  CJa"*  drei  solche  Curven. 
Jede  derselben  enthält   die  Punktengruppe  [n,  p^  q\.     Da   sich  aber 
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zwei  von  den  drei  C**^  in  n.n.q  Paukten   schneiden,   so  haben   sie, 
außer  der  vorgenannten  Punktgruppe,  noch 

n  .  n  ,  q  —  «.j?,g  =  n.(n  —  p)  •  i 
Punkte  gemein,  so  dass  man  im   paarweisen  Schnitte  der  drei 
</*•*,  drei  derartige  Gruppen  von  je  M.(n — p).q  Punkten  erhält. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass,  wenn  durch  jede  solche  Gruppe 
eine  C^*»"^)-^  gelegt  wird,  diese  drei  Curven  einem  und  demselben 
Curvenbüschel  (n — ^)  g-ter  Ordnung  angehören,  sich  also  in 
einer  Punkten gruppe  [n  —  p,  n — i?,  3]  schneiden  müssen. 

Denken   wir   uns    zu    diesem    Zwecke   durch   die    Pnnktgruppe 

[^>  Pi  3]  ®ißö  ^^^  gelegt. 

Durch  diese  O"^  und  durch  jede  der  vorgenannten  O^^  Iftsst  sich 
(Satz  237)  eine  F^  legen.  Diese  drei  F*^  schneiden  sich  außer  in 
der  C*Py  paarweise  auch  noch  in  drei  0^^-^>*,  durch  deren  jede  (nach 
Satz  225)  eine  F*^-p  gelegt  werden  kann,  wobei  diese  drei  F^'P  gleich- 
zeitig einem  und  demselben  Flächenbüschel  (n  —  p)-ter  Ordnung 
angehören. 

Die  Bedeutung  dieser  drei  C<*~^)"  ist  im  vorliegenden  Falle 
unschwer  zu  erkennen. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  jP^,  welche  durch  die  O^  und  durch 
die  Cj*«  resp.  Cj**  gehen,  beziehungsweise  mit  F^*  und  i^,**. 

Die  beiden  Flächen  7'\**  und  F^*  schneiden  sich  einerseits  in 
der  O^,  welcher  die  gegebene  Punktgruppe  [n,  p,  q]  angehört  und 
andererseits  in  einer  C^""^^*,  welche  die  w.(n — p).q  weiteren  Schnitt- 
punkte von  Cj***  und  Gj"«  enthält;  es  wird  mithin  auch  die  durch 
C^n--p)n  gehende  F^^^-p)  die  letztgenannten  n.(w — p).q  Punkte  ent- 
halten müssen. 

Wir  ersehen  hiernach,  dass  jede  der  drei  F^-p,  in  welchen  sich 
die  drei  -F"  schneiden,  durch  die  drei  Gruppen  von  je  ».(n — p).q 
Punkten  gehe.  Nachdem  aber  diese  drei  F^-^  (zufolge  des  Satzes  225) 
einem  und  demselben  Flächenbüschel  (n  —  p)-ter  Ordnung  an- 
gehören, so  sind  ihre  Schnitte  mit  der  F^  drei  CC*-!»)^,  welche  einem 
und  demselben  Curvenbüschel  (n — p)q-tQr  Ordnung  zukommen, 
und  sich  folglich  in  einer  und  derselben  Punktengruppe  [n  —  p, 
n — p,  q]  schneiden,  wobei  aber  nebstdem  noch  je  eine  dieser  drei 
C(n^p)9  durch  je  eine  der  drei  Gruppen  von  w.(n — p).q  Punkten 
geht.     Die  erzielten  Ergebnisse  führen  demnach  zu  dem  Satze: 

238.  „  Werden  durch  eine  Puvktengruppe  [w,  p,  q\  auf  einer  F^ 
\n>  p>  q\  drei  0"-*  gelegt,  so  haben  diese  außer  der  genannten 
PunJctgruppe  paarweise  noch  drei  Gruppen  von  je  » .  (n  —  p)  •  q 
Punkten  gemein.    Legt  man  durch  jede  dieser  leteteren  eine  C^*»-i')«, 
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so  gehören  diese  einem  auf  F^  liegenden  Curvenbüschel  (n — p)q' ter 
Ordnung  an  und  hcAen  daher  eine  Punktengruppe  [n — p^  n  —  p,  g] 
gemein»^ 

§.  252. 

Im  Vorangegangenen  fanden  wir  auch,  dass  unter  bestimmten 
Voraussetzungen  der  Schnitt  zweier  Flächen  in  Curven  von 
niederer  Ordnung  zerfallen  könne. 

Dem  Gefundenen  analog  wollen  wir  nunmehr  untersuchen,  ob 
auch  ein  Degenerieren  von  Punktgruppen  stattfinden  kann. 

Setzen  wir  zu  diesem  Behufe  voraus,  dass  es  unter  den  Punkten 
einer  Punktengruppe  [n,^,  q\  irgend  welche,  r.p.q  an  der  Zahl,  gäbe, 
welche  eine  Punktengruppe  [r,  p^  q]  für  sich  bilden,  und  fragen  wir, 
ob  die  übrigen  (n — T).p.q  Punkte  unter  dieser  Ahnahme  ebenfalls 
eine  Punktengruppe  [(n  —  r),  p,  q\  fQr  sich  bilden  können. 

Was  die  relative  Größe  von  n^  p,  q  und  r  betrifft,  so  ist  es 
gleichgiltig  ob  ^  >  g  oder  p  <.q  ist;  und  hätte  man,  jenachdem  das 
eine  oder  das  andere  statt  hat,  in  der  anzustellenden  Betrachtung 
bloß  die  Buchstaben  mit  einander  zu  vertauschen,  um  von  dem  einen 
Falle  zu  dem  anderen  zu  gelangen.  Nehmen  wir  daher,  um  die  Be- 
tiachtungen  zu  fixieren,  an,  es  sei  p>q. 

Weiters  haben  wir  die  drei  Fälle :  n  <:p;  n>p-\'r>q'\-r 
und  n> p  mit  gleichzeitiger  Köcksichtnahme  darauf,  dass  n <Cp  +  r 
sei,  zu  unterscheinden. 

a)  Es  sei  n  <.p. 

Wir  denken  uns  durch  die  Punktgruppe  [n,  p,  q]  drei  Flächen 
JF'**,  /',  F^,  und  durch  die  Punktgruppe  [r,  p,  q]  eine  Fläche  F^ 
gelegt.  Die  beiden  Flächen  F^  und  F^  schneiden  sich  in  einer  (7*"% 
welche  mit  der  F^  sämmtliche  Punkte  der  Gruppe  [r,  pj  g],  also,  weil 
p>  n  ist,  mehr  als  n.r.q  Punkte  gemein  hat,  und  somit  ganz  auf 
der  F^  liegen  muss. 

Die  F*"  und  F9  müssen  daher  außer  dieser  C^^  noch  eine  Curve 
C(n-^)q  gemein  haben,  welche  durch  die  übrigen  (n  —  r).p.q  Punkte 
der  gegebenen  Gruppe  [n,  p,  q]  gehen.  Hieraus  folgt  bereits,  dass 
dieselben  eine  Gruppe  [(n  —  r),  p^  q]  für  sich  bilden. 

b)  Es  sei  w  >  ^  +  r  >  g  +  r. 

Legen  wir  durch  die  Gruppe  [w,  p,  q]  wieder  eine  F*",  eine  jF> 
und  F%  welche  Flächen  sich  in  den  drei  Curven  O^  C"^,  O«  be- 
gegnen mögen.  Ferner  schneidet  eine  durch  die  Partialgruppe 
[r,  p,  q\  gelegte  F^  die  2^*  in  einer  C''". 

Da  n>  p  >  r  ist,  so  kann  man  mit  Rücksicht  auf  jene  Be- 
trachtung,  welche  uns  zu  dem  Satze  237)  führte,    durch   mindestens 
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N  (n  —  p)  +  l  beliebige  Punkte  im  Baume  [eine  F*^  legen ,  welche 
gleichzeitig  die  O*^  und  die  O"*"  enthftlt,  also  jedenfalls  eine  Fläche 
J?\*  führen,  welche  von  der  ursprünglichen  F^  verschieden  ist  Des- 
gleichen lässt  sich  auch  durch  die  beiden  Gurven  0<  und  O*'  eine 
von  F^  verschiedene  Tlftche  /',*•  legen. 

Diese  beiden  Flächen  F^^  und  F^*^  haben  die  C*^  gemein ,  und 
müssen  sich  daher  noch  in  einer  C(**~'')*'  schneiden,  auf  welcher  sodann, 
nachdem  sowohl  F^**  als  auch  i^,**  die  Punktgruppe  [n,  p,  q]  enthalten, 
die  von  der  Gruppe  [r, p,  q]  verschiedenen  (n — r).p.q  Punkte  liegen 
müssen. 

Durch  diese  C^^-»')*»  lässt  sich  aber  stets  eine  F*"-^  legen;  es 
wird  demnach  der  Schnitt  der  drei  Flächen  JP*•-^  F^  und  F^ 
eine  Punktgruppe  [n  —  r,  p,  q]  liefern ,  welche  mit  dem  Beste  der 
(n  —  r)  .p  .  q  Punkte  von  der  Punktgruppe  [n,jp,  2]  identisch  ist. 

c)  Es  sei  w  >  jp,  aber  gleichzeitig  w  <  i>  +  *"• 

Fuhren  wir  zunächst  vermittelst  der  Gleichungen 

w  +  ^1  —P  +  r  =  n^ 
zwei  neue  TVerte  n,  und  r,  ein. 

Wie  in  den  früheren  Fällen,  legen  wir  auch  hier  durch  die 
Gruppe  [n,  p,  g]  drei  Flächen  Z'",  Fp  und  F^.  Die  F^  bildet  in 
Verbindung  mit  einer  beliebig  im  Baume  angenommenen  F^^  (da 
71  +  ^1  =  ^1  vorausgesetzt  wurde)  eine  F^. 

Nachdem  nun  n,  =|>  +  r  >  g  +  r  ist,  so  zerföllt,  wie  in  b) 
bewiesen  wurde,  die  Punktgnippe  [n,  p,  q]  in  die  vorausgesetzte 
Punktgruppe  [r,  p,  q]  und  in  eine  Punktgruppe  [n^  —  r,  p,  j].  hier- 
unter befinden  sich  aber  auch  die  r^.p.q  Schnittpunkte  von  ^s 
FP  und  F^,  welche  als  solche  eine  Gruppe  [r^,  p,  q]  bilden. 

Dem  in  a)  gelieferten  Beweise  zufolge  muss  daher  die  Gruppe 
[n^ — r,  jp,  q]  in  die  Gruppe  fr,  p,  q]  und  in  eine  Gruppe  [n, — r^—r,  p,  q] 
zerfallen,  da  n  —  ^,  =  jp  ist. 

Die  letztangeführte  Gruppe 

[n,  —  r,  —  r,  p,  q]  =  [n  —  r,  p,  q] 

kann  somit  nur  diejenige  sein,  welche  mit  der  Gruppe  [r,  p,  q]  die 
ursprüngliche  Gruppe  [n,  p,  ql  bildet.  Hiernach  gelten  die  nach- 
stehenden Sätze: 

239.  j^Ist  irgend  ein  Bestandtheü  von  r.p.q  Putzen  einer 
Gruppe  [»,  jp,  g],  eine  Gruppe  [r,  p,  g],  so  zerfällt  die  Gruppe 
[n,  p,  g]  tn  die  Gruppe  fr,  p,  g)  wnd  iw  eine  zweite  Gruppe 
[n  —  r,  p,  g].« 

Oder  mit  anderen  Worten: 
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240.  j^Wird  eine  F^  durch  eine  PunMgruppe  [r,  p^  q]  einer 
Cp^  gelegt,  so  hont  sie  mit  der  C«  nocÄ  eine  zweite  PunMgruppe 
[n  —  r,  Pj  q\  gemein,^ 

Ans  dem  letztaufgestellten  Satze  240)  folgt,  sobald  man  r=jp  =  g 
nad  n>p  setzt,  dass,  wenn  auf  einer  F^  eine  Punktengrnppe  [p,  jp, p] 
liegt,  eine  jede  C^-^,  welche  durch  diese  Punktengrnppe  [p,i>,i>]  geht, 
von  der  F^  noch  in  einer  weiteren  Punktengruppe  [n  —  p,  p,  p]  ge- 
schnitten wird,  oder  was  dasselbe  aussagt: 

241.  y^EnthäU  eine  F^-^p  eine  Gruppe  [n,  n,  n],  so  unrd  sie 
von  jeder  durch  diese  Gruppe  gehenden  C""  noch  in  einer  Punkt- 
gruppe  [p,  n,  n'\  geschnitten,^ 

§.  253. 

Ist  jede  der  drei  Zahlen  r,  p,  q  größer  als  n,  so  kann,  wie  aus 
nachstehender  Untersuchung  folgt ,  durch  die  Gruppe  [t*,  j),  g]  keine 
J^  gelegt  werden. 

Die  beiden  durch  die  Gruppe  [r,p,q]  gehenden  Flächen  F^  und 
F^  schneiden  sich  in  einer  C'*.  Würde  nun  eine  F*^  durch  die  Gruppe 
[r,py  q]  gehen 9  so  müsste  dieselbe  mit  der  O?  r.^p.j  Punkte,  also, 
weil  n<:.r  ist,  mehr  als  n.j?, 9 Punkte  gemein  haben,  und  somit  alle 
Punkte  von  O^  enthalten.  Diese  O?  müsste  demnach  den  beiden 
Flächen  F^  und  F^  gemeinschaftlich  sein,  was,  da  auch  q7>n  voraus- 
gesetzt wurde,  ganz  unmöglich  ist. 

Ein  anderes  Besultat  ergibt  sich  jedoch,  wenn  auch  nur  eine  der 
drei  Zahlen  r,  p,  q,  beispielsweise  etwa  r,  kleiner  als  n  ist. 

Da  nämlich  die  Gruppe  [^,^,3]  als  Schnitt  dreier  Flächen  Fp,  2^,  F^, 
entsteht,  jedenfalls  also  auf  einer  C^p  liegt ,  so  kann  man  (nach  Satz  227) 
durch  diese  G'p  unendlich  viele  F*^  legen  (da  nicht  gleichzeitig  n<zp 
und  n<:r  ist),  welche  offenbar  auch  die  Punktgruppe  [r,p,q]  ent- 
halten werden.  Um  so  eher  möglich  wird  also  sein,  unendlich  viele 
Flächen  F^  durch  die  Gruppe  [r,  p,  q]  zu  legen,  welche  nicht  gleich- 
zeitig alle  andern  Punkte  der  C^p  in  sich  aufnehmen.  Dieses  soeben 
erzielte  Besultat  ist  übrigens  im  Satze  240)  bereits  ausgesprochen. 

Für  n  =  r  ist  offenbar  die  die  Gruppe  erzeugende  F"  bereits 
eine  F^,  welche  durch  die  Gruppe  führt.  Das  Ergebnis  dieser  Be- 
trachtungen lässt  sich  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

242.  yfiurch  eine  Punktengruppe  [r,  p,  q]  kann  keine  F^  ge- 
legt  werden ,  wenn  jede  der  drei  Zahlen  r,  p,  q  größer  als  n  ist,  da- 
gegen aber  unendlich  viele,  sobald  auch  nur  eine  dieser  Zahlen  Meiner 
als  n  ist.    Für  den  Fall,  als  eine  der  drei  Zahlen  gleich  n  ist,  die 
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beiden  andern  jedoch  größer   als  n  sind,    kann  durch  die  Gruppe 
mindestens  eine  F^  gelegt  tcerden."' 

§.  254, 

Da  es  unter  der  Voraussetzung  r^n  stets  möglich  ist,  durch 
die  Gruppe  [r,  p,  q\  eine  F^  zu  legen ,  so  wird  unsere  nächste  Auf- 
gabe die  sein,  zu  untersuchen,  wie  viele  Punkte  von  der  Gruppe  [r,p,  q\ 
beliebig  gewählt  werden  dürfen,  damit  eine  durch  die  be- 
zeichneten Punkte  gelegte  F^  auch  alle  übrigen  Punkte 
der  Gruppe  enthalte.  Bezeichnen  wir  die  zu  bestimmende  Zahl 
kurz  mit 

so  wird  es  bloß  darauf  ankommen,  den  Wert  des  Symbols  iV|^r^-j 

zu  ermitteln. 

Bei  dieser  Untersuchung  unterscheiden  wir  wieder  die  drei  Fälle 
n>  r^  n^:^r  und  n  <  r,  während  die  Werte  von  p  und  q  ganz 
gleiohgiltig  sind« 

a)  Es  sei  n  >  r. 

Die  Gruppe  (r,  p,  q)  verdankt  ihre  Entstehung  drei  Flächen 
jP^,  F^  und  F^j  und  liegt  daher  noth wendig  auf  einer  C^^.  Mit  Zu- 
grundelegung des  vorhergehenden  Satzes  können,  da  n  >>  r  ist,  durch 
die  Gruppe  [r,  p^  q]  unendlich  viele  F"^  gelegt  werden.  Wie  wir 
wissen  (Satz  240) ,  schneidet  jede  solche  jP"  die  C^^  noch  in  einer 
zweiten  Gruppe  [n  —  r,  j?,  g],  welche  letztere  Gruppe  (nach  §.  248) 

durch  N  (— ^)  beliebig  auf  C^«  gewählte  Punkte  bestimmt  ist.  Dies 

im  Auge  behaltend,   wird  es  keinen  Schmerigkeiten  unterliegen ^    die 
zu  suchende  Zahl  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  die  Punktengruppe  [r,  jp,  q\  die 
drei  Flächen  jP^,  F^  und  F^  gelegt,  von  welchen  sich  die  beiden  letz- 
teren in  einer  O*^  schneiden. 

Auf  dieser  (7'^  wählen  wir  beliebige  y  i^"~^j  Punkte,  welche 

auf  &^    eine    Gruppe    [n — r,  p,  q]^   also   auch  irgend    eine    durch 
diese    Gruppe   gehende  F*-''    bestimmen.    Nehmen    wir    zu    diesen 

N  {^^  Punkten    noch    weitere    N  (^)  —  N  {—)  beliebige, 

der  Gruppe  [r,  p,  q\  angehörende  Punkte  an ,    so  dass  nun  im  ganzen 

N  (—  \  Punkte  auf  O «  als  willkürlich  gewählt  erscheinen. 
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Durch  diese  ^  |  — 1  Punkte   ist  aber  (uach  Satz  233)   auf  der 

O«  eine  Gruppe  [n,p,q]  bestimmt,  d.  h.  jede  beliebige  JF^,  welche 
durch  diese  Punkte  geht,  trifit  die  O^'^  noch  in  weiteren 

festen  Punkten. 

Zu  all  den  möglichen,  durch  die  JiT"!— j  Punkte  zu  führeuden 

Flächen  F^^  gehört  aber  auch  jene,  welche  in  die  obgenannten  zwei 
Flächen  F"^  und  F^^^  zerfällt.  Nachdem  aber  diese  die  O«  in  den 
beiden  Punktgruppen  [r,p,q]  und  [n — r,  p,  j]  schneiden,  so  folgt, 
dass  sich  die  letztgenannten  zwei  Gruppen  (auf  Grund  des  vorange- 
Abrten Satzes  233)  auch  als  Schnitt  der  O'f  mit  allen. andern  durch 

die  früher  gewählten  iV|— |  Punkte  geföhrten  F*»  ergeben  müssen. 

Erwägen  wir  schließlich ,  dass  von  den  N  (—)  angenommenen 
Punkten  nur 

m 

aus  der  Gruppe  [r,  p,  q]  gewählt  wurden ,  während  die  übrigen 

N  (*^) 
\pq/ 

Funkte  willkürlich  aufC^^  vertheilt  sind,  so  kommt  man  zu  dem  Be^ 

sultate,  dass  bei  der  Bestimmung  einer  F*^,  welche  durch  sämmtliche 

Punkte  einer  Gruppe  [r,  |>,  q]  gehen  soll,  nicht  alle  Punkte  dieser 

Gruppe,  sondern  nur  iV|— i  —  iVl^^^^l    als    „willkürliche** 

zu  rechnen  sind. 

Hiernach   wird   eine  F*" ,  .  welche   durch   N 1  —  1  —  N  i  ^^^^j 

Punkte  einer  Gruppe  [r,  p,  q]  gelegt  wird,  im  allgemeinen  alle  übrigei^ 
Pttiikte  dieser  Gruppe  enthalten,  während  das  Gesagte  nicht  eintritt, 
«obald  \3ie  bloß  durph 

\p.qf  \  p  q  / 

Punkte  der  Gruppe  [r,  p,  q\  geführt  worden  ist.  Mit  Bücksicht  auf 
das  früher  angenommene  Symbol  finden  wir  daher  die  Gleichung: 

\r,P,^)  \P  V  \  P'<L  f 

und  aus  derselben  den  Wert  für  das  Symbol : 

n{-^  \  =  iv(^)  -  nC^')  -  I. 

\r,p,q/  \pq/  \pqf 

Ptsohka,  DanUUende  n.  proJecÜTe  Geometrie.  II.  ]^7 
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§.  255. 

Es  Iftssi  ÜBb  nuB  leicht  zeigen ,   dass  dieser  eben  festgestellte 
Wert  aoek  ia.  den  beiden  Fällen 

n  =  r  und  n  <  r 
Ist  n&mlich  n  =  r,  so  wird 

also 

\r7p7i)  ~     Ip^/  "^ 
Gleichz^tig  ist   aber  diesfalls   die  Gruppe  [r,]?,  q]   mit  einer 

Gruppe  [n,p,q]  identisch.  Wenn  man  aber  duroh  ^{^)>  ^^o 
nach  der  vorstehenden  Gleichung  durdi 

Punkte  dieser  Gruppe  eine  F*^  fuhrt,  so  muss  diese  letztere  (nach 
Satz  233)  auch  durch  die  übrigen  Funkte  der  Gruppe  gehen,  womit 
die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen  ist. 

Setzen  wir  endlich  n  <  r,  so  ist 
also 

Eine  F^^  welche  durch  iVl  — j  Punkte  der  g^ebenen  Gruppe 

[^'jPfS]  g^ht,  hat  im  ganzen  mit  der  O«  n.p.q  Punkte  gemein, 
-kann  demnach  unmöglich  durch  alle  Punkte  der  Gruppe  [r,  j9,  {J  gehen, 
da  die  Anzahl  der  letzteren  gleich  r.p.q,  also  wegen  r>ni  auch 
r.p.q>  n.p.q  ist 

Die  F^  wird  somit  diesfalls  nur  dann  alle  Punkte  der  Gruppe 
K  Pf  ü]  enthalten  können ,  wenn  sie  überhaupt  alle  Punkte  der  Cum 
O«  enthält,  was  aber  (nach  Satz  227)  nur  dann  eintritt,  falls  die  F^ 
durch 

^  G-,) + >• 

oder  mit  Bücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung,  duroh 

beliebige  Punkte  von  (7^^  geführt  wird.  Nachdem  man  aber  diese 
Punkte  insbesondere  auch  der  gegebenen  Gruppe  [r,  p^  q]  entnehmen 


kann ,  so  ist  der  geforderte  Beweis  auch  fQr  den  Fall  n<,r  erbracht, 
und  es  folgt  daher  allgemein  der  Satz: 

243.   „Eine  Gruppe  [r,  j),  g]  eählt  hei  der  Bestimmung  einer 
durch  dieselbe  eu  legenden  F^  für 

unabhängige  (oder  unlVcürlich  anzunehmende)  Funkle.^ 

Mit  Rücksieht  auf  die  Bedeutung  des  Symbols  '^(-^i  findet  man 

\r,p,tlf  \Pif  \PiJ 

Ebenso  leicht  kann  nachgewiesen  werden,  dass: 

sei.    In  dem  Symbole  N  i    ^    \  k^^nnen  sonach  die  drei  Zahlu  r, 

p,  9  vertauscht  werden,  ohne  dass  dadurch  der  Wert  des 
Symboles  geändert  wird. 

Eine  weitere  Übereinstimmung  mit  den  Symbolen  N I  — 1  tmd 

^/^-^l  liegt  darin,  dass  in  dem  Symbole  N\f^ — )  jede  der  Zahlen 
r^  p^  2»  sobald  dieselbe  größer  als  n  ist,  weggelassen  werde«  kMp. 
Ist  beispielsweise  p>n^  so  findet  man: 

Wenn  aber  n<pl^  so  ist  bekanntlich: 

Bemerkenswert  ist   noch  der  Fall ,  wenn   n>jp  +  j  +  r  —  3. 

unter  dieser  Voraussetzung  ist  auch  n  —  r^jp-f-2  —  3  Wd 
niosooiehr  n  >  j>  +  g  —  3, 
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Es  gilt  demnaeh  der  bereits  früher   (§.  248)    gefundene  Wert: 

und  ebenso 
woraus  folgt,  dass: 

^     ^  Sn-^p-g  +  4        ^     ^  2(1»  >^r)-  p-g  +  4        ^    ^     ^ 

Es  besteht  daher  der  Sats: 

« 

244.  jjist  n>p-\-q  +  r  —  5,  so  zählen  sämmtliche  r.p  . q 
Punkte  der  Omppe  [r,  jj,  g]  bei  der  BegHmmung  einer  durdietdegen- 
den  F^  als  unabhängige  Punkte.^ 

Wenn  man  beachtet^  dass  in  dem  Falle,  ab 

Punkte  einer  Gruppe  :[n,  py  {]  ^  auf  einer  P"^  liegen ,  dieselben  noth- 
wendig  auch  einer  Oruppe  [r,  p,  q]  und  zwar  jener,  welche  sich  im 
Schnitte  der  F*"  mit  der  durch  [n,  p,  qj'  gelegten  O«  ergibt,  an- 
gel^ören  oküssen,  so  erhftlt  man  fQr  Satz  243)  auch  die  Form: 

245,  „Liegen  von  den  Punkten  einer  Chruppe   [n,  j),  q]   irgend 

n(-  **  i)  4-  i  Punkte  auf  einer  F".  und  können  diesM^  als  tiw- 

abhängig  von  eifiander*  betrachtet  werden,  so  serfäUt  die  Qruppe 
[n^py  g],  sobald  n>r  Ut,  in  zwei  Gruppen  [r,  p,  q]  und  [n — r,  p,  q]^ 
von  wdchendie  erstere  auf  der  genannten  F^  liegt. *^^ 


.1  I   w 


XL  Capitel. 

Projoctivische  Erzeugung  algebraischer  FIftchen  und  Ihrer 

Schnittcurven. 

§•  256. 

Schon  bei  früherer  Gelegenheit  (VII.  Capitel)  beschäftigten  wir 
uns  mit  der  Untersuchung  des  Ortes  der  Durchschnittscurven 
entsprechender  Flächen  zweier  projectivischer  Flächenbuschel,  dreier 
projectivischer   Flächenbündel  oder  Netze,   und  stellten  diesbezüglich 
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oamenUich  die  S&tze  192,  194,  197,  213,  214  aad  215  auf.  Mit 
Zagrundelegung  der  im  vorhergehenden  Capitel  entwickelten  Eigen- 
schaften sind  wir  nun  auch  in  der  Lage^  bez&glich  der  p r oje cti vi- 
schen Erzeugung  der  Flächen  und  fiaumcurven  weitere 
Sätze  abzuleiten. 

Vor  allem  wollen  wir  uns  der  projectivischen  Erzeugung 
einer  Curve  auf  einer  vorgegebenen  Fläche  durch  zwei 
projectivische  auf  dieser  Fläche  liegende  Baumcnrven- 
büschel  zuwenden. 

Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  voraus,  dass  auf  einer  i^  zwei 
projectivische  Curvenbüschel  b(n^p)  und  h{n^p)  von  der 
nij)-ten  resp.  n,  j9-ten  Ordnung  gegeben  seien,  dass  also  zwei  Curven- 
büschel n||>-ter  und  n,jp-ter  Ordnung  von  der  Art  vorliegen ,  dass 
einer  jeden  Curve  in  dem  einen  Büschel  eine,  aber  auch  nur  eine 
Curve  in  dem  anderen  Büschel  entspricht. 

Je  zwei  einander  entsprechende  Curven  dieser  beiden  Büschel 
schneiden  sich  in  einer  Funktengruppe  [n,,  n^,  p];  es  fragt  sich 
nun  um  die  Eigenschaften  jener  Curve,  welche  den  geome- 
trischen Ort  dieser  Funktgruppe  repräsentiert. 

Das  Baumcurvenbüschel  i{n^p)  der  n^j^-ten  Ordnung  auf 
der  />  ist,  wie  wir  wissen,  stets  der  Schnitt  der  F^  mit  einem 
Flächenbüsohel  JB**'  der  n-ten  Ordnung,  während  die  Basispunkte 
des  Curvenbüschels  b(;n^p)  die  n^n^p  Schnittpunkte  der  Flächß  I> 
mit  der  Basiscurve  C|**<*^  des  Flächenbüschels  J?"*  sind.  In  gleicher 
Weise  ist  auch  das  Baumcurvenbüschel  b{n^p)  der  n,jp-ten 
Ordnung  als  der  Schnitt  der  Fp  mit  einem  Flächenbüschel  J3*h 
n^-ter  Ordnung  aufzufassen,  wobei  gleichzeitig  die  n^n^p  Basispunkte 
des  Curvenbüschels  b  (n,  p)  die  Schnittpunkte  der  Fp  mit  der  Basis- 
curve C">">  des  Flächenbüschels  JB**»  repräsentieren. 

Erwägt  man  nun,  dass  durch  eine  Curve  des  Büschels  b  (n^  p) 
nur  eine  Fläche  des  Büschels  B^^  und  durch  eine  Curve  des 
Büschels  b{n^p)  gleichfalls  nur  eine  Fläche  des  Büschels  B^ 
gelegt  werden  kann,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  beiden  Flächenbüschel 
JB*h  und  B^  projeotivisch  auf  einander  bezogen  werden,  wenn  man 
in  diesen  Büscheln  solche  Flächen  sich  entsprechen  lässt,  welche 
durch  entsprechende  Curven  der  Curvenbüschel  b  (ngp)  und  b  (n^p) 
gehen. 

Je  zwei  entsprechende  Flächen  der  Büschel  B^  und  B^*  schnei* 
den  sich  in  einer  0^**>,  welche  ihrerseits  die  />  in  einer  Punkten- 
gruppe [n^nzP]  trifft.  Diese  Punktgruppe  ist  aber  identisch  mit 
jener  Funktengruppe,   in  welcher  sich  diejenigen  beiden  Curven  der, 


Büschel  b{n^p)  und  b{n^p),  durch  welche  die  obigen  einander  ent* 
sprechenden  Flächen  gehen,  schneiden. 

Der  geometrische  Ort  der  Punktgruppen  [n^n^p]^  welche 
sich  im  Schnitte  entsprechender  Curven  der  Carvenbüschel  b{n^p) 
und  &  (n, 2))  ergeben  y  ist  mithin  jene  Curve,  welche  als  Schnitt  der 
Hache  />  mit  der  von  den  Flächenbüscheln  JB**«  und  B"*  erzeugten 
Fläche  ^««+"«  resultiert. 

Die  Fläche  J^»i+'««  ist  (nach  Satz  192)  von  der  (n^  +  n^yten 
Ordnung,  und  geht  durch  die  Basiscurven  beider  Flächenbüschel  JB>^ 
und  JB"»;  ihr  Schnitt  mit  der  F^  wird  daher  eine  Cürve  ini  +  n^)pAer 
Ordnung  sein  müssen ,  welche  durch  jene  Punktgruppen  [n,  n^  p]  und 
[n^n^j»],  in  welchen  die  F^  von  den  eben  genannten  Basiscurven  ge- 
schnitten wird,  d.  i.,  wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  durch  die 
Basispunkte  der  beiden  Gurvenbüschel  b  (n^  p)  und  b  (n,  p)  geht 

Es  folgt  also  der  Satz: 

246a,  j^Das  Erzeugnis  zweier  proje(^vischer  Gurvenbüschel  n^p-ter 
und  n^p^ter  Ordnung  auf  einer  Fp  ist  eine  Curve  der  (n^'{-n^)p4en 
Ordnung,  welche  auf  der  F^  liegt  und  durch  die  Basispunkte  [w,  n^  p] 
und  [n^n^p]  beider  CurvenbOschel  geht^ 

§.  257. 

Denken  wir  uns  mit  Zugrundelegung  der  vorhergehenden  Be- 
trachtung statt  des  Curvenbüschels  b  (n,  p)  auf  der  f>  unmittelbar  ein 
dem  Gurvenbüschel  b{n^p)  projectivisches  Flächenbüschel  .B^ 
(als  dessen  Schnitt  mit  der  Fp  sich  das  dem  Büschel  b(njp)  pro- 
jectivische  Carvenbüschel  b  (n^  p)  ergibt)  ergeben. 

Diesfalls  schneidet  eine  Curve  des  Büschels  b  (n^p)  die  ihr  ent- 
sprechende Fläche  in  dem  Büschel  B^  in  derselben  Punktgmppe 
[^1  ^B  P]  f  ^^  welcher  die  besagte  Curve  die  (dem  Büschel  b  (n,  p)  an- 
geh(^ende)  Sdinittcurve  der  Fläche  Ff  mit  der  genannten  Büschel- 
fläche trifft. 

Das  Erzeugnis  des  Curvenbüschels  b  (n^p)  und  des  ihm  projec- 
tivischen  Fl&cfaenbfischels  JB**»  ist  sonach  wieder  die  vorher  erzeigte 
Curve  C^'^+*^^    Hiermit  ei^ibt  sich  der  Satz: 

246b.  „Das  Erzeugnis  eines  OurvenbOschels  n^p-ter  Ordnung 
auf  einer  F^  und  eines  zu  diesem  Büschel  projectivischen  Flachen^ 
büschels  n^'ter  Ordnung  ist  eine  auf  der  F^  liegende  Curve  der 
(n^-^n^)p^ten  Ordnung,  welche  einerseits  die  Basispunkte  [n^n^p^ 
des  OurvenbOsehels  und  andererseits  die  Punktengruppe  [wgWjjp],  in 
welcher  die  P^  von  der  Basiscurve  des  Flächenbüschels  gesdmäten 
wird,  enthält, ''^ 
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§.  258. 

üntersnchen  wir  nun,  ob  and  wie  eine  anf  einer  F^  lie- 
gende C^i*»i+»*»)  durch  zwei  projectivische  anf  F^  liegende 
Cnrvenbüsehel  n,jp-ter  nnd  n,p-ter  Ordnung  erzeugt 
werden  kann. 

Wir  wissen  (Satz  246  a),  dass  eine  (7^"«+"«>',  welche  durch  zwei 
Garyenbüschel  "bin^p)  und  hin^'p)  erzeugt  wird,  die  Basispunkte 
dieser  Büschel,  d.  i.  zwei  Punktgruppen  {n^n^p)  und  [n^ngj)],  und 
überdies  unendlich  viele  Panktgruppen  [n,  n^  p\ ,  das  sind  jene,  welche 
sich  im  Schnitte  entsprechender  Curven  der  Büschel  hin^p) 
und  {»(n^jp)  ergeben,  enthält. 

Setzen  wir  voraus,  dass  es  möglich  sei,  auf  der  vorgegebenen 
C7(»»i+"i)i»  eine  Punktengruppe  [w,w,  |?]  zu  finden. 

Diesfalls  kann  diese  Curve,  wie  unschwer  nachzuweisen  ist,  in 
der  That  als  das  Erzeugnis  zweier  Carvenbüschel  fe(w,  jp)  und  hin^p) 
betrachtet  werden. 

Gesetzt,  man  hätte  auf  der  C<»»i+»'>>p  eine  Punktengruppe  [w,w,^] 
gefunden.  Durch  diese  6ruj)pe  führen  wir,  was  stets  möglich  ist,  zwei 
auf  F^  liegende  Curven  O*'  und  C/»^. 

Die  O»^  und  die  C<**>+"»^'  treffen  sich  in  einer  Punktengruppe 
[*^ij  ^1  +  ^2»  Pj«  Da  aber  ein  Bestandtheil  dieser  Gruppe  die  vor- 
ausgesetzte Gruppe  [>»i^ii>]  ist,  so  muss  der  Best  (nach  Satz  239) 
eine  Gruppe  [n,  n^j^j  sein. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  die  C,"'''  mit  der 
C(*»i+"«)i',  außer  der  vorausgesetzten  Gruppe  \n^n^  /)],  noch  eine  Gruppe 
[n^ng^J,  gemein  hat. 

-? •'  1  +  1 

beliebigen  Punkten  der  F^y  welche  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
insbesondere  auf  der  C("i+»»»)i'  annehmen  können,  durch  eine  C*«'  ver- 
bunden werden.  .  > 

9 

Diese  O*^  hat  mit  der  C<*i+''»^'  die  Gruppe  [n^w,  p]  und  folg- 
lich (nach  Satz  239  resp.  240)  noch  eine  Gruppe  [n^n^jp]  gemein. 

Die  Curve  C',»»!»^  welche  mit  der  C<*''+"»)i'  die  beiden  Gruppen 

K^iJP]  ™d  \P'\'^P\v  ^^d  <*i6  Curve  C"»'',  welche  mit  C(**»+"«^'  die 
beiden  Gruppen  \n^^^p\  und  [n^najp]  gemein  hat,  bilden  zusammen 
eine  degenerierte  (7/'*»+"»>'. 

Die  genannten  vier  Gruppen  sind  sonach  Bestandtheile  der» 
Gruppe  |[(n|  +  n,),  (n, +  W5),  je>]\  welche  diese  0/»'»+*«>i'  mit  der  gen 
gebenen  CC^+^Of  bestimmt.  In  dieser  Gruppe  werden  die  beidea 
Theilgruppen  \nx'^\P\  ^°<J  K^P]»  als  Schnitt  der  C(»»+"«^i'  mib 
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der  C'*»',  eine  Gruppe  [n^,  (w,  4-Wj),  j>]  und  die  beiden  fibrigen 
daher  (nach  Satz  239)  eine  zweite  Gruppe  [n,,  (n^  -|-  n,),  p]  bilden 
müssen. 

Durch  diese  Gruppe  kann,  da  n,  -f  ^9  >  ^%  ist  (nach  Satz  234), 
nur  eine  einzige  auf  F>  liegende  C^^*f  geführt  werden. 

Setzen  wir  in  der  Betrachtung  für  die  Curve  C,**^  eine  beliebige 
andere  durch  die  Gruppe  [n^  w,  p]  gehende  Curve  C«**»'  voraus,  so  wird 
diese  die  C<*h+««)  p  noch  in  einer  Gruppe  [n,  w,  p]x  schneiden ,  welche 
wieder  nur  durch  eine  einzige  C«**'  mit  der  Gruppe  [»aW^jp]  yerbun- 
den  werden  kann. 

Die  sämmtlichen  Curven  C,"»^  und  Cx"»'  bilden  zwei  projec- 
tivische  Curvenbüschel  b{n^p)  und  ^(Wgp),  deren  Basispunkte 
beziehungsweise  durch  die  Gruppen  [WjW,|}]  und  [n^Wj^'J  repräsen- 
tiert sind. 

Je  zwei  entsprechende  Curven  C***'  und  (7,'*»'  dieser  Büschel 
haben  eine  Funktengruppe  [n,  n,  p]  gemein ,  welche,  zufolge  der  ge- 
pflogenen Erörterungen,  auf  der  vorgegebenen  Curve  C(**»^'"»)'  liegt,  so 
zwar,  dass  diese  letztere  als  das  Erzeugnis  der  beiden  Büschel  i(n^p) 
und  i(n^p)  betrachtet  werden  kann. 

Zu  demselben  Besultate  gelangt  man  auch,  sobald  vorausgesetzt 
wird,  dass  auf  der  (7("*+**»^'  eine  Gruppe  [««»9i>]  construiert  werden 
könne. 

Endlich  kann  aber  auch  die  Curve  0^"'+"*^'  als  das  Erzeugnis 
zweier  BQschel  h  (n,  p)  und  b  {n^  p)  aufgefasst  werden,  wenn  es  mög- 
lieh ist ,  auf  derselben  eine  Fanktgruppe  [n,  n,  p]  aufzufinden.  Die 
Existenz  einer  derartigen  Gruppe  [n,  n^j)]  bedingt  aber,  wie  bekannt, 
auch  die  Existenz  (von  mindestens)  einer  Gruppe  [n,n,  1?]  und  (von 
mindestens)  einer  Gruppe  [n^n^p]^  was  mit  Bücksicht  auf  den 
Satz  240)  sofort  zu  erkennen  ist,  wenn  durch  die  Gruppe  [n^nap] 
eine  JP""»  resp.  eine  F^*  gelegt  wird. 

Hiemit  ist  dieser  letztbesprochene  Fall  auf  die  früheren  zurück- 
geführt, und  es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

247.  y^Lässt  sich  auf  einer  0<«»+''»)  p  die  Existenz  einer  der  drei 
Gruppen  Kw, p],  [n^n^p]  oder  [n^n^p]  nachimsen,  so  kann  diese 
Cf^"»+«t)p  als  Erzeugnis  zweier  projectivischen  Curvenbüschd  pn^-ter 
und  pn^^-ter  Ordnung  betrachtet  werden.  EnthäÜ  die  C<*^+*^'  eine 
der  Gruppen  [n^n^p]  oder  [n^n^p]^  so  ist  diese  beziehungsweise  auch 
die  Basis  des  BOscheis  n^p-ter  resp.  n^p^ter  Ordnung;  enthält  sie 
aber  eine  Gruppe  [n^r^p]^  so  r^räsentiert  diese  den  Schnitt  zweier 
entsprechenden  Curven  der  erzeugenden,  projectivischen  Büschei.  Jede 
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Gruppe  [n^n^p]  auf  0('*»+''*^',  todche  mit  der  Gruppe  [«,  «ii>]  durch 
eine  O*^^  verbunden  werden  Jcann,  lässt  sich  mit  der  Gruppe  [nqn^p] 
durch  eine  O^^  verbinden.^ 

Die  beiden  Gruppen  [n,n,j?]  und  [n^n^jp]  auf  einer  (7("i-Hh)p, 
welche  gleichzeitig  die  Basispunkte  zweier  projectivischen, 
die  C^**«+»*>>i'  erzeugenden  Curvenbüschel  fe(n,i?)  und  6(w,p) 
Yorstellen,  werden  „zwei  Gegengruppen^  der  Curve  (7^'^+^' 
genannt. 

In  der  vorhergehenden  Betrachtung  haben  wir  gefunden ,  dass, 
wenn  eine  der  beiden  Gruppen,  beispiesweise  etwa  die  Gruppe  [n|n||>] 
vorliegt, 

Punkte  ihrer  Gegen gruppe  [»5 »gl?]  beliebig  auf  der  C<">**^ "»^ i»  an- 
genommen werden  können.  Da  diese  Zahl  positiv  ist,  wenn  n^^n^ 
ist,  dagegen  negativ  sein  wird,  sobald  n^<n^  ist,  so  folgt  unmittel- 
bar der  Satz: 

248.  j^Zu  einer  Gruppe  Kn^^]  auf  einer  C^^f^^^^p  können 
unendlich  viele,  oder  nur  eine  Gegengruppe  [n^n^p]  gefunden  wer" 
den,  jenachdem  n^>nj  oder  n„<:n^  ist.^ 

§.  259. 

Als  eine  nothwendig  zu  erfüllende  Bedingung  hat  sich  ergeben, 
dass  auf  der  CC^^+^^^p  eine  Gruppe  [n^n^p]  oder,  was  gleichbedeutend 
ist,  eine  Gruppe  [n,  n,  p]  oder  [n^  n,  p]  gefunden  werden  müsse,  wenn 
diese  (7^**»+"»)^»  das  Erzeugnis  zweier  projectivischen  Curven- 
bQschel  n,p-ter  und  n^p-ter  Ordnung  vorstellen  soll. 

Es  lässt  sich,  an  der  Hand  besonderer  Beispiele  nun  auch  un- 
schwer zeigen,  dass  nicht  jede  0  <*»!+»•»)  p  durch  zwei  derartige  Büschel 
erzeugt  werden  könne,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  nicht  auf  jeder 
(7(»«i+»,)p  eine  Gruppe  [njWji^]  vorfindig  sei. 

Setzen  wir  der  Einfachheit  halber 

Wj  =  1    und    1  +  «4  =  2 
und  fragen  wir  in  diesem  besonderen  Falle,   ob   auf  einer  C^^  eine 
Gruppe  [1,  1,  p]  existiert,  oder  mit  anderen  Worten ^  ob  es  auf  der 
Cp^  irgend  welche  j)  Punkte  gibt,  die  in  gerader  Linie  liegen. 

Dies  ist  oiDfenbar  nicht  der  Fall,  wenn  p>4  ist,  nachdem 
«ine  Baumcurve  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  vierpunktiger 
Secanten,  im  allgemeinen  aber  keine  fflnfpunktige  und  um  so 
weniger  eine  j^punktige  Secante  besitzt. 
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Schon  aus  diesem  einfachen  Beispiele  ist  za  entnehmen,  dass 
nicht  jede  Schnittcurve  C^i-^^'^p  einer  F^  und  einer  JP^»+"« 
gleichzeitig  das  Erzeugnis  zweier  projectivischen  Büschel  n^i^-ter  und 
n^P'ier  Ordnung  sein  könne,  woraus  sich  weiters  folgern  Usst,  dass 
das  Erzeugnis  zweier  projectivischen  Curvenbüschel  n^p-ter 
und  n2i>-ter  Ordnung  nicht  eine  allgemeine^  sondern  eine  besondere 
0(^1+»!) p  sei,  und  dass  endlich  auch  das  Erzeugnis  zweier  projec- 
tivischen Flächenbüschel  n,-ter  und  n^-ter  Ordnung  nicht 
eine  allgemeine,  sondern  eine  besondere  Fläche  (n,  +  ng)-ter 
Ordnung  sein  werde. 

§.  260. 
Erzeugung^  algebraischer  Flächen  durch  swei  reciproke  Flächennetse. 

An  früherer  Stelle  haben  wir  nachgewiesen,  dass  ein  jedes  Flä^ 
chennetz  oder  Flächenbündel  n-ter  Ordnung,  d.  i.  die 
doppelt  unendliche  Mannigfaltigkeit  aller  durch  [n,  n,  n] 
feste  Punkte  gehenden  Flächen  n-ter  Ordnung,  gleichzeitig  eine 
doppelt  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Flächen- 
buscheln  w-ter  Ordnung  vorstellt  (Satz  220),  oder  was  dasselbe 
ist,  ein  Flächennetz  w-ter  Ordnung  enthält  oo*  Curven  C****  der  »'-ten 
Ordnung,  d.  i.  die  Basiscurven  der  vorgenannten  Flächenbüschel,  welche 
durch  die  n^  festen  Basispunkte  des  Netzes  gehen. 

Zwei  Flächennetze  der  n,-ten,  resp.  der  n^-ten  Ordnung  können 
nun  derart  ein-deutig  geometrisch  auf  einander  bezogen  werden,  dass 
einer  Fläche  F"i  des  ersten  Netzes  eine  Curve  (?"»"»  im  zweiten  Netze 
und  umgekehrt  entspricht. 

Hierbei  ist  Folgendes  einerseits  nothwendig  und  andererseits 
selbstverständlich. 

Sind  JT/^i  und  F^**^  zwei  Flächen  des  ersten  Netzes  [w,  n,  w,], 
dagegen  Ci"»**»  und  Q**»*'*  die  ihnen  entsprechenden  Curven  im  zweiten 
Netze  [w^n^Wo],  so  muss  der  Curve  C"^%  in  welcher  sich  J\"»  und 
Fg»*»  schneiden,  die  Fläche  F***  entsprechen,  welche  durch  die  beiden 
Curven  C^*'»»'»  und  Q"»"»  geht. 

Eine  derartige  Verwandtschaft  nennt  man  die  „Beciprocität 
zweier  Flächennetze^  und  diese  Netze  selbst  werden  als 
^einander  reciprok''  bezeichnet.  .     . 

§.  261. 

Wenn  zwei  reeiproke  Fläohennetze  n^^ter  resp;  n^-ter 
Ordnung  gegeben  sind,  so  schneidet  eine  beliebige  Fläche  F^  des 
ersten  die  ihr  entsprechende  Curve  O«**^  im  zweiten  in  einer  PunUen« 
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gruppe   [n,  n^  n,]  und  eine  beliebige  Fl&ehe  JP**  des   zweiten  Netze» 
die  ibr  entsprechende  Cnrve  O*«*"'  im   ersten  Netze  in  einer  Grappe 

Der  geometrische  Ort  aller  dieser  Punktgruppen  wird 
das  „Erzeugnis^  der  beiden  reciproken  Fl  ächennetze* 
genannt. 

Da  in  jedem  der  beiden  Flächeanetze  oo^  Flächen  enthalteo 
sind,  so  besteht  aneh  das  genannte  Erzeugnis  beider  Netze  au& 
oo^  Fnnktgruppen,  dasselbe  wird  somit  eine  ^Fläche^  reprä* 
sentieren. 

Wir  wollen  uns  nun  eingehender  mit  der  Untersuchung  solcher 
Flächen,  welche  Erzeugnisse  reciproker  Flächennetze  sindr 
beschäftigen,  und  zunächst  deren  Ordnung,  d.h.  die  Anzahl  von 
Schnittpunkten  entsprechender  Elemente  beider  Netze^ 
welche  gleichzeitig  auf  einer  beliebig  im  Baume  ange- 
nommenen Geraden  G  liegen,  zu  bestimmen  suchen. 

Denken  wir  uns  vorerst  alle  Curven  C*»"»  des  ersten  Netzes 
mit  den  ihnen  entsprechenden  Flächen  i^^>  des  zweiten  Netzes  zum 
Schnitte  gebracht. 

Nehmen  wir  auf  G  einen  beliebigen  Punkt  x  an.  Durch  diesen 
Punkt  geht  eine  einzige  Curve  0*"'%  d.  i.  Basiscurve  jenes  Flächen- 
büschels,  welches  durch  die  Angabe  des  Punktes  x  aus  dem  Netze 
ausgeschieden  wird. 

Dieser  Curve  C"***»  entspricht  im  zweiten  Netze  eine  Fläche  jP**», 
welche  ihrerseits  die  Gerade  G  in  n^  Punkten  y,,  ^q..  ..y«,  schneidet. 

Wählen  wir  umgekehrt  auf  G  einen  beliebigen  Punkt  y.  Durch 
diesen  Punkt  gehen  unendlich  viele  Flächen  F***^  welche  ein  Büsche) 
n^-ter  Ordnung  bilden,  dessen  Basiscurve  C"»"»  ebenfalls  durch  y  geht. 

Den  Flächen  dieses  Büschels  entsprechen  im  ersten  Netze  un- 
endlich  viele  Curven  0»%  welche,  gemäß  der  Definition  reciproker 
Netze,  auf  einer  und  derselben  Fläche  F^^  des  Netzes  liegen,  d.  i. 
auf  derjenigen  Fläche  sich  vorfinden,  welche  der  vorgenannten  Basis- 
curve C^»"«  entspricht. 

Da  die  besagte  Fläche  F"»  die  Gerade  G  in  n,  Punkten  a;,, 
x^....x„^  trifft,  so  gibt  es  unter  den  auf  jP**»  liegenden  Curven  C"»"* 
iij,  welche  die  Gerade  G  schneiden. 

Aus  dieser  einAoben  Betrachtung  ist  sofort  zu  erkennen,  das», 
die  Punkte  x  und  y,  in  welchen  die  Curven  G^^^  des  ersten  Netzes 
und  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  P^  des  zweiten  Netzes  eine 
beliebige  Gerade  G  schneiden,  zwei  in  n^-n,- deutig  er  Beziehung 
stehende  Punktreihen' bilden. 
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Diese  Beihen  haben  nach  dem  Correspondenzprincip  (n,  -}-  ^) 
Doppelpunkte,  d.  h.  es  ereignet  sich  (n^  4-^)*ii^ftU  ^^^  ^^^ 
Punkt  X  mit  einem  der  ihm  entsprechenden  Punkte  y  zusammenfällt, 
-oder  mit  anderen  Worten,  auf  der  Oeraden  G  gibt  es  (n^  -f-  n,)  Punkte, 
4urch  deren  jeden  eine  Cur^e  O^  '*i  des  ersten  Netzes  und  gleichzeitig 
•die   dieser  Gurve  entprechende  Fläche  F^*   des   zweiten    Netzes  geht. 

Die  genannten  (n^-^-n^)  Punkte  sind  mithin  die  Schnitt- 
punkte der  Oeraden  G  mit  der  zu  untersuchenden  Fläche,  d.  h. 
die  letztere  ist  eine  Fläche  jF»*t+"»  der  (n,  4-w,)-ten  Ordnung. 

Bei  dieser  Betrachtung  sind  wir  von  den  Schnittpunkten  der 
€ur?en  (?'*>">  des  ersten  Netzes  mit  den  ihnen  entsprechenden  Flä- 
•chen  jP"*  des  zweiten  Netzes  ausgegangen. 

Es  ist  aber  leicht  nachzuweisen,  dass  die  auf  diese  Weise  er- 
zeugte Fläche  F^i+M.  gleichzeitig  auch  den  geometrischen  Ort 
-der  Schnittpunkte  der  Flächen  F^  des  ersten  Netzes  mit  den 
ihnen  entsprechenden  Curven  C^^  des  zweiten  Netzes  repräsentiere. 

Zum  Zwecke  dieses  Nachweises  wird  es  offenbar  genügen  zu 
zeigen,  dass  jeder  Punkt,  in  welchem  sich  eine  O'  **i  und  die  ihr  ent- 
sprechende F"*  schneiden,  gleichzeitig  auch  ein  Schnittpunkt  einer  F^ 
mit  der  ihr  entsprechenden  O*"»  ist. 

Nehmen  wir  diesbezüglich  an,  dass  durch  einen  Punkt  a  eine 
<J^^i*^i  und  zugleich  auch  die  der  letzteren  entsprechende  F^**^  des  an- 
deren Netzes  gehe.  Aber  nicht  allein  die  Fläche  F^*^,  sondern  unend- 
lich viele  Flächen  i^>,  welche  ein  BQschel,  dem  auch  JF\">  angehört, 
bilden,  gehen   sowie  dessen  Basiscurve  CS**»,  ebenfalls  durch  a. 

Den  Flächen  dieses  Buscheis  entsprechen,  zufolge  der  Definition 
reciproker  Netze,  im  ersten  Netze  unendlich  viele  Curven  C**^\  welche 
auf  einer  und  derselben  Fläche  F*"^  liegen,  die  ihrerseits  der  vor- 
genannten Basiscurve  C^»***  entspricht. 

Diese  Fläche  F">  muss,  nachdem  sie  die  der  Fläche  F^*^  des  er- 
wähnten FlächenbQschels  entsprechende  Gurve  Ci"'*'  enthält,  gleich- 
falls durch  den  Punkt  a  gehen;  der  Punkt  a  ist  demnach  nicht  nur 
der  Schnittpunkt  einer  G^^*^  mit  der  ihr  entsprechenden  F^*^,  sondern 
auch  der  Schnittpunkt  einer  C">"*  mit  der  ihr  entsprechenden  J^. 

Die  Fläche  jP»i+^  geht  sowohl  durch  die  n|.n|.n,  Basis- 
punkte des  ersten,  als  auch  durch  die  n^.n^.n^  Basispunkte 
des  zweiten  Netzes. 

Nachdem  nämlich  durch  jeden  der  Basispunkte  eines  Netzes  die 
sämmtlichen  Flächen  dieses  Netzes  gehen,  so  werden  auch  di^enigen 
hindurchgehen  müssen,  welche  den  durch  dieselben  Punkte  gehendea 
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Cnrven  des  zweiten  Netzes  entsprechen.   Als  Resultat  der  angestellten 
Betrachtungen  ergibt  sich  sonach  der  Satz: 

249.  „Das  Erzeugnis  zweier  reciproken  Flächennetze  n^-ter  und 
n^-ter  Ordnung  ist  eine  Fläche  1^+"»  der  (n^  -f  n^yten  Ordnung, 
Diese  Fläche  F^^-^*^  enthält]  einerseits  die  PunJctgruppen  [n,,  w,,  nj 
und  [n^,  w,,  n^],  welche  die  Basis  der  beiden  Netze  repräsentieren^ 
andererseits  aber  auch  unendlich  viele  Punktgruppen  [n^,  n^,  nj^ 
als  Schnitte  der  Curven  des  ersten  Netzes  mit  den  entsprechenden 
Flächen  des  zweiten  Netzes^  sowie  femer  unendlich  viele  Punkt-- 
gruppen  [w,,  w,,  n,],  als  Schnitte  der  Flächcfi  des  ersten  Netzes  mit 
den  ihnen  entsprechenden  Curven  im  zweiten  Netze,** 

Die  Basispunkte  [n^n^n,]  und  [n^n^n^]  der  beiden  eine  Fläche 
/^i+«»  erzeugenden  Flächennetze  wollen  wir  wieder  als  zwei  „Gegen-^ 
gruppen"  auf  der  Fläche  i^»+"*  bezeichnen. 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  und  beziehungsweise  als  eine 
Yeränderte  Form  des  Satzes  249)  ergibt  sich  unmittelbar  der  folgende  r 

250.  ^Jede  Gruppe  («,,  w,,  nj  auf  der  i?^»*i+«»)^  welche  mit 
einer  Gruppe  [n,,  Wp  n,]  durch  eine  (/*•»*•«  verbünden  werden  kann^ 
liegt  gleichzeitig  mit  der  Gegengruppe  [nj, ,  n^ ,  n^]  auf  einer  F\^ 

■  -  t  ■ 

§.  262. 

Lässt  sich  auf  einer  Fläche  jP^+"»  eine  Gruppe  [nj,  n,,  n,J 
finden,  so  gibt  es,  wie  man  sich  leicht  die  Überzeugung  verschaffen 
kann 9    auf   dieser    Fläche    überhaupt    unendlich    viele    Gruppea 

K ^i  ^1 1 »  [»»1  Wi  Wft]  1  [^x *»«  »*2]  und^  [n^ n^n^. 

Durch  die  erstgenannte  Gruppe  [n^  n,  n J  gehen  bekanntlich 
(Satz  200  und  205)  unendlich  viele  C^*i. 

Eine  jede  derartige  C*^***  schneidet  die  J?^i+*»  in  einer  Punkten- 
gruppe [n^,  n^,  n,  -f  wj,  welche,  da  ein  Theil  der  Schnittpunkte  die 
vorgenannte  Gruppe  K.npnJ  bildet  (nach  Satz  239),  in  diese  letztere 
und  in  eine  Gruppe  [nj,  n^,  n^]  zerfällt. 

Lfegen  wir  weiters  durch  diese  Gruppe  [n,,  w,,  n^]  eine  (7*^*^,  so- 
trifft  diese  die  fS+»H  in  einer  Punktengruppe  [n^  n^^  Wj  +  n,^],  welche 
ihrerseits  wieder  in  die  Grupj)e  [w, w^nj  und  in  eine  Gruppe  [n^n^n^ 
zerfällt. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  endlich,  dass  eine  durch  die 
Gruppe  [w-WanJ  gelegte  O***»  mit  der  F^-^^  außer  der  genannten» 
Gruppe  [n,,  n,,  n^  noch  eine  Gruppe  [n^,  n,,  n,]  gemein  haben  muss. 

Mit  Berücksichtigung  des  Satzes  237)  finden  wir  ferner,  dass 
sich  durch  die  beiden  vorbezeichneten  Curven  C"»*^  und  C^%  weil 
sie  eine  Gruppe  K,  ti,,  n,]  gemein  haben,    eine  i^^s   und   dass  sich 
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weiter  auch  in  gleicber  Wkiw  durch  die  beiden  Car?en  O«"*  und 
CS^  eine  F^  legen  lasse. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  zu  mNbttcsuchen,  ob  auf  einer 
beliebigen  2^+%  welche  eine  Gruppe  [n,,  w^»  nj  fmtlim,4ie8e  Gruppe 
[n^n^n^]  und  irgend  eine  von  den  unendlich  vielen  Gruppen  [i^n^ng], 
welche  auf  die  in  der  vorhergehenden  Betrachtung  angegebene  Waiae 
gefunden  werden  können ^  als  Gegen gruppen  auf  der  i^+"s  be- 
trachtet werden  können,  d.  h.  ob  es  möglich  ist,  die  Flftche 
ir^t+<«t  vermittelst  zweier  reciproker  Flächennetze,  deren 
Basispunkte  durch  die  genannten  zwei  Gruppen  [n^ninj 
and  [n^n^nj  dargestellt  sind,  zu  erzeugen. 

Vorausgesetzt,  wir  hätten  aus  der  auf  F^^  +  ">  existierenden  Gruppe 
In^n^n^]  drei  Gruppen  [nin^n^^  [^i^^^s]  ^^^  [^^t^s^sj  &uf  die  früher 
besprochene  Art  abgeleitet.  Hierbei  liegen  die  Gruppen  [nin^nj  und 
(n,  n,  fi^J  auf  einer  (7"«*»,  KnjnJ  und  [»,  w^nj  auf  einer  C*«»"»,  sowie 
[n^^^n^l  und  [n^n^nj  auf  einer  C*»«"«.  Die  Curven  C"«"«  und  0«"» 
können  daher  (nach  Satz  237)  durch  eine  i^>,  die  Curven  0>"«  und 
Ct^i  dagegen  durch  eine  F^^  verbunden  werden.  Die  F^  enthält  dem- 
iremäß  die  drei  Gruppen  [n^iiinj,  K^t^s]  und  [^i^i^nj,  während 
die  /^>  die  drei  Gruppen  [ti|n|n,],  [^ttian,]  und  [ngn^n,]  in  sich 
schließt. 

Die  jP»*t+''«  wird  von  der  i^»  in  einer  0>  <"«  +  "«>  gechnitten,  welche 
durch  die  drei  Punktgruppen  [niH^nJ,  [^i^i^J,  [n^n^n,]  führt, 
und  von  der  -F"*  in  einer  C"»^"»  +  "«)  getroffen,  welche  durch  die  drei 
Oruppen  Kniti^J,  K  11,11,]  und  [n,n,n,]  geht 

Denken  wir  uns  endlich  noch  durch  die  beiden  Gruppen  \n^  n^  nj 
und  [W|n|nJ  eine  auf-F"«  +  "«  liegende  Cj"» (**  +  *»>,  vermittelst  einer 
jF\"«,  gefthrt.  Dieselbe  hat  mit  der  C"»  <"*  +  "«>  die  Gruppe  Ki^nJ 
gemein ,  muss  dieselbe  daher  noch  in  einer  Gruppe  [n^  n^  n,]|  schneiden. 

Die  Curve  0»<*»  +  "«^  kann  (nach  Satz  247)  durch  zwei  pro- 
jectivische  Curvenbüsehel  6  (O»"»)  und  6  (0>'*»)  nitii-ter» 
resp«  n|fi,-ter  Ordnung  erzeugt  werden,  dereu  Basispunkte  be- 
ziehungsweise durch  'die  Gruppen  [n^  n^  n.  ]  und  [n^  n^  tt^]  dargesfasUt 
erscheinen. 

Ebenso  kann  die  Curve  (?,'">(''>  +  ***)  durch  2wei  projectivisohe 
Büschel  .b|  (O»**»)  und  \  (C?*>"«)»  ™it  den  Basisgruppen  K^iW,]  und 
l^i^s^fji*  ^^d  endlich  auch  die  Curve  (?(''&  +  **>)'•>  durch  zwei  Büschel 
*,((?•«"»)  und  6a(0**«)t  deren  Basisgruppen  [»i»in,]  und  [n,n^nj  sind, 
dargestellt  werden. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  C<"> +  '*>>''*  auf  einer  F^*  Üogt,  dass 
fiie  femer  die  vier  Gruppen  [n^,  n|,  tii],  [n^tii,  n,],  fiii,  n,.  n|J   und 
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[n,,  I»,,  n,]  enth&lt,  von  welchen  bei  der  projectivischen  Erzeugung 
Ton  CC'i  +  **>) «*>  die  erste  und  die  letzte  Gruppe  als  Gegengruppen 
angesehen  werden  können,  und  beachtet  man  weiters,  dass  die  beiden 
Gruppen  In^n^n^']  und  [n^n^n^}  auf  einer /""s  also  auch  auf  der- 
jenigen (7**^"»  liegen,  welche  sich  im  Schnitte  der  letztgenannten  F^ 
mit  der  obbezeicbneten  F^*  ergibt,  und  lässt  man  endlich  nicht  außer- 
acht,  dass  ebenso  auch  die  beiden  Gruppen  [»itiin,]  und  [»ingn,]| 
durch  eine  F/»,  also  auch  durch  eine  C,"»"«  (Schnitt  von  F^^  und  -P"») 
verbunden  werden  kOnnen,  so  folgt  mit  Zugrundelegung  des  Satzes  247), 
dass  durch  die  Gruppen  Kn^n,]  und  [n^n^tt^]  eine  0«**>  und  ebenso 
durch  die  Gruppen  [njnjnjj  und  [w,n,n,]  eine  C,"«"»  gelegt  Wer- 
ken kann. 

Die  Curve  C"»"»  hat  mit  jeder  Curve  des  BQschels  6((7*«*»)  die 
Gruppe  [tti  n^  n^]  gemein,  und  kann  daher  (nach  Sats  237)  mit  jeder 
aolchen  Curve  durch  eine  F***  verbunden  werden.  Alle  diese  F^*  bilden 
daher  einFl&chenbüschel  n^-terOrdnung,  welches  zu  dem  Curve  n- 
b fisch  el  bCO«***)«  nachdem  die  einzelnen  Fl&chen  desselben  ein- 
deutig aus.  den  Curven  von  b(0"i*»)  hervorgehen,  projectivisch 
ist.    Wir  wollen  dieses  Büschel  mit  B  {F"*)  bezeichnen. 

In  gleicher  Weise  Iftsst  sich  die  Curve  C^^i^*  mit  allen  Curven 
des  Büschels  &|(0>**)  durch  Flftchen  F/>  verbinden,  welche  ein  zu 
diesem  Curvenbüschel  b|(0"»)  projectivischeg  Fl&ohen- 
btschel  B|  (P^)  bilden  werden. 

Nachdem  die  beiden  Curvenbüschel  &(C'<'>)  und  \{C^^t)  %u, 
den  Curvenbfisoheln  b{C!***^)  und  &|(O<"0  projectivisch  sind,  so 
ist  auch  das  Fl&chenbüschri  B{F^)  zu  dem  Curvenbüschel  &(0«>), 
und  ebenso  das  Flüchenbflschel  Bt  (JP^O  ^  dem  Curvenbüschel  b^  (0<"t) 
projectivisch. 

Weiters  sind  die  beiden  Curvenbüschel  &(O«»0  und  6j(CK%), 
da  dieselben  die  Gruppe  [n,  n^nj  enthalten,  Bestandtheile  des  durch 
die  letztere  Gruppe  repräsentierten  Flächennetzes  ng-ter  Ord- 
nung, während  die  beiden  Flächenbüschel  B(F^)  und  B^{F^) 
Bestandtheile  des  durch  die  Gruppe  [n,n,n,]  dargestellten  Flächen- 
netzes n^-ter  Ordnung  sind,  indem  die  einzelnen  Elemente  dieses  Netzes 
die  genannte  Gruppe  enthalten. 

Durch  die  vorher  nachgewiesene  Projectivität  von  6(0"»"»)  und 
B(/^»);  ^ö^  6|(C"*"0  und  B^{F*^)  ist  somit  auch  die  reciproke 
Beziehung  der  beiden  Netze  [n,  n|n,]  und  [ti^n^ns]  festgestellt 

Das  Erzeugnis  dieser  beiden  Netze  ist  eine  /^|*h  +  *is^  welche  die 
beiden  Curven  C*'*^"»  +  *'">  und  C,  *•»<*•»  +  "«>  —  als  gleichzeitige  Erzeug- 
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nisse  der  Büschel  6(O«»0  und  6(O»*»0»  resp.  6,(Oi*h)  und  6,(0»"«) 
—  sowie  auch  die  Basisgruppen  [Win,  w,]  und  [w^w^t^J  der  beiden 
Netze  in  sich  schließt. 

Die  ii^^  "«  +  ••»  hat  also  mit  der  gegebenen  F"i  +  »»«  die  beiden 
Curven  (7^"i  +  "t)Hi  ^nd  (7^(«i  +  »ii)»ti^  welche  zusammengenommen  einen 
Ort  der  2nj(n^4-W2)-ten  Ordnung  repräsentieren ,  gemein. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  vorhergehenden  Betrachtung 
können  wir  ohne  weiters  n^  >  n^  setzen,  woraus  folgt,  dass 

2n,  (n^  4-  w,)  >  (nj  +  n,)  (n^  +  nj 

ist,  dass  also  F|"i  +  **>  mit  der  gegebenen  F"»  +  **«  zusammenfällt. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  ursprünglich  gegebene  F»'»  +  "«  als  das 
Erzeugnis  der  beiden  Netze  [w,Wj«,]  und  [w^n^n^]  angeseheö 
werden  kann.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

251.  yjEnthäU  eine  F«»  +  »»i  eine  Gruppe  [nln^n^],  so  Jcann  die- 
selbe auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  reciproke  Flächennefjse 
n^-ter,  resp.  n^-ter  Ordnung  erzeugt  werden,  von  welchen  das  erstere 
die  oben  genannte  Gruppe  [n,  w,  wj  zur  Basis,  und  das  zweite  irgend 
eine  aus  dieser  Gruppe  abgeleitete  Grruppe  [n^n^n^  zur  Basis  hat.^ 

*  *  .  • 

§.  263. 

Denken  wir  uns  auf  einer  F"^^**»  eine  Gruppe  [n|n,nj,  und 
legen  wir  durch  diese  Gruppe  beliebige  Curven  C^^^  so  wird,  wie 
bereits  bekannt,  jede  dieser  O»'*^  die  F*»*  +  '**  noch  in  einer  Gruppe 
[«,n|Wj  schneiden. 

.  Findet  sich  auf  der  /""» +  ">  die  Gruppe  [n^  n^  n,]  vor,  so  existiert^ 
überdies,  wie  wir  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  wissen,  zu 
dieser  Gruppe  stets  mindesten«  eine  Gegengruppe  [%f^s^l» 
welche;  wie  ebenfalls  bereits  bekannt,  mit  jeder-  der  yorgenannteu 
Gruppen  [»,  n^  n,]  durch  eine  F*'*  verbunden  w:erden  kann. 

Die  sämmtlichen  Flächen  jF"»  >  welche  man  auf  diese  Weise  er- 
hält, bilden  ein  Flächennetz  n,-t er  Ordnung,  vermittelst  dessen 
die  i^*»  +  *'»  erzeugt  werden  kann. 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  n^  >n^,  so  kann  (zufolge  Satz  234) 
durch  jede  Gruppe  [w,w,nj  nur  eine  einzige  /""*  gelegt  werden^ 
welche  dem  vorgenannten  Flächennetze  angehören  muss.  Es  folgt  mithin 
der  Satz: 

252.  j^Existiert  auf  einer  F^^^"^^^  eine  Gruppe  [n^n^n^l  und 
ist  gleichzeitig  w,  >  Wg,  so  wird  jede  durch  [n^n^n^]  gelegte  (y^^t 
die  F^i  +  **>  in  einer  Gruppe  [Wj  w,  w^]  schneiden ,  durch  welche  eine 
einzige  1^>  gefülwt  werden  iann.  Die  den  sämmtlichen  Gruppen 
[n^,  Wi,  n^]  entsprechenden  F"»  bilden  ein  Flächennetz  ^  dessen  Basis*- 
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punkte  [n,,  w,,  w,]  auf  F^^-^*'*  liegen,  welches  NeU  zu  dem  Netze 
[n^,  Wj,  Wj]  redproh  ist,  und  in  Verbindung  mit  dem  letzteren  die 
/'»h  +  «a  erzeugt.^ 

§.  264. 

Aus  dem  soeben  aufgestellten  Satze  folgt,  dass  zu  einer  Gruppe 
[n,,w,,»j)  auf  einer  i^»»i  +  »i  nur  eine  einzige  Gegengruppe 
[n,,  Wg,  w,]  gefunden  werden  kann ,  sobald  n^  >  n^  ist. 

Ist  jedoch  nj  <  n^ ,  so  können  (in  Gemäßheit  des  S^zes  236) 
durch  irgend  eine  der  Gruppen  [w^njjwj  unendlich  viele  ein 
Büschel  bildende  Z^*»»  gelegt  werden;  es  gibt  also  in  diesem  Falle 
auch  unendlich  viele  Gegengruppen  [n^,  n^,  w,J  zu  der  Gruppe 
[n,,  n,,  n,].    Hiemach  erhalten  wir  den  Satz: 

253,  f^Zu  einer  Punktengruppe  [n^,  w^,  »j]  aw/*  einer  F^  +  "^  gre- 
hört  entweder  eine  einzige^  oder  aber  unendlich  viele  Gegengruppen^ 
[n^,  n^,  n^l  ^e  nocftc^em  Wj  >  w^  oder  n^  <  n„  ist." 

§.  265. 

Die  vorausgeschickten  Betrachtungen  und  die  aus  denselben  ent- 
springenden Sätze  lehren  einerseits,  dass  eine  F**^-^*^  in  dem  Falle 
durch  zwei  reciproke  Flächennetze  nj-ter  resp.  Wj-ter  Ord- 
nung erzeugt  werden  kann,  wenn  sich  auf  der  JP~i+"i  zwei  Gegen- 
gruppen [n^,  n^,  n^]  und  [n^,  n^,  nj  finden  lassen,  und  andererseits,  dass, 
wenn  auf  der  JF*i+">  eine  Gruppe  [W|,  nj,  w,]  existiert,  stets  minde- 
stens eine  Gegengruppe  [n,,  n»,  nj  zu  der  ersteren  Gruppe  be- 
stimmt werden  kann. 

Hiernach  ist  die  Möglichkeit  der  Erzeugung  einer  F"»+»»>  durch 
zwei  reciproke  Flächennetze  »^-ter  resp.  Wj-ter  Ordnung  auf  die  Con- 
structionsmöglichkeit  einer  Gruppe  [win^wj  auf  l^i+**»  zurückgeführt. 

Bisher  ist  es  noch  nicht  gelungen,  allgemein  nachzuweisen,  dass 
auf  einer  beliebigen  F*^+***  eine  Gruppe  [n^,  n^,  nj  gefunden  werden 
könne;  doch  gelangt  man  für  gewisse  specielle  Fälle  anstandslos 
zu  wichtigen  Sätzen,  die  wir  nun  abzuleiten  und  aufzustellen  ver- 
suchen wollen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  auf  einer  beliebigen  F^  einen 
Punkt  A  beliebig  an.  Dieser  Punkt  kann  als  der  Schnitt  dreier  I'\ 
d.  i.  als  der  Schnitt  dreier  Ebenen  betrachtet  werden.  Derselbe 
repräsentiert  somit  immer  eine  Gruppe  [1,  1,  1]. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  253)  können  auf  der  F^  zur 
Gruppe  [1,  1,  1]  unendlich  viele  Gegengruppen  [n  —  1,  n  —  1,  n — 1] 
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gefunden  werden;  es  kann  demnach  die  F^  durch  ein  Flächennetz 
erster  Ordnung  (Ebenenbündel)  und  ein  zu  demselben  reciprokes 
Flächennetz  (n — l)-ter  Ordnung  erzeugt  werden.  Es  ergibt  sich  hier- 
mit der  Satz: 

254.  „Jede  beliebige  F^  kann  durch  ein  Ebenenbündel  und 
ein  demselben  reciprokes  Flächennäz  (n  —  1)-  ter  Ordnung  erzeugt 
werden.  Als  Scheitel  des  Ebenenbündels  Jcann  jeder  beliebige  Punkt 
der  F^  gewählt  werden."' 

§.  266. 

Ebenso  einfach  kann  nachgewiesen  werden,  dass  eine  Fläche 
ti-ter  Ordnung  stets  und  auf  unendlich  viele  Arten  durch 
zwei  reciproke  Flächennetze  der  zweiten  und  der  (n  —  2)- 
ten  Ordnung  erzeugt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  demnach  vorerst  die  F^  durch  eine  beliebige  F^ 
in  einer  C*"  geschnitten. 

Ist  n>2,  so  besitzt  die  C^^  bekanntlich  mehr  als  vier  schein- 
bare Doppelpunkte,  d.  h.  durch  einen  beliebig  im  Baume  an- 
genommenen Punkt  8  gehen  stets  mehr  als  vier  zwei-punktige 
Secanten.  Wählen  wir  unter  diesen  Secanten  vier  beliebige  aus, 
welche  wir  mit  g^,  g^,  g^  und  g^  bezeichnen  wollen,  und  welche  die 
(7^**  in  den  Punktepaaren  a^b^;  02^2;  ^3^3  ^^^  ^4^4  schneiden  mögen. 
Die  eben  genannten  acht  Funkte  gehören,  als  Punkte  der  C^**,  sowohl 
der  F^,  als  auch  der  JP*  an. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  durch  die  vier  Geraden  jf^,  g^^ 
9zy  9a  unendlich  viele  Kegel  zweiten  Grades  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Scheitel  S  gelegt  werden  können,  und  dass  diese  Eegel  ein 
Büschel  bilden  (indem  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  des  Baumes 
nur  ein  solcher  Kegel,  d.  i.  jener  geht,  welcher  außer  den  vier  festen 
Erzeugenden  g^,  g2,  g^,  g^  auch  die  Erzeugende  Sx  enthält),  so  ist 
einleuchtend,  dass  dieses  Büschel  von  Kegelflächen  zweiter  Ordnung, 
die  Z'*  in  einem  BaumcurvenbOschel  2.2-ter  =  vierter  Ordnung  schnei- 
den wird,  dessen  Basispunkte  die  früheren  acht  Punkte  a^.  &i;  ^2*^2^ 
^3'^s)  ^4' ^4  ^^^^*  uu^  dass  diese  letzteren  somit  eine  Punktengruppe 
[2,  2,  2]  repräsentieren. 

Da  ferner  diese  Puuktengruppe  auch  auf  der  F*^  liegt,  so  lässt 
sich  (nach  Satz  253)  auf  F*"  zu  derselben  stets  mindestens  eine 
Gegengruppe  [n — 2,  w  — 2,  w  — 2]  finden,  und  kann  daher  F^  durch 
zwei  reciproke  Flächennetze  zweiter  und  (n — 2)-ter  Ordnung 
erzeugt  werden.    Mithin  besteht  der  Satz: 
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255.  „Jede  beliebige  F^  Tcann,  wenn  n>  2  ist,  auf  unendlich 
viele  Arten  durch  zwei  reciprohe  Flächennetjse  zweiter  und  (n-^-Syter 
Ordnung  erzeugt  werden.^ 

§.  267. 

Es  wurde  vorher  nachgewiesen,  dass  auf  jeder  C^^  eine  Gruppe 
[2,  2,  2]  konstruiert  werden  kann. 

Wenn  wir  nun  jp  =:  2 ;  n^  =  2  und  w,  =  n  —  2  setzen,  so 
folgt  aus  Satz  247)  unmittelbar  der  folgende: 

256.  „Jede  (?**  k(mn,  wenn  n  >  2  ist^  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  zwei  projectivische  Curvehbüschel  2.2-ter  und  2 (n^  2) 4er 
Ordnung  erzeugt  werden,^ 

Existiert  auf  einer  2^  eine  O-^,  so  kann  man  die  letztere  durch 
eine  beliebige  F^  in  einer  Gruppe  [p^p^p]  schneiden,  welche  selbst- 
verständlich auch  auf  der  F**  liegt.  Auf  der  F^  kann  daher  (nach 
Satz  253)  zu  [p,  p,  p]  stets  mindestens  eine  Gegengruppe 
[n  — p,  n  --  p^  n  —  jp]  gefunden  werden,  d.  h.  F^  lässt  sich  durch 
zwei  reciproke  Flächennetze  jp-ter  und  (n — p)-ter  Ordnung  erzeugen. 

Unter  der  Annahme  des  Vorhandenseins  einer  O^  auf  der  F^ 
kann  jedoch  die  letztere  auoh  durch  zwei  projectivische  Flächen- 
büschel p'ter  und  (n— p)-ter  Ordnung,  wovon  das  erstere  die  C^p 
zur  Basiscurve  hat,  hervorgebracht  werden. 

Legen  wir  behufs  des  Nachweises  durch  die  C^p  eine  Fp,  welche 
die  F^  noch  in  einer  C'*^-'P)p  schneiden  wird. 

Ebenso  schneidet  eine  durch  C^^-p)p  gelegte  F*-p  noch  in  einer 
(^n-pKn-p)^  Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  C^^-pK^^-p)  als 
Basiscurve  fQr  das  zweite  Flächenbüschel  gewählt  werden  kann. 

Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  unter  der  Voraussetzung,  dass 
q>n  sei,  eine  beliebige  J^,  welche  die  F^  in  einer  C*»«  und  die 
beiden  Curven  Cpp  und  C^»»-j»)  »-p)  in  den  Punktgruppen  [p,  p,  q]  und 
[n  —  p,  n  —  JP,  q]   schneidet. 

Die  C***9  kann  (nach  Satz  247)  durch  zwei  projectivische 
Banmcurvenbüschel  pq-tei  und  (n — ^)g-ter  Ordnung  er- 
zeugt werden,  welche  beziehungsweise  die  Gruppen  [p,  p^  q]  und 
[n  —  jp,  n—p,  q]  als  Basispunkte  besitzen. 

Die  Curven  dieser  beiden  Büschel  können  nun  mit  den  Curven 
Cpp  resp.  (^»•-i'Hn-p)  (Satz  237)  durch  Flächen  p-ter  resp.  (w  — jp)-ter 
Ordnung  verbunden  werden,  wodurch  zwei  projectivische  Flächenbüschel 
jp-ter  und  (n— jp)-ter  Ordnung  entstehen,  deren  Basiscurven  bezie- 
hungsweise Cpp  und  CC^-pX"-!»)  sind.  Diese  beiden  Flächenböschel 
erzeugen  (nach  Satz  192)  eine  Fj",  welche  durch  die  Basiscurven  C^p 
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und  C^*-p){»*-i»)  geht,  und  welche  auch  die  frühere  Curve  O-«  ent- 
hält, nachdem  diese  das  Erzeugnis  der  beiden  den  Flächenbüscheln 
angehörenden  Curvenbüschel  ng-ter  und  (n — jp)g-ter  Ordnung  vor- 
stellt. 

Wir  sehen,  dass  diese  ^j"  mit  der  gegebenen  F^  die  drei  Curvea 
Cpp^  C^«-p)(«-i»)  und  0-«,  d.  i.  einen  Ort  von  der  Ordnung 

P  '  P  +  (n  —  p)  {n  —  p)  +  n  .  q  =  n  .  n  —  2p  {n  —  p)  +n  .q 
gemein  haben. 

Wenn  nun   g  >  w   ist,  also  etwa   q  =  n  -\-  a   ist,  so  wird : 
nq  —  2p  {n  —  p)  =  n'  —  2p  (w  —  jp)  +  wa 

also  stets  positiv,  d.  h. 

w  .  n  +  (n  —  p)  (n  —  1?)  +  w  .  g    ist  stets   >  n  .  n. 

Die  beiden  Flächen  f^  und  F^*^  haben  somit  eine  Curve  von 
höherer  als  der  n.n* ten  Ordnung  gemein  und  müssen  daher  iden- 
tisch sein.    Mithin  besteht  der  Satz: 

257.  ^Enthält  eine  F^  eine  C^-^,  so  kann  sie  durch  zwei  pro- 
jectivische  Flächenbüschel  p-ter  und  (n — p)'ter  Ordnung^  von  welchen 
das  erstere  die  vorgenannte  (y^  zur  Sasiscurve  hat,  erzeugt  werden.^ 

§.  268. 

Aus  den  bisher,  bezüglich  der  Schnittcurven  algebraischer 
Flächen  und  der  drei  algebraischen  Flächen  gemeinschaftlichen 
Punktgruppen  allgemein  entwickelten  Sätze  können  durch  Specialis 
sierung  der  Werte  n,  p,  g,  r  zahlreiche,  zwar  bekannte,  aber  auf  an- 
derem Wege  abgeleitete  Sätze  hinsichtlich  der  Flächen  zweiter 
und  dritter  Ordnung  und  der  ßaumcurven  vierter  Ord- 
nung, ohne  weiters  entwickelt  werden. 


XIL  Capitel. 
Theorie  der  Polaren  algebralecher  Flächen. 

§.  269. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Fläche  F^  der  n-ten  Ord- 
nung gegeben,  welche  eine  Doppelcurve  &-ter  Ordnung  und 
eine  Cuspidalcurve  c-ter  Ordnung  besitzen  möge  (wobei  die 
Doppelcurve   und   Cuspidalcurve   auch   aus  Curven  niederer  Ordnung 


277 

mit  der   Ordnungs summe   b  resp.  c  bestehen  kann),  und  nehmen 
wir  irgend  einen  Punkt  P  im  Baume  an. 

Eine  willkürliche  durch  P  gelegte  Ebene  e  schneidet  die  gege- 
bene Fläche  F*"  in  einer  Curve  O  der  w-ten  Ordnung,  welche 
b  Doppelpunkte  und  c  Bückkehrpunkte,  d.  h.  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  Ebene  e  mit  der  vorgenannten  Doppelcurve 
resp.  Guspidalcurve  besitzt. 

Die  „erste  Polare'^  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Schnitt- 
curve  C*  als  „Fundamentalcurve",  ist  (nach  Satz  73)  eine  Curve 
P"~^  der  (n  —  l)-ten  Ordnung,  welche  durch  die  6  Doppelpunkte 
und  c  Bückkehrpunkte  der  Curve  C^,  sowie  auch  durch  die  Berüh- 
rungspunkte der  von  P  aus  an  C*  gezogenen  Tangenten,  deren 
Anzahl  m  (Satz  70  resp.  93)  durch 

m  =  w  (n  —  1)  —  2b  —  3c 
ausgesprochen  wird,  geht. 

Ein  Gleiches  gilt  für  jede  andere  durch  P  gelegte  Ebene  e. 

Die  s&mmtlichen  oo^  durch  P  gehenden  Ebenen  e  (alle  Ebenen 
des  Ebenenbündels  mit  dem  Scheitel  P)  schneiden  die  gegebene  F*^ 
in  cx>*  Curven  O,   deren  jeder  eine   erste  Polare  F*"-^  entspricht. 

Es  können  diesfalls  zwei  verschiedene  Fälle  unterschieden  werden 
und  zwar: 

a)  Die  sämmtlichen  Polaren  P*""^  bilden  ein  zwei-stufiges  System 
ebener  Curven  allgemeiner  Art,  oder 

b)  dieselben  bilden  in  ihrer  Gesammtheit  insbesondere  eine 
Fläche  der  (n  —  l)-ten  Ordnung,  deren  ebene  Schnitte  sie  vorstellen. 

Es  unterliegt  keinem  Anstände,  zu  zeigen,  dass  in  der  That 
diesfalls  das  letztere  eintritt. 

Berücksichtigen  wir  nämlich  die  wesentliche  Eigenschaft  aller 
Flächen,  dass  dieselben  von  Ebenen,  welche  durch  eine  und  dieselbe 
Gerade  gelegt  werden,  in  Curven  geschnitten  werden,  die  sämmtlich 
durch  die  nämlichen  Punkte  der  obbezeichneten  Geraden  gehen  müssen, 
und  zwar  durch  jene  Punkte  führen,  in  welchen  die  letztere  die  Fläche 
trifft,  so  lässt  sich  der  geforderte  Beweis  leicht  in  folgender  Weise 
erbringen. 

Wir  denken  uns  durch  den  Punkt  P  eine  beliebige  Gerade  G 
geführt,  welche  die  jP*  in  n  Punkten  a^. ..  .a»  trifft. 

Alle  durch  diese  Gerade  O  gehenden  Ebenen  e  schneiden  offen- 
bar die  P**  in  O,  welche  sämmtlich  durch  die  w  Punkte  a^.,..an 
gehen.  Die  ersten  Polaren  P~-^  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
alle  diese  Curven  O,  müssen  «durch  (n — 1)  feste  Punkte  &j....6«_i 
der  Geraden  G  gehen,  da  der  früher  aufgestellte  Satz  77),  wie  un- 
mittelbar einleuchtet,  auch  dann  noch  seine  Geltung  beibehält,  wenn 
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die  Fundamentalcurven  O  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene, 
sondern  in  verschiedenen  durch  O  geführten  Ebenen  liegen,  sobald 
nur  der  Bedingung  Genüge  geleistet  wird,  dass  alle  diese  CurreD 
durch  die  nämlichen  n  Punkte  a^....an  von  G  gehen. 

Da  das  Gleiche  von  jeder  durch  P  gehenden  Geraden  (?  gilt^ 
so  folgt,  dass  die  sammtlichen  P"-*,  welche  sich-  als  „erste  Pola- 
ren" von  P  in  Bezug  auf  die  od*  Curven  O,  in  welchen  die  durch 
P  gelegten  Ebenen  e. . . .  die  P^  schneiden,  ergeben,  einer  und  der- 
selben Fläche  (n — l}-ter  Ordnung  angehören,  als  deren  ebene  Schnitte 
sie  aufgefasst  werden  können* 

Die  letztangeführte  Fläche,  welche  wir  mit  JP»-^  bezeichnen  wollen, 
heißt  die  „erste  Polarfläche"  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
die  gegebene  Fundamentalfläche  P~. 

Diese  Polarfläche  enthält  sowohl  die  Doppelcurve  &-ter 
Ordnung,  als  auch  die  Guspidalcurve  c-ter  Ordnung  der 
Fundamentalfläche. 

um  dies  nachzuweisen,  wird  es  genügen,  zu  zeigen,  dass  ein 
beliebiger  Punkt   x  der  Doppel-  oder  Guspidalcurve  auf  TP*-*  liege. 

Eine  durch  P  und  x  gelegte,  sonst  aber  beliebige  Ebene  schneidet 
einerseits  die  JE^  in  einer  O,  welche  x  als  Doppelpunkt  besitzt, 
und  andererseits  die  IT*^^  in  einer  P*~*,  welche  die  erste  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  O  vorstellt,  und  daher  auch  den  Punkt  x  enthalten 
muss.    Hieraus  folgt,  dass  x  auch  der  Fläche  IT^^  angehören  müsse. 

Außer  der  Doppelcurve  und  der  ßückkehrcurve  hat  die  TP^^ 
mit  der  P*  noch  eine  weitere  Curve  Bp  gemein,  von  welcher 
leicht  gezeigt  werden  kann,  dass  sie  die  Berührungscurve  des  der 
Fundamentalfläche  JB^  aus  dem  Pole  P,  als  Scheitel,  um- 
schriebenen Kegels  repräsentiere. 

Wählen  wir  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  0  dieser  Durch- 
schnittscurve,  und  legen  wir  durch  denselben  eine  Ebene  e,  welche 
gleichzeitig  auch  P  enthält ,  so  wird  diese  Ebene  die  Flächen  P~  und 
J7"-*  in  zwei  durch  0  gehenden  Curven  O  und  P»-^  schneiden, 
von  welchen  die  zweite  die  dem  Punkte  P  entsprechende  erste 
Polare  von  C  ist. 

Die  Gerade  Pg  wird  daher  (nach  Satz  73)  die  Tangente  von  O 
im  Punkte  0 ,  also  auch  die  durch  P  gehende  Tangente  der  Fläche  F^ 
im  Punkte  e  vorstellen,  womit  der  geforderte  Beweis  erbracht  ist, 
dass"  die  Curve  Bp,  welche,  außer  der  Doppel-  und  Guspidalcurve, 
noch  die  gegebene  P»  und  die  erste  Polarfläche  11^^^  des  Punktes  P 
gemein 'haben ,  die  Berührungscurve  des  aus  dem  Punkte  P  der 
P**  umschriebenen  Kegels  darstelle.    Es  gilt  daher  der  Satz: 


279 

258.  „Die  erste  Polar  fläche  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  F^  n4er  Ordnung  ist  eine  Fläche  (n  —  l)'ter  Ordnung ^  welche 
den  geometrischen  Ort  der  ersten  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  alle  Cwrven^  in  welchen  die  durch  P  gehenden  Ebenen  die 
Fläche  F^  n-ter  Ordnung  schneiden,  repräsentiert,  und  welche  außer 
der  Doppelcurve  und  Cuspidalcurve  von  F^  auch  die  Berührungscurve 
des  von  P  der  Fläche  F^  umschriebenen  Kegels  enthält.^ 

Und  ferner: 

259.  jfLegt  man  durch  einen  Punkt  P  eine  beliebige  Ebene,  so 
schneidet  diese  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  in  einer  Curve  n-ter  Ord^ 
nu^g,  die  erste  Polar  fläche  (n  —  lyter  Ordntmg  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  diese  Fläche  dagegen  in  einer  Curve  {n — l)'ter  Ordnung y 
welche  die  erste  Polare  des  Ptmktes  P  in  Bezug  auf  die  erst- 
genannte Schnittcurve  ist"' 

§.  270. 

Es  wird  auch  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen,  die  Ordnung 
der  in  dem  Satze  258)  genannten  Berührungscurve,  d.  i.  die 
Ordnung  des  der  JP*  umschriebenen  Kegels,  oder  mit  an- 
deren Worten,  den  „Bang"  der  Fläche  F*  festzustellen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  durch  den  Punkt  P  wieder 
eine  Ebene  gelegt,  so  wird  diese  die/^  in  einer  O  schneiden,  welche, 
zufolge  früherer  Voraussetzungen ,  im  Schnitte  mit  der  Doppel-,  resp. 
Cuspidalcurve  derT'^  6  Doppel-,  resp.  c  Rückkehr  punkte  besitzt. 

Dieselbe  Ebene  schneidet  aber  auch  die  Berührungscurve  Bp  des 
von  P  aus  der  F^  umschriebenen  Kegels  in  einer  Anzahl  von  Punkten, 
welche  offenbar  nichts  anderes  als  die  Berührungspunkte  der  von  P 
aus  an  die  Curve  O  gezogenen  Tangenten  vorstellen. 

Die  Anzahl  dieser  Tangenten  oder  die  Zahl  der  Be- 
rührungspunkte, also  auch  die  Ordnungszahl  der  vorgenannten 
Berührungscurve -Bft  ist  aber  (nach  Satz  70  oder  93)  gleich: 

a==  (n—  1)  n  — 2&  — 3c; 

es  folgt  demnach  der  Satz: 

260.  „Der  Bang  einer  Fläche  n-ter  Ordnung ,  die  eine  Doppel- 
curve b'ter  Ordnung  und  eine  Cuspidalcurve  c-ter  Ordnung  besitzt, 
ist  gleich: 

a  =  n  (n  —  1)  —  2b  — 3c.^ 

§.  271. 
Ist  die  gegebene  Fläche  J?^,  welche  wir  als  die  „Fundamental- 
fläche"   bezeichnen,    „punktallgemein**,    d.  h.    besitzt   dieselbe 
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keine  Doppelcurve  und  keine  Cuspidalcurve,  so  ist  die  Be- 
rührungscurve  Bp  derselben  mit  dem  ihr  aus  einem  beliebigen 
Punkte  P  umschriebenen  Kegel,  der  vollständige  Durchschnitt 
dieser  FUche  F^  mit  der  dem  Pole  P  entsprechenden 
ersten  Polar  fläche  iT«-^,  mithin  eine  Curve  n  {n  —  1)  -  ter 
Ordnung. 

Bei  den  nun  folgenden  Betrachtungen  über  die  Polar  flächen 
einer  Pundamentalfläche  F"  der  w-ten  Ordnung  wollen  wir 
diese  letztere  zunächst  stets  als  „p unkt  allgemein^,  d.  h.  weder 
mit  Doppelpunkten,  resp.  Doppelcurven,  noch  mit  Spitzen,  resp.  Cuspi- 
dalcurven  voraussetzen,  und  erst  in  späterer  Folge  den  Einfluss  ver- 
schiedener Singularitäten  der  Fundamentalfläche  auf  ihre 
Polarflächen  untersuchen. 

§.  272. 

Sei  F^  die  gegebene  Fundamentalfläche,  F  ein  beliebiger  Punkt 
im  Räume  und  JT*-^  die  erste  Polarfläche  desselben  in  Bezug  auf  7^, 

Die  Polarfläche  77*»~^  kann  man  wieder  als  Fundamentalfläche 
betrachten,  und  die  erste  Polarfläche  7?»^*  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  dieselbe  nach  dem  früheren  Gesetze  erzeugen.  Diesem  Gesetze 
entsprechend  wird  irgend  eine  durch  P  gehende  Ebene  e  die  drei 
Flächen  /^,  TP*-*  und  J7— «  in  drei  Curven  O,  P»-i  und  P*-« 
schneiden,  von  welchen  die  zweitgenannte  die  erste  Po larcurve 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  O  und  die  drittangeführte,  die  erste 
Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  P""S  also  gleichzeitig  die 
zweite  Polare  von  P  in  Bezug  auf  C^  darstellt. 

Die  Fläche  i?^*,  welche  von  der  (w —  2)-ten  Ordnung  ist,  wird 
der  eben  angegebenen  Eigenschaft  wegen,  die  „zweite  Polarfläche" 
des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  F^ 
genannt. 

In  gleicher  Weise  gelangt  man  zu  einer  dritten,  vierten... 
r-ten..  und  endlich  zu  einer  (w  —  2)-ten  und  einer  (w  —  l)-ten 
Polar  fläche  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  F**. 
Für  alle  diese  Polarflächen  gilt  allgemein  der  Satz: 

Z61.  ^Die  r-te  Polare  eines  PunMes  P  in  Bezug  auf  eine 
Fundamentalfläche  jF«  der  n-ten  Ordnung  ist  eine  Fläche  11''-^  der 
(w  —  r)'ten  Ordnung.  Jede  durch  P  gehende  Ebene  schneidet  die 
Fundamentalfläche  und  die  r-te  Polarfläche  in  je  einer  Cu/rve ,  wovon 
die  letztere  die  r-te  Polarcurve  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  erstere 
Schnittcurve  repräsentiert,^ 

Hiernach  ist  die  (w  —  2)-te  Polarfläche  des  Punktes  P 
in  Bezug  auf  eine  F^  eine  Fläche  zweiten  Grades,  und  wird 
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dieselbe  daher  auch  die  „Quadripolarfläche**  von  P  in  Bezug 
auf-P*  genannt. 

Die  (w  —  l)-te  Polar  fläche  endlich  ist  eine  Fläche  der 
[w — (w  —  1)]  =  1-ten  Ordnung,  d.i.  eine  Ebene.  Dieselbe 
wird  auch  die  „letzte  Polarfläche**  oder  die  „Polarebene"  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  F^  genannt. 

Aus  der  successiven  Entwicklung  der  1-ten,  2-ten.. .  (w  — l)-ten 
Folarfläche,  sowie  auch  aus  den  Sätzen  82)  und  261)  folgt  unmittel- 
bar der  nachstehende  Satz: 

262.  y^Die  s-te  Polar  fläche  eines  Punktes,  bemglich  der  r-ten 
Polarfläche  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche 
F^  ist  gleichzeitig  die  (r  -\-  s)'te  Polarfläche  des  Punktes  in  Bezug 
auf  die  Fundamentalfläche."' 

Ebenso  ergibt  sich  (als  Analogon  zu  Satz  81),  sobald  man  die 
Polarflächen  (w  —  2)-ter  . . . .  3-ter,  2-ter  Ordnung  als  „Zw  ischen- 
polar flächen"  bezeichnet,  der  Satz: 

263.  y^Die  Polar  ebene  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine 
Fundamentalfläche  F^  ist  auch  die  Polarebene  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  alle  seine  Zwischenpolarflächen,^ 

§.  273. 

Bisher  setzten  wir  voraus,  der  Pol  P  habe  in  Bezug  auf  die 
Fundamentalfläche  eine  allgemeine  Lage.  Nunmehr  wollen  wir  aber 
als  Pol  einen  Punkt  P  der  Fundamentalfläche  Z"  selbst 
annehmen. 

Legen  wir  durch  diesen  Punkt  P  eine  beliebige  Ebene,  so 
schneidet  diese  die  F^  in  einer  durch  P  gehenden  C**,  und  die  erste 
Polarfläche  iT»-^  von  P  in  Bezug  auf  JP"  in  einer  P*-*,  welche 
(Satz  259)  die  erste  Polarcurve  von  P  in  Bezug  auf  O  vorstellt. 
Da  aber  P  auf  (7*  liegt,  so  muss  (nach  Satz  76)  auch  P"-^  und  folg- 
lich auch  die  Polarfläche  iP»-^  selbst  durch  P  gehen. 

Betrachtet  man  weiterhin  11^-^  als  Fundamentalfläche,  so  findet 
man  auf  gleiche  Weise,  dass  auch  die  Polarfläche  JZ"'^  durch  P  gehe 
u.  s.  w.    Mithin  der  Satz: 

264.  j^Liegt  der  Pol  (mf  der  Fundamentalfläche,  so  gehen  seine 
sämmtlichen  Polarflächen  in  Bezug  auf  diese  Fundamentalfläche  durch 
den  Pol  selbst.^ 

§.  274. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  lässt  sich  noch  durch  nachstehende 
Betrachtung  erweitern. 
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Sei  F^  die  Fundamentalfläche,  P  ein  Punkt  derselben  und  IP 
die  ^^m  besagten  Punkte  entsprechende  und  durch  denselben  gehende 
Polarebene. 

Legen  wir  durch  P  eine  beliebige  Ebene  e,  so  schneidet  diese 
die  P"  in  einer  durch  P  führenden  O  und  die  Polarebene  77*  in 
einer  durch  P  gehenden  Geraden  P\  welche  die  „gerade  Polare** 
von  P  in  Bezug  auf  C**  vorstellt. 

Auf  Grundlage  des  Satzes  76)  ist  aber  dann  P^  gleichzeitig  die 
Tangente  von  C"  in  P  und  somit  auch  eine  Tangente  der  F"  in 
dem  nämlichen  Punkte  P. 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  durch  Lagenänderung  der  Ebene  e 
zeigen,  dass  überhaupt  jede  durch  P  in  der  Polarebene  27^  ge- 
zogene Gerade  eine  Tangente  der  Fundamentalfläche  F^  vorstelle, 
dass  somit  diese  Polare bene   gleichzeitig  die  Tangentialebene 

_  ■ 

von  i^  im  Punkte  P  sei. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  263)  und  264)  erhält  man  demnach 
den  folgenden  Satz: 

265.  Die  Polarehene  eines  Punktes  der  Fundamentalflache  ist 
die  Tangentialebene  derselben  in  diesem  Punkte.  Die  besorgte  Ebene 
berührt  in  dem  genannten  Punkte  auch  alle  Zwischenpolarflächen 
des  letzteren.^ 

§.  275. 

Mit  Bücksichtnahme  auf  den  Satz  262)  ist  die  5-te  Polarfläche 
eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  jene  Fläche  als  Fundamentalfläohe, 
welche  sich  ihrerseits  als  r-te  Polarfläche  desselben  Punktes  P  in 
Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  F^  ergibt,  gleichzeitig  die  (r  -f  syte 
Polarfläche  des  Punktes  P  bezüglich  der  letztgenannten  Funda- 
mentalfläche P». 

Denkt  man  sich  nun  die  r-te  Polarfläche  JT*^  von  P  in  Bezug 
auf  F*"  bestimmt,  so  wird  man,  gemäß  der  Definition  der  Zwischen- 
polaren, die  s-te  Polai'fläche  von  P  in  Bezug  auf  JZ****  nehmen  müssen, 
um  zur  (r  +  s)-ten  Polarfläohe  von  P  bezüglich  F^  zu  gelangen. 
Durch  diese  Betrachtung  erhält  man  das  räumliche  Analogen  zu  Satz  83) 
und  hiernach  den  Satz: 

266.  jfDie  s-te  Pciarfläche  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
r-te  Polarfläche  desselben  Punktes  bezüglich  der  Fundamentalfläche 
ist  identisch  mit  der  r-ten  Polarfläche  von  P  in  Bezug  auf  die  s-te 
Polarfläche  von  P  bezüglich  der  GrundfläcJ^e.^ 
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§.  276. 


Denken  wir  uns  die  r-te  Polarfläche  77^**-''  eines  Punktes  P  be- 
zflglich  einer  Fundamentalfläche  F^  bestimmt,  und  ebenso  die  s-te 
Pölarfläche  J7^**~*  eines  zweiten  Punktes  Q  bezüglich  F"^  aufgesucht, 

sowie  ferner  die  s-te  Polarfläche  n"*-^"'  von  Q  bezüglich  Tip**-''  und 
endlich  die  r-te  Polarfläche  11/^*^^  von  P  bezüglich  der  Fläche 
n^-'  festgestellt. 

Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte  P  und  Q  eine  beliebige 
Ebene,  so  wird  diese  die  fünf  Flächen  P^,  11^*^%  TI*"-',  il^*»-»'-* 
und  TT/-»-»-  in  fünf  Curven  C",  P;"*^,  Pq'^  P^*-*^-«  und  P ;"'•''' 
schneiden.  Hierbei  sind  P^^  und  P^"^  beziehungsweise  die  r-te 
Polare  von  P  und  die   s-te  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  C^. 

Ferner  ist  P^*-''~*  die  s-te  Polare  von  Q  in  Bezug  auf  P^'^'^^ 
und   Pp*-'^^  die  r-te  Polare  von  P  in  Bezug  auf  Pq^'- 

unter  Berufung  auf  Satz  85)  ist  aber  bekannt,  dass  die  beiden 
Polarcurven  Pp~-«-*'  und  Pg"^'^^*  identisch  sind. 

Auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  bedeutet  dies,  dass  die 
beiden  Polarflächen  JTp'*-'-''  und  TI^*»-'"-«  von  einer  beliebigen, 
durch  die  Gerade  QP  gelegten  Ebene  e  In  einer  und  der- 
selben Curve  geschnitten  werden,  woraus  offenbar  folgt,  dass 
auch  diese  beiden  Flächen  identisch  sein  müssen. 

Das  räumliche  Analogon  zu  Satz  85)  spricht  sich  demnach  in 
dem  Satze  aus: 

267.  „Die  r-te  Polarfläche  eines  Punktes  P  bezüglich  der  s-ten 
Polarfläche  eines  zweiten  Punktes  Q  in  Bezug  auf  eine  Fwndamental" 
fläche  P",  ist  identisch  mit  der  s4en  PolarfläcJie  von  Q  bezüglich  der 
r-ten  Polarfläche  von  P  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche,^ 

§.   277. 

Gesetzt,  es  wäre  die  s-te  Polarfläche  IIp^-'  eines  Punktes  P  in 
Bezug  auf  eine  Fundamentalfl&che  F""  bestimmt  worden. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Polarfläche  77^**-'  einen  beliebigen  Punkt 
Q  an  und  denken  wir  uns  die  demselben  entsprechende  (n  —  s)-te 
Polarfläohe  77 '  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  F^  ermittelt. 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  die  letztgenannte  Polarfläche 
durch  den  Punkt  P  gehen  müsse. 

Legen  wir  nämlich  durch  die  beiden  Punkte  P  und  Q  eine  be- 
liebige Ebene  e,  so  wird  diese  die  Fundamentalfläche  F"  in  einer  Curve 
O,  die  Polarfläche  77^*-*  in  einer  durch  Q  gehenden  Curve  P/'^y 
welche  die  s-te  Polare  von  P  bezuglich  O*  repräsentiert,  uud  endlich 
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die  Polarfläche  TI^  in  einer  Curve  P  *  schneiden,  welche  die  (n — s)-te 
Polare  von  Q   bezüglich  C**  repräsentiert. 

Nachdem  nun  Q  auf  P^'^  liegt,  so  muss  (nach  Satz  86)  F^ 
durch  P  gehen;  nachdem  aber  Pg'  ein  ebener  Schnitt  der 
Polarfläche  Ilq*  ist,  so  muss  P  auch  auf  der  letzteren  liegen,  was 
nachzuweisen  war.  Wir  erhalten  sonach,  zu  Satz  86),  das  räumliche 
Analogen: 

268,  j^Geht  die  s-te  Polarfläche  eines  Punktes  P  in  Beeng  auf 
eine  Fundamentalcurve  JF"  durch  einen  Punkt  Qy  so  geht  die  {n  —  syte 
Polarfläche  des  letufteren  in  Bezug  auf  F*  durch  P." 

Setzen  wir  s  •=  n  —  1,  so  folgt  aus  dem  eben  citierten  Satze 
der  nachstehende  specielle  Satz: 

269,  y.  Geht  die  Polarebene  eines  Punktes  P  bezüglich  einer  Fun^ 
damentalfläche  F*  durch  einen  Punkt  Q^  so  geht  die  erste  Polar- 
fläche  des  letgteren  in  Bezug  auf  F^  durch  P  und  umgekehrt.^ 

§.  278. 

Aus  dem  letztangeführten  Satze  lässt  sich  ein  anderer  ableiten, 
welcher  in  der  Theorie  der  Polarenfläche  eine  große  Bolle 
spielt. 

Denken  wir  uns  nämlich  eine  Fundamentalfläche  jP^  und  drei 
beliebige  Punkte  P,,  P,  und  P,  angenommen.  Die  ersten  Polar- 
flächen J7,~~\  J^*"^  und  i^"~^  dieser  drei  Punkte  schneiden  sich 
in  (w — 1)^  Punkten  Q,  d.  i.  in  einer  Punktengruppe  [n — 1,  n— 1,  n  —1]. 
Die  Polare beue  TI^  irgend  eines  dieser  Punkte  Q  muss  (nach 
Satz  269)  durch  jeden   der   drei   Punkte  P,,  Pj  und  Pj  gehen. 

Hieraus  entnehmen  wir,  dass  die  Ebene  P^  P,  P,  gleichzeitig  die 
Polarebene  eines  jeden  der  vorgenannten  \{n  —  1)'  Schnittpunkte  sei. 

Nehmen  wir  weiters  in  der  Ebene  P^P^P^  einen  beliebigen 
Punkt  Px  an,  so  muss  wieder  (nach  Satz  269)  die  erste  Polar- 
fläche TI«**""*  desselben  durch  jeden  der  (n  — 1)'  Pole  von  P,  P5P3 
gehen.  Hiernach  bilden  also  die  sämmtlichen  ersten  Polarflächen  der 
Punkte  einer  Ebene  in  Bezug  auf  eine  ^,  ein  Flächennetz 
(n — l)-t6r  Ordnung,  dessen  Basispunkte  gleichzeitig  die  Pole 
dieser  Ebene  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  vorstellen. 

Mithin  der  Satz: 

270,  j^Die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  einer  Ebene  in 
Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  bilden  ein  Flächennetz  (n — lyter 
Ordnung,  Die  vorgenannte  Ebene  ist  gleichzeitig  die  Polarebene  eines 
jeden  der  (n  —  1)^  Basispunkte  des  Netzes  in  Bezug  auf  die  Fun- 
damentalfläche. " 
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Die  (n  —  1)*  Pole,  welche  irgend,  einer  beliebigen  Ebene  des 
Raumes  als  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  F^  entsprechen,  pflegt  man 
auch  ^verbundenem  Pole  bezüglich  der  F^  zu  nennen. 

§.  279. 

In  gleich  einfacher  Weise  findet  man  auch  den  geometrischen 
Ort  der  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  einer  beliebi- 
gen Geraden  G  in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  Z'**. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  auf  G  zwei  beliebige  Punkte  P^ 
und  P,  an,  und  denken  wir  uns  deren  erste  Polarflächen  iT,**"^  und 
n^"^  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  F^  bestimmt.  Diese  bei- 
den Polarflächen  schneiden  sich  in  einer  Curve  (?•»-!)*. 

Eine  einfache  Betrachtung  lehrt,  dass  die  ersten  Polarflächen 
aller  Punkte  von  G  in  Bezug  auf  die  f^  sämmtlich  durch  die  letzt- 
genannte Curve  C<""^^*  gehen,  d.  h.  dass  dieselben  ein  Flächen- 
büschel (n — l)-ter  Ordnung  bilden,  dessen  Basiscurve 
C^»-!)*   ist. 

Diese  Behauptung  wird  offenbar  bewiesen  sein,  sobald  wir  zu 
zeigen  vermögen,  dass  sämmtliche  erste  Polarflächen  durch 
einen  beliebigen  Punkt  Q  von  C^'*"^^*  gehen. 

Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  Q  und  G  eine  Ebene  e.  Die 
letztere  schneidet  die  F^  in  einer  C*  und  .die  ersten  Polarflächen  aller 
Punkte  von  G  in  Curven  (w  —  l)-ter  Ordnung ,  welche  die  ersten 
Polaren  der  Punkte  von  G  in  Bezug  auf  die  C**  vorstellen. 

Diese  Polarcurven  bilden  (nach  Satz  74)  ein  Curven büschel 
(n — 1)-ter  Ordnung,  unter  dessen  Basispunkten  sich  offenbar 
auch  der  Punkt  Q  vorfinden  muss,  da  dieser  einer  d^  Schnittpunkte 
der  Polaren  von  P^  und  P,  in  Bezug  auf  C"  ist,  welche  sich  im 
Schnitte  der  Ebene  e  mit  den  beiden  Polarflächen  TT^*-^  und  72^"-^ 
ergeben.  Durch  Q  müssen  sonach  sämmtliche  Curven  des 
Polarenbüschels,  also  auch  sämmtliche  Polarflächen  der 
Punkte  von  G  gehen.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

271.  j^Die  ersten  Folarflächen  der  Funkte  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  F^  bilden  ein  Flächenbüschel 
(n  —  1)  'ter  Ordnung.^ 

§.  280. 

Da  einem  jeden  Punkte  der  Geraden  G  eine  erste  Polarfläche 
in  Bezug  auf  F*^  ein-deutig  entspricht,  so  erscheint  das  Büschel 
der  Polarflächen  projectivisch  auf  die  Gerade  G  als 
Punktreihe  bezogen. 
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Die  Basiscurve  C<'»-A>"  des  vorgenannten,  der  Geraden  G  ent- 
sprechenden BQschels  erster  Polarflächen  können  wir  anch  als  „Polare 
der  Geraden  ff"  in  Bezug  auf  die  Flache  F^  definieren. 

Mit  B&cksicht  auf  Satz  269)  ergibt  sich  endlich  auch,  dass  die 
bezeichnete  Gurre  C<»-^)*  der  Ort  jener  Punkte  ist,  deren 
Polarebenen  durch  die  gegebene  Gerade  gehen. 

Es  erübrigt  noch,  das  dem  Satze  78)  entsprechende  räumliche 
Analogen  festzustellen,  nämlich  den  geometrischen  Ort  der 
ersten  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Büschels  n-ter  Ordnung  zu  ermitteln. 

Sei  (?•*  die  Basiscurve  des  Flächenbüschels,  seien  ferner  -F," 
und  F^^  zwei  beliebige  Flächen  des  Büschels,  P  der  gegebene  Pol 
und  77, »-i  und  72^**-^  dessen  erste  Polarflächen  in  Bezug  auf  F^* 
und  /^j*.    Diese  Polarflächen  schneiden  sich  in  einer  Ourve  C^"— ^)*. 

Es  unterliegt  keinerlei  Schwierigkeit  nachzuweisen,  dass  durch 
die  Curve  C^**-i)'  auch  die  ersten  Polarflächen  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  alle  anderen  Flächen  F^  des  Büschels  O*  gehen  und  wird  es 
diesfalls  genügen ,  zu  zeigen ,  dass  die  sämmtlichen  ersten  Polar- 
flächen durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  von  C^*-*)*  gehen. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  P  und  Q  eine  beliebige  Ebene  e 
gelegt,  80  schneidet  diese  die  Flächen  F^^  und  P,**....  des  Büschels 
O**  in  Curven  (7,*,  C?^",....  welche  einem  Curvenbüschel  ange- 
hören, dessen  Basispunkte  sich  im  Schnitte  von  e  mit  der 
Basiscurve  O*  ergeben. 

Ferner  werden  die  ersten  Polarflächen  77,*-^,  7^""^.... 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Flächen  7'',**,  Pa**,....  in  Curven 
Pi"~S  Pj**"^....  geschnitten,  welche  die  ersten  Polaren  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  C,",  C^*....  repräsentieren.  Die  Polaren  P,*~S 
Pj«-* ....  gehören  aber  (nach  Satz  78)  einem  Curvenbüschel 
(n  —  l)-ter  Ordnung  an.  Ein  Basispunkt  dieses  Büschels  ist 
offenbar  der  Punkt  Q,  da  durch  den  letzteren  die  beiden  Polaren r- 
ven  Pi*-^  und  P^••"^  welche  sich  als  Schnitte  der  Ebene  e  mit  den 
beiden  Polarflächen  77i""-^  und  725,"-^  ergeben,  führen. 

Sobald  aber  durch  Q  die  sämmtlichen  Polarcurven  J^"^  gehen, 
so  gilt  ein  Gleiches  auch  von  den  Polarflächen  7?*'^  deren  ebene 
Schnitte  eben  die  Curven  P"~^  sind. 

Da  endlich  der  Punkt  Q  auf  der  Curve  C^^-^^*  beliebig  gewählt 
wurde,  so  bezieht  sich  das  gefundene  Besultat  auf  alle  Punkte  der 
Curve  (7(«-i>*,  d.h.  die  Polarflächen  77«- ^  bilden  ein  Büschel 
(n — l)-ter  Ordnung,  dessen  Basiscurve  die  genannte 
(7 »»-!/'  ist.    Es  ergibt  sich  mithin  der  Satz: 


287 

m 

272.  jfDie  ersten  Polarflächen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Büschels  v^ter  Ordnung  bilden  ein  Flächenbüschel 
{n  —  l)'ter  Ordnung.^ 

§.  281. 

Betrachtet  man  die  ersten  Polarflächen  wieder  als  Fun- 
damentalflächen, so  folgt  aas  dem  vorstehenden  Satze  unmittel- 
bar» dass  die  ersten  Polarflächen  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die- 
selben, d«  i.  die  zweiten  Polarflächen  von  P  bezüglich  der 
ursprünglichen  Fundamentalfiächen  F^...  ein  Flächenbüschel  (n  —  2)- 
ter  Ordnung  darstellen  etc.,  und  dass  folglich  allgemein  die  r-ten 
Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Flächen  2^....  des  Büschels  O' 
wieder  ein  Flächenbüschel  (n  —  r)-ter  Ordnung  bilden.  Man  erhält 
sonach  den  allgemeineren  Satz: 

273.  „Die  r-ten  Polarflächen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Büschels  n-ter  Ordnung  bilden  ein  Flächenbüschel 
(n  —  r)  -  ter  Ordnung.  "^ 

und  speoialisiert: 

274.  ^Die  Pola/rAenen  eines  Punktes  bezüglich  der  Flächen 
eines  Büschels  bilden  ein  Ebenenbüschel.^ 

§.  282. 

Die  bisher  entwickelten  Sätze  beziehen  sich  größtentheils  auf  den 

Zusammenhang   einer  Fundamentalfläche  mit   den  Polarflächen  eines 

Punktes  in  Bezug   auf  die   erstere  und  auf  den  Zusammenhang  der 

Polarenflächen  unter  einander,  ohne  Kücksicht   auf  die  Singu- 

%  laritäten  der  Fundamentalfläche. 

Eine  jede  algebraische  Fläche  n-ter  Ordnung  besitzt, 
wenn  sie  auch  punktallgemein  ist,  d.  h.  keine  Doppel-  und  Cuspi- 
dalpunkte  (resp.  .keine  Doppel-  und  Cuspidalcurven)  hat,  gewisse 
wesentliche  Singularitäten,  wie  beispielsweise  die  zwei  Inflexions- 
(Hanpt-)  Tangenten  in  jedem  ihrer  Punkte,  die  Singularitäten  des 
ihr  aus  einem  Punkte  außerhalb  umschriebenen  Kegels  und  die  Singu- 
laritäten ihres  ebenen  Schnittes. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Flächen  n-ter  Ordnung,  rück- 
sichtlich dieser  besonderen  Elemente,  lassen  sich,  wie  wir  nun  zu 
zeigen  beabsichtigen,  vermittelst  der  Theorie  der  Polaren  und  Polar- 
flächen leicht  ableiten. 

§.  283. 

Wenn  wir  eine  Fundamentalfläche  F^  der  n-ten  Ordnung  als 
„punktallgemein^  voraussetzen,  so  wissen  wir,  dass  die  erste  Polar- 
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fläche  eines  beliebigen  Panktes  P,  dieselbe  in  einer  Gnrve  Bp  der 
n  (n—  l)-ten  Ordnung  schneidet,  welche  gleichzeitig  die  BerQhrangs- 
curve  von  F*^  mit  dem  aus  dem  Punkte  P  umschriebenen  Kegel 
vorstellt. 

Dieser  Kegel  ist  sonach  von  der  w  (n  —  l)-ten  Ordnung,  da 
er  von  jeder  durch  P  gehenden  Ebene  e  in  n  {n  —  1)  Erzeugenden, 
d.  i.  in  jenen  Geraden  geschnitten  wird,  welche  P  mit  den  n{n — 1) 
Schnittpunkten  von  e  und  Bp   verbinden. 

Die  „Classe^  des  aus  P  umschriebenen  Kegels,  d.  i/  die  An- 
zahl seiner  Tangentialebenen,  welche  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  Q  des  Baumes  gehen,  ist  auf  folgende  Art  zu  be- 
stimmen. 

Jede  Tangentialebene  des  umschriebenen  Kegels  ist  gleichzeitig 
eine  Tangentialebene  der  gegebenen  Fläche  F^. 

Die  verlangte  Clarssenzahl  wird  mithin  der  Zahl  der  Tangen- 
tialebenen von  F^  gleich  sein,  welche  durch  die  beiden  Punkte  P 
und  Q,  also  durch  die  Oerade  PQ  gehen,  d.  i.,  mit  anderen  Worten, 
gleich  sein  der  „Classe**  der  Fläche  P*  selbst. 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  es  sei  a  der  Berührungspunkt  von  F^ 
mit  einer  der  durch  PQ  gehenden  Tangentialebenen^  so  muss  sowohl 
Pa^  als  auch  Qa  eine  Tangente  der  F^  im  Punkte  a  repräsentieren, 
und  es  wird  mithin  a  sowohl  atif  der  ersten  Polarfläche  des  Punktes 
P,  als  auch  auf  der  ersten  Polarfläche  des  Punktes  Q  liegen. 

Hieraus  entnehmen  wir,  dass  die  Berührungspunkte  der  F* 
mit  den  durch  die  Gerade  PQ  gehenden  Tangentialebenen  die  Schnitt- 
punkte  der  F^  und  der  beiden  vorgenannten  Polarflächen  seien,  dass 
also  die  Anzahl  derselben  gleich  n(n — 1)*  sei. 

Mit  Berücksichtigung  des  Satzes  271)  findet  man,  dass  dieselben 
Punkte  vermittelst  der  Polarflächen  aller  anderen  Punkte  der  Geraden 
PQ  erhalten  werden.     Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

275.  j^Die  Classe  einer  punJUallgemeinen  Fläche  n-ter  Ordnung 
{gleichseitig  Glosse  des  dieser  Fläche  aus  einem  "beliebigen  Punkte  des 
Raumes  umschriebenen  Kegels)  ist  gleich  n(n  -r-  i)". 

§.  284. 

Jede  durch  einen  Punkt  P  gehende  Tangente  einer  Fläche  F^ 
hat  mit  dieser,  außer  dem  Berührungspunkte,  noch  n  —  2  Punkte 
gemein. 

Da  die  von  P  ausgehenden  Tangenten  der  P''  ein  ein-stufiges 
System  bilden,  so  wird  es  eine  endliche  Anzahl  derselben  geben,  für 
welche  noch  einer  von  den    n  —  2   Punkten  mit  dem  betreffenden 
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Berührungspunkte  zusammenfällt.  Besagte  Tangenten  werden  dem- 
gemäß drei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte 
mit  der  i^»  gemein  haben,  also  Inflexions-  oder  Haupt- 
tangenten der  letzteren  vorstellen. 

Um  die  Zahl  derselben  kennen  zu  lernen,  untersuchen  wir  den 
Zusammenhang,  welcher  zwischen  diesen  Inflexionstangenten  und  den 
Polarflächen  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  F^  besteht. 

Gesetzt,  es  sei  Fi  eine  durch  P  gehende  Inflexionstangente  der 
F^  und  i  die  Vereinigung  ihrer  drei  unmittelbar  auf  einander 
folgenden  Schnittpunkte  mit  jF*. 

Eine  durch  Pi  beliebig  geführte  Ebene  e  wird  die  F»  in  einer 
Curve  C^  schneiden,  welcher  der  Punkt  i  als  Inflexionspunkt 
angehört  uod  Pi  als  die  demselben  entsprechende  Inflexionstan- 
gente besitzt. 

Wir  wissen  aber,  gestützt  auf  den  §.  101,  dass  die  erste  Polare 
P»-i  von  P,  die  Gerade  Pi  in  i  berührt  und  die  zweite  Polare 
P»^*  des  Punktes  P  durch  den  Inflexionspunkt  i  geht.  Nachdem 
weiters  diese  beiden  Polaren  gleichzeitig  die .  Schnitte  der  Ebene  e 
mit  der  >ßrsten  Polarfläche  JT»-^  und  mit  der  zweiten  Polarfläche  Tt^-^^ 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^  vorstellen,  so  gelangen 
wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  der  Punkt  i  auch  diesen  beiden  Polarflächen 
angehöre. 

Dasselbe  wird  offenbar  auch  von  jedem  anderen  Punkte  gelten, 
dem  die  gleichen  Eigenschaften  wie  dem  Punkte  i  zukommen ,  woraus 
gefolgert  werden  kann ,  dass  sämmtliche  dem  Punkte  P  entsprechende 
Punkte  i  die  Schnittpunkte  der  drei  Flächen  -T**,  7?»-^  und  i?»'*  sein 
müssen,  und  dass  folglich  ihre  Anzahl  gleich 

n  {n  —  1)  {n  —  2) 
ist.     Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

276.  yjDurch  einen  beliebigen  Punkt  im  Baume  gelien 

n{n  —  l){n  —  2) 
Haupt'  oder  Inflexionstangenten  einer  punktallgemeinen  Fläche  n-ter 
Ordnung,^ 

§.  285. 

Es  bedarf  wohl  keiner  besonderen  Erörterung,  dass  die  Geraden 
Pi,....  stationäre  Erzeugenden  des  der  Fläche  -F**  aus 
dem  Punkte  P  umschriebenen  Kegels  vorstellen.  Letzteres 
ergibt  sich  übrigens  auch  ohneweiters,  wenn  man  bedenkt,  dass  Pi 
im  wesentlichen  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  und  gleich-^ 
zeitig  zusammenfallende  Tangenten  von  F''  repräsentiere. 

Peichka,  Dantellende  n.  projectWe  Geometrie.   II.  19 
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Da  nua  bereits  drei  Charaktere  des  der  Fläche  F^  umschrie-' 
benen  Kegels,  nämlich 

die  Ordnung:    v  =r  w  (n  —  1), 
die  Classe:    ft  =  w  (»  —  1)» 

und  die  Zahl  der  stationären  Erzeugenden: 

/J  =  n  (n  —  1)  (w  —  2) 

gefunden  sind,    so  findet  man,   mit  Benützung  der  P  lücker 'sehen 
Gleichungen,  leicht  die  übrigen  Singularitäten,  und  zwar 
die  Zahl  d  der  Doppelerzeugenden: 

4-  n  (n  —  1)  (w  —  2)  (n  —  3), 

die  Zahl  t  der  Doppeltangentialebeneu: 

I  w  (n  —  1)  (n  —  2)  (n»  —  »«  -I-  n  —  12), 

und  die  Zahl  a  der  stationären  oder  Wendetangentialebenen: 

4w  {n  _  1)  (w  —  2). 

Die  Bedeutung  dieser  Singularitäten  für  die  gegebene  Fläche  F^ 
ist  mit  Leichtigkeit  herauszufinden.  —  Was  zunächst  die  Doppel- 
erzeugenden betrifft^  so  sind  dieselben  „Bitangenten"  der 
Fläche,  d.  h.  Geraden,  welche  durch  P  gehen,  und  JF^  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  berühren. 

Desgleichen  sind  auch  die  Doppeltangentialebenen  des  am- 
scbriebenen  Kegels  jene  durch  P  gehenden  Ebenen,  welche  die  F^  in 
zwei  verschiedenen  Punkten  berühren.  Dieselben  werden  die  ;,Bitan- 
gentialebenen^  der  Fläche  genannt 

Die  stationären  oder  Wendeebenen  des  omtschriebenen 
Kegels  sind  solche,  welche  den  letzteren  längs  zweier  anmittel- 
bar aufeinander  folgenden  Erzeugenden,  die  Fläche  F** 
mithin  in  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Punkten 
berühren. 

Ist  a  die  Vereinigung  der  beiden  aufeinander  folgenden  Berüh- 
rungspunkte einer  solchen  stationären  Berührebene  und  t  die  gerade 
Verbindungslinie  derselben,  so  ist  einleuchtend,  dass  t^  indem  diese 
die  Fläche  gleichfalls  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  berührt,  eine 
Inflexionstangente  der  Fläche  in  a  vorstellt 

Die  vorgenannte  Ebene  wird  daher,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  die 
Fläche  in  einer  Curve  schneiden,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt 
mit  den  beiden  in  t  zusammenfallenden  Tangenten,  also  einen  Rück- 
kehrpunkt besitzt  Der  Punkt  a  ist  somit  ein  „parabolischer" 
Punkt  der  Fläche. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  folgt  demnach  der  Satz: 
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Z77.  yJ)eT  einer  punktallgemeinen  Fläche  n-ter  Ordnung  aus 
einem  beliebigen  Punkte  des  Baumes  umschriebene  Kegel  ist  von  der 
n{n  —  t)4en  Ordnung  und  von  der  n  (n  —  l)^-ten  Classe;  derselbe 
besitzt: 

n  {n  —  i)  (w  —  2)    stationäre  Erzeugenden, 
I  n  («  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)    Doppelerzeugenden^ 
\n{n  —  l){n  —  2){n^  —  n^  '\-  n  —  12)    Boppeltangentialebenen  und 
4n  (n  —  1)  {n  —  2)    stationäre  Tangentialebenen.^ 

Ebenso  ergibt  sich  mit  Bücksicht  auf  die  Bedeatung  dieser 
Elemente  für  die  Fläche  selbst,  der  Satz: 

278.  ^Eine  purdctallgemeine  Fläche  n^ter  Ordnung  ist  vom 
n  (n  —  l)^ten  Bange  und  von  der  n  {n  -—  I)^'ten  Classe,  Durch 
einen  beliebigen  Funkt  im  Baume  gehen 

n{n  —  l)(n—2) 
Inflexionstangenten, 

I  n  (»  —  Jf )  (n  —  ^)  (n  —  5) 
Bitangenten, 

in  (n  —  1)  (w  —  2)  (n^  —  n'^+n^  12) 

Bitangentialebenen,  und 

4n  (n—l)  (n  —  2) 

stationäre  Berährebenen  (Berührebenen  in  parabolischen  Punkten) 
derselben.^ 

§.  286. 

Die  parabolischen  Punkte  auf  einer  Fläche  bilden  eine 
Cnrve,  welche  man  die  ^parabolische  Gurve^  zu  nennen  pflegt. 
Letztbezeichnete  Gorye  trennt  im  allgemeinen  das  Gebiet  der  ellip- 
tischen Punkte  von  jenem  der  hyperbolischen  Punkte  der  Fläche« 

Die  Ordnung  dieser  Curve  wird  gefunden,  wenn  man  die 
Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Fläche,  deren  Ordnung 
bekannt  ist,  anzugeben  weiß. 

In  dem  letztaufgestellten  Satze  278)  wurde  ausgesprochen,  dass 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  im  Baume 

4n  (w  —  1)  (n  —  2) 

Ebenen  gehen,  welche  die  Fläche  in  parabolischen  Punkten 
berühren.  Diese  4w  (w  —  1)  {n  —  2)  Punkte  liegen  aber,  wie  über- 
haupt die  Berührungspunkte  aller  durch  P  gehenden  Tangentialebenen, 
auf  der  ersten  Polarfläche  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  ge- 
gebene Fläche,  d.  i.  auf  einer  Fläche  (n — l)-ter  Ordnung. 

19» 
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Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  parabolische  Gurve  der 
Fläche  Ton  der  ersten -Polarfläche  irgend  eines  Punktes  P  im  Baume 
in  4n  (w  —  1)  (ti  —  2)  Punkten*  geschnitten  wird ,  dass  also  deren 
Ordnung  gleich  4m  (n  —  2)  sei.   Es  gilt  mithin  der  Satz: 

379.  ^Die  parabolische  Curve  auf  einer  punMaUgemeinen  Fläche 
n-ter  Ordnung  ist  von  der  4n  (n  —  2yten  Ordnung.^ 

Die  „stationären"  Tangentialebenen  einer  J^,  d.  L  die 
Ebenen,  welche  die  Fläche  in  parabolischen  Punkten  berühren,  bilden 
eine  Tor s e  (Developpable)  von  der  BeschaflFenheit,  dass  4n(n  — 1)  {n—  2) 
Ebenen  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Baume  gehen.  Diese  einfache 
Betrachtung  führt  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

280.  jjDie  Torse  der  stationären  Berührebenen  einer  punkt^ 
allgemeinen  Fläche  'n-ier  Ordnung,  oder,  was  dasselbe  ist^  die  der 
Fläche  längs  ihrer  parabolischen  Ourve  umschriebene  Developpable 
ist  von  der  4  n  (n  —  1)  (n  —  2)4en  Glosse.^ 

§.  287. 

Durch  eine  ähnliche  Betrachtung ,  wie  die  dem  Satze  279}  voran- 
geschickte,  gelangt  man  auch  zur  Kenntnis  der  Ordnung  jener  Gurve, 
welche  den  geometrischen  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
Bitangentialebenen  der  F^  vorstellt,  und  welche  nach  Cajley 
die  „Curve  der  Knotenpaare"  genannt  wird. 

Wir  wissen  nämlich  (Satz  278),  dass  durch  einen  beliebigen 
Punkt  F  im  Baume 

4  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (w«  —  n«  +  n  —  12) 

Bitangentialebenen  der  F^  gehen.  Jede  dieser  Ebenen  berührt  die  F" 
in  zweiPunkten,  welche  auf  der  fraglichen  Cur  ve  liegen.  Anderer- 
seits liegen  aber  die 

n  (m  —  1)  (n  —  2)  (n^  -  M«  +  n  —  12) 

Berührungspunkte  all  dieser  Ebenen  auch  auf  der  ersten  Polarfläche 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  F**,  also  auf  einer  Fläche  (n  —  l)-ter 
Ordnung.  Hieraus  folgt,  dass  die  Curve  der  Knotenpaare  von 
der  letztgenannten  Polarfläche  in 

n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n«  _  n«  +  n  —  12) 

Punkten  geschnitten  wird,  dass  sie  mithin  von  der 

n  {n  —  2)  (»^  —  n*  +  w  —  12)-ten  Ordnung 

sei.    Daher  der  Satz: 

281.  y^Die  Curve  der  Knotenpaare  auf  einer  punktallgefneinen 
Fläche  n-ter  Ordnung  ist  von  der  n  {n  —  2)  (n* —  n^  -{-  n  —  12)'ten 
Ordnung,^ 
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Nachdem  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume 

-J-  n  (n  —  1)  («  —  2)  (w'  —  w«  +  n  —  12) 

Bitangentialebenen  gehen,   so  folgt  unmittelbar  auch  der  Satz: 

Si82.  jfiie  Bitangentialebenen  einer  punUallgemeinen  Fläche 
n-ter  Ordnung  umhüllen  eine  Developpable  der 

|w  (n  -  i)  (n  —  ^)  (n«  —  n'  +  w  -  12yten  Classe^ 

§.  288. 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Änderungen  die  Werte  für 
die  Charaktere  eines  der  F**  umschriebenen  Kegels  er*- 
fahren,  wenn  als  Scheitel  nicht  ein  beliebiger  Punkt  im  Kaume, 
sondern  ein  gewöhnlicher,  beziehungsweise  singulärer  Punkt  der 
Fläche  selbst,  angenommen  wird. 

Sei  zunächst  P  ein  gewöhnlicher  Punkt  auf  der  Fläche  F", 
welche  wir  wieder  als  „punktallgemein^  voraussetzen  wollen. 
Seien  femer  t^  und  t^  die  beiden  Inflexionstangenten  der  F^  in 
dem  Punkte  P. 

Bezeichnen  wir  weiters  die  erste  Polarfläche  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  die  Fläche  JP*»  mit  IT"-^  und  legen  wir  durch  P  eine  be- 
liebige Ebene  c,  so  wird  diese  die  /"  in  einer  C"  und  die  J?*-^  in 
einer  P""^  schneiden,  welch'  letztere,  zufolge  der  Definition  der  ersten 
Polarfläche,  die  erste  Polarcurve  von  P  in  Bezug  auf  O  vorstellt. 

Nachdem  aber  diesfalls  der  Pol  P  auf  /''*,  also  auch  auf  O 
liegt,  $0  wird  (nach  Satz  76)  auch  die  Polarcurve  P~-^  und  mithin 
auch  die  Polarfläche  JP*^  durch  P  gehen. 

Ertbeilen  wir  aber  der  durch  P  gehenden  schneidenden  Ebene  e 
insbesondere  eine  solche  Lage,  dass  sie  eine  der  beiden  Inflexions- 
tangenken  von  F^  im  Punkte  P,  beispielsweise  etwa  die  Inflexions- 
tangente  t^  enthält,  so  wird  P  gleichzeitig  auch  ein  Wendepunkt 
der  Schnittcurve  6^  und  ^,  die  entsprechende  Wendetan- 
gente sein. 

Dies  zugrunde  gelegt,  ist  (nach  Satz  101)  P  auch  ein  Wende- 
punkt der  ersten  Polarcurve  P~-~'  und  t^  die  demselben  ent- 
sprechende Wendetangente,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gerade 
t^  hat  nicht  nur  mit  F»  und  O,  sondern  auch  mit  P'-S  und  mit- 
bin auch  mit  J7*-*  drei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
in  P  vereinigte  Punkte  gemein  und  ist  sonach  eine  der  beiden 
Inflexions-  oder  Haupttangenten  der  Polarfläche  /!*-*  im 
Punkte  P. 
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Eine  ganz  übereinstimmende  Betrachtung  lehrt,  dass  auch  die 
zweite  Inflexionstangente  von  IT*-^  mit  der  zweiten  Inflexionstangente 
t^  identisch  ist. 

Wenn  nun  aber  der  Fläche  F*"  und  der  ersten  Polarfiäche  JT*~* 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  F~  die  beiden  loflexionstangenten  t^  und 
t^  in  P  gemeinsam  sind,  so  haben  sie  auch  die  Tangentialebene  im 
Punkte  P,  welche  durch  t^  und  t^  bestimmt  ist,  gemein. 

Nehmen  wir  die  erste  Polarfläche  i7*-*  als  Fundamental- 
fläche an,  so  finden  wir  durch  genau  dieselben  Betrachtungen,  dass 
die  erste  Polarfläche  von  P  in  Bezug  auf  17*~S  also  mit  anderen 
Worten,  die  zweite  Polarfläche  von  P  in  Bezug  auf  F^ 
durch  P  geht  und  in  P  gleichfalls  die  beiden  Inflexionstangenten  t^ 
und  ^3  besitze.    Dies  liefert  den  Satz: 

283.  ^Die  Pölarflächen  aller  Grade  eines  Punktes  der  Fun- 
damentalfläche  in  Beziig  auf  diese  letztere^  gehen  durch  den  genann-- 
ten  Punkt  und  haben  in  demselben  mit  der  Fundamentalfläche  sowohl 
die  Tangentialebene,  als  auch  die  beiden  Haupt-  {Inflexions-)  Tan- 
genten  gemein.^ 

Aus  diesem  Satze  folgt  unmittelbar,  dass,  sobald  ein  Punkt  P 
ein  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Punkt 
der  Fundamentalfläche  ist,  derselbe  gleichzeitig  auch  beziehungs- 
weise ein  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Punkt  all 
seiner  Polarflächen  sein  müsse. 

Nachdem  wir  ferner  wissen,  dass  bei  einer  Fläche  zweiten 
Grades  alle  Inflexionstangenten  reell  (und  Erzeugende  der 
Fläche)  sind,  sobald  eine  reell  ist,  und  hiernach  die  Nichtregel- 
flächen zweiten  Grades  nur  elliptische  Punkte,  die  wind- 
schiefen Begelflächen  zweiten  Grades  nur  hyperbolische  Punkte 
und  endlich  die  Kegel-  (Gy linder-)  Flächen  zweiten  Grades  nur  para- 
bolische Punkte  enthalten,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Quadri- 
polarfläche,  als  Fläche  zweiten  Grades,  der  Satz: 

284.  ^Die  Quadripolarflächc  eines  Punktes  der  FandametUal^ 
fläche  ist  eine  Nichtregelfläche  zweiten  Grades^  eine  windschiefe  Regele 
fläche  zweiten  Grades  oder  ein  Kegel  zweiten  Grades^  je  iwtchdem  der 
genannte  Punkt  ein  elliptischer^  hyperbolischer  oder  parabolischer  Punkt 
der  Fundamentalfläche  ist,^ 

Im  Falle  des  parabolischen  Punktes  ist,  wie  man  mit  Beachtung 
des  Satzes  283)  leicht  erkennt,  die  Berührungserzeugende  des 
Polar  kegeis  mit  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  P  offenbar  die- 
selbe Gerade,  welche  die  Kückkehrtangente  des  Schnittes  der 
Fläche  mit  der  genannten  Tangentialebene  repräsentiert. 
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§.  289- 

Um  die  Charaktere  eines  der  P*  aus  einem  ihrer  Funkte  um- 
schriebenen Kegels  bestimmen  zu  können ,  mflssen  vorerst  drei  der- 
selben durch  directe  Betrachtung  ermittelt  werden.  Alle  übrigen  er- 
geben sich  sodann  auf  bekannte  Weise  mittelst  der  PlQcker'schen 
Formeln. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  an,  es  sei  P  ein  Punkt  auf  der 
F^  und  legen  wir  durch  denselben  eine  beliebige  Ebene  e,  welche  die 
F^  in  einer  O  schneidet,  die  unter  der  Voraussetzung,  dass  F^ 
panktallgemein  sei,  von  der  n(n  —  l)-ten  Glasse  ist. 

Der  Punkt  P  gehört  dieser  Scfanittcurve  an;  es  können  daher 
von  demselben  (nach  Satz  9)  an  die  O  n  (n  —  1)  —  2  Tangenten 
gefuhrt  werden,  welche  (nachdem  die  Tangente  an  C**  in  P  für  zwei 
von  P  ausgebende  Tangenten  zählt)  die  Curve  0*"  nicht  in  P  be- 
rfihren. 

Die  vorgenannten  n(n  —  1)  —  2  Tangenten  sind  offenbar  jene 
Erzeugenden  des  der  J^  aus  P  umschriebenen  Kegels,  welche  gleich- 
zeitig der  Ebene  e  angehören. 

Der  der  F"*  aus  P  umschriebene  Kegel  ist  sonach  von  der 

[n  (n  —  1)  —  2]-ten  Ordnung. 

Da  der  aus  einem  beliebigen  Punkt  des  Baumes  der  F^  um- 
schriebene Kegel  von  der  n{n  —  l)-ten  Ordnung  ist,  und  diese  Zahl 
für  alle  Lagen  von  P  erhalten  bleiben  muss,  so  hätte  man  richtiger 
auch  in  der  Weise  schließen  können,  dass  der  aus  dem  Punkte  P 
von  P**  der  letzteren  umschriebene  Kegel,  in  einem  Kegel  [n(n— 1)— 2]- 
ter  Ordnung  und  in  die  doppelt  zu  zählende  Tangentialebene  in  P 
zerfalle. 

Die  Tangentialebene  in  P  schneidet  die  P*  in  einer  O,  welche 
in  P  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Jede  der  beiden  Ourventan- 
genten  in  diesem  Doppelpunkte  zählt  (nach  Satz  9)  für  zwei  von  P 
aus  an  die  Curve  gezogene  Tangenten,  so  dass,  nachdeni  0*  infolge 
des  Doppelpunktes  in  P  von  der  n[(n  —  l)r-^2]-ten  C  lasse  ist> 
von  P  aus  nur  noch 

n  (n  —  1)  -  2  —  4  =  (n  —  3)  (n  +  2) 

Tangenten   gezogen  werden  können,    welche  die  C^  nicht  in  P 
berühren. 

Nachdem  diese  Tangenten  auch  mit  der  Fläche  F^  in  den  be- 
treffenden Punkten  eine  Berührung  eingehen,  so  erhält  man  den  Satz: 

285.  jjünter  den  Tangenten^  welche  eine  punkiaUgemeine  Fläche 
n^ter    Ordnung    in    einem    ihrer    Funkte    berühren^    gibt   es    noch 
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(n  —  3)  (n  +  2)  Tangenten,  tvelehe  mit  der  Fläche  in  andertveitigen 
Punkten  eine  Berührung  eingehen,^ 

§.  290. 

Ebenso  einfach  wie  die  Ordnung  wird  sich  auch  die  C lasse 
des  der  JB^  aus  einem  ihrer  Punkte  P  umschriebenen 
Kegels  ermitteln  lassen. 

Die  zu  bestimmende  Classe  ist  nämlich  gleich  der  Anzahl  jener 
Tangentialebenen  des  Kegels,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  i^ 
im  Baume,  also  auch  durch  die  Gerade  FQ  zxi  F^  gefuhrt  werden 
können.  Die  besagte  Classe  ist  mithin  auch  gleich  der  Anzahl 
der  durch  PQ  an  die  JP*  möglicherweise  zu  legenden 
Tangentialebenen. 

Da  infolge  der  allgemeinen  Lage  von  Q  auch  die  Gerade  PQ 
eine  allgemeine  Lage  gegen  F'  hat,  so  ist  diese  Zahl  (nach  Satz  275) 
gleich  n{n  —  1)*. 

Der  der  F^  aus  P  umschriebene  Kegel  ist  somit  auch 
dann  von  der 

n  (n — l)'-ten  Classe, 

wenn  der  Scheitel  P  desselben  auf  der  F*"  selbst  liegt 

Es  erübrigt  noch,  irgend  eine  dritte  charakteristische 
Zahl  für  den  der  F^  aus  dem  ihr  angehörenden  Punkte  P  umschrie- 
benen Kegel  direct  zu  bestimmen. 

Hiezu  eignen  sich  am  vortheilhaftesten  die  stationären  Er- 
zeugenden dieses  Kegels,  oder  was  dasselbe  ist,  die  durch  P 
gehenden  Inflexionstangenten  der  Fläche,  wobei  aber  selbst- 
verständlich jene,  welche  die  Fläche  in  P  osculieren,  ausgeschlossen  sind. 

Wir  wissen,  mit  Beachtung  der  dem  Satze  276)  vorangehenden 
Betrachtung,  da.ss  die  von  einem  Punkte  P  ausgehenden  Inflexions- 
tangenten diejenigen  Geraden  sind,  welche  P  mit  den  Schnitt- 
punkten der  F^^  der  ersten  und  der  zweiten  Polarfläche 
des  Punktes  P  verbinden. 

Andererseits  ist  aber  aus  Satz  283)  bekannt,  dass  die  Funda- 
mentalfläche P*",  die  erste  Polarfläche  i?***-^  und  die  zweite  Polarfläche 
iP*-*  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  F^  sowohl  die  Tangentialebene  Tp, 
als  auch  die  beiden  Inflexionstangenten  ^,  und  t^  in  P  gemein  haben. 

Es  werden  daher  diese  drei  Flächen  in  P  eine  gewisse  Anzahl 
von  Punkten  gemeinschaftlich  haben,  welche  Anzahl  sich  folgender- 
maßen berechnen  lässt. 
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Die  Tangentialebene  T  schneidet  die  i^**  und  die  JT"~*  in  zwei 
Curven,  welche  in  P  Doppelpunkte  und  in  diesen  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  t^  und  t^  besitzen.  Es  sind  daher  (nach 
Satz  27)  in  P  sechs  Schnittpunkte  vereinigt,  und  da  das  gleiche  auch 
von  der  Schnittcnrve  der  Folarflädie  7T*~^  mit  der  Tangentialebene  T 
gilt,  so  folgt,  dass  die  drei  Flächen  2?^,  7P^^  und  JP-*  in  P  sechs 
gemeinschaftliche  Punkte  besitzen. 

Besagte  Flächen   schneiden  sich  daher  außer  in  dem  Punkte  P 

noch  in 

n  (n  —  1)  (n  —  2)  —  6  =  (n  —  3)  (n«  +  2) 

Punkten,  von  welchen,  der  früheren  Erörterung  gemäß,  ein  jeder  mit  P 
verbunden,  eine  Inflexionstangente  der  F^,  also  auch  eine  sta* 
tionäre  Erzeugende  des  der  F^  aus  P  umschriebenen 
Kegels  repräsentiert. 

Nachdem  wir  nun  wissen,  dass  der  genannte  Eegel  von  der 

[n  (n  —  1)  —  2]-ten  Ordnung 
der  n{n  —  l)'-ten  Classe 
ist,  und  dass  derselbe 

(w  —  3)  (n'  4-  2)    stationäre  Erzeugende 

besitzt,  so  findet  man,  mit  Zuhilfenahme  der  PI ücker'schen  Formeln, 
ohneweiters  auch,  dass  besagter  Eegel 

\{n  —  3)  (n  —  4)  («*  +  n  —  2)    Doppel  erzeugende, 
4n  (n — 1)  (n  —  2)    Wendeebenen  und 
\n  (n  — l)(w  — 2)  (n«  — w«  +  n  — 12)  +  1    Doppeltangential- 
ebenen besitze. 

Berücksichtigt  man  schließlich,  dass  die  beiden  Inflexionstan- 
genten  f,  und  t^  der  F*"  in  dem  Punkte  P  die  Fläche  F*^  nicht  nur 
im  Punkte  P,  sondern  auch  in  den  in  der  Bichtung  t^ ,  resp.  t^  dem 
Punkte  P  unendlich  nahen  Punkten  F*  und  P"  berühren,  also  Er- 
zeugende des  ans  P  umschriebenen  Kegels  sind,  und  erwägt  man, 
dass  die  obbezeichnete  Ebene  T  die  Fläche  JF^  gleichfalls  in  P'  und 
P^  und  mithin  auch  den  Kegel  längs  t^  und  t^  berührt,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  T  eine  von  den  Bitangentialebenen  des  Kegels 
iflt.  und  dass  dieser  mithin  außer  T  noch 

4-n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n»  —  n«  +  w  —  12) 
Bitangentialebenen  (übereinstimmend  mit  dem  Falle,  in  welchem 
P  eine  allgemeine  Lage  im  Baume  hatte)    besitzt.     Die  Ergebnisse 
dieser  Betrachtungen  zusammengefasst  liefern  den  Satz: 

286*  f^Der  einer  punktallgemeincn  Fläche  n-ter  Ordnung  aus 
einem  ihrer  Punkte,  als  Scheitel,  umschriebene  Kegel  ist  von  der 
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(n  +  i)  (n  —  2)^ten  Ordnung 
und  der 

n  (n  —  T)^'ten  Glosse; 

der  bezeichnete  Kegel  besitzt  femer 

\  (n  —  3)  (n  —  4)  (w*  -f  n—2)   Boppelerzetigende, 

(n  —  5)  (n*  +  ^)    ^tionäre  Erzeugende, 

4n  (n  —  i)  (n  —  2)    Wendeebenen  und 

^n  (n  —  Jf)  (n  —  ;8)  («*  —  n"  -f-  n  —  12)    Bitangentialebenen 

(die  Tangenticdebene  der  Fläche   im  Kegelscheitel   als  Bitangential* 
ebene  nicht  mitgerechnet),*^ 

Mit  Bücksioht  auf  die  uns  bereits  bekannte  Bedeutang  dieser 
Singularitäten  für  die  Fläche  F^  selbst, kann  man  auch  den  fol- 
genden Satz  direct  aufstellen: 

287.  „Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  punktallgemeinen 
Fläche  n^ter  Ordnung  gehen 

^  (n  —  5)  (n  —  4)  (n'  +  **  —  ^)    Bitangenten, 
(n  —  3)  (n*  -|-  2)   Inflexumstangenten, 
4n  (m  —  i)  (n  —  2)    stationäre  Tangentialebenen,  mid 
■J-  w  (n  —  1)  (n  —  2)  {n^  —  w*  -f  n  —  12)   Bitangentialebenen ; 

die  Berührungspwikte  aller  dieser  Tangenten  und  Berührebenen  sind 
von  P  verschieden.** 

§.  291. 

Setzen  wir  nun  voraus, 'die  Fundamentalfläcbe  sei  mit 
vielfachen  Punkten,  resp.  vielfachen  Curven  behaftet 

Nehmen  wir  zunächst  an,  die  Fundamentalfläche  F**  besitze  einen 
s- fachen  Punkt  P,  und  betrachten  wir  denselben  als  Pol. 

Die  (w  —  s)-te  Polarfläche  von  P  in  Bezug  auf  1^  heiße 
i?*-*.  Dieselbe  wird  von  einer  beliebig  durch  P  gelegten  Ebene  e  in 
einer  Curve  P»-»  geschnitten,  welche  die  {n  —  s)-te  Polarcurve 
von  P  in  Bezug  auf  jene  Curve  C*^  repräsentiert,  in  welcher  die  Funda- 
mentalfläche F"  von  der  Ebene  e  geschnitten  wird. 

Nachdem  P  ein  s-facher  Punkt  von  F^  ist,  wird  er  aucli  ein 
s-facher  Punkt  der  Schnittcurve  O  sein ;  es  wird  daher  (nach  Satz  89) 
die  (n  —  s)-te  Polarcurve  P*»-*  in  (n  —  s)  durch  P  gehende  Ge- 
raden zerfallen. 

Da  die  Ebene  e  beliebig  durch  P  gelegt  wurde,  so  folgt  aus  der 
eben  angestellten  Betrachtung,  dass  jede  durch  P  gehende  Ebene  die 
(n  —  s)-te  Polar  fläche  TI"-*  dieses  Punktes    in    (n  —  s)    durch 
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P  gehenden  Geraden  schneidet,  dass  also  diese  Polarflftche  i7"-'  ein 
Kegel  (n  —  s)-ter  Ordnung,   dessen  Scheitel  P  ist,  sein  müsse. 

Durch  gleiche  Überlegung  und  übereinstimmende  Erörterungen 
findet  man  (gestützt  auf  den  Satz  89),  dass  alle  Polarflächen  des 
Punktes  P,  welche  von  niederer  als  der  (n  —  5)-teu  Ordnung 
sind,  unbestimmt  werden.    Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

288.  jjDie  (n  —  s)-te  Polarfläche  elftes  8 -fachen  PunMes  einer 
Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  ist  ein  Kegel  (n  —  syter  Ordnut^ 
mit  dem  genannten  Punkte  als  Scheitel;  die  Polarfläctien  eines  s- 
fachen  Punktes  dagegen ,  welche  von  niederer  als  der  (n  —  syten  Ord- 
nung  sind,  werden  unbestimmt.^ 

Weiters  ist  auch  mit  Bücksich tnahme  auf  den  Satz  89)  und  der 
in  §.  182  angestellten  Betrachtung  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Erzeu- 
genden des  im  vorstehenden  Satze  genannten  Kegels  jene  Geraden 
sind,  welche  mit  der  Flache  in  dem  s- fachen  Punkte  (s  +  1)  Punkte 
gemein  haben,  und  daher  den  Berührungskegel  der  Fläche  F^ 
in  dem  ^-fachen  Punkte  vorstellen. 

§.  292. 

Nehmen  wir  an,  die  Fundamentalfläche  F*^  besitze  einen  s-fachen 
Punkte,  und  wählen  wir  als  Pol  einen  beliebigen  Punkt  P  im 
Baume,   dessen  r-te  Polarfläche  in  Bezug  auf  P**  IT^^  heißen  möge. 

Denken  wir  uns  durch  P  und  Ä  eine  willkürliche  Ebene  e  ge- 
legt. Dieselbe  wird  die  P**  in  einer  C**  schneiden ,  welche  io  Ä  eben- 
falls einen  s-fachen  Punkt  besitzt,  während  sich  als  Schnitt  von  e 
und  JP-^  eine  Curve  P*^^  ergibt,  welche  die  r-te  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  O  repräsentiert.  Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  87)  wird 
somit  der  Punkt  Ä  ein  (s  —  r)-facher  Punkt  der  Polar  curve  P*^^ 
sein  müssen.  Dasselbe  ergibt  sich  offenbar  auch  für  jede  andere  Lage 
der  durch  P  und  ^  gehenden  Ebene  e,  woraus  wir  schließen,  dass 
die  Polarfläehe  JP*"*'  von  jeder  durch  PA  gehenden  Ebene  e  in  einer 
Curve  geschnitten  wird,  die  in -4  einen  (s  —  r)- fachen  Punkt  hat, 
dass  also  Ä  auch  ein  (s  —  r)-facher  Punkt  dieser  Polarfläche  selbst  sei. 

Es  ergibt  sich  sonaph  das  zu  Satz  87)  räumliche  Analogen: 

289.  y^Ein  s-facher  PunJct  der  Fundamentalfläche  ist  ein  (s  —  r)- 
facJier  Punkt  für  die  r-te  Polar  fläche  irgend  eines  Punktes.^ 

§.  293. 

Besitzt  die  Fundamentalfläche  eine  s- fache  Curve,  so  ist  jeder 
Punkt    der    letzteren  ein    s-facher  Punkt    der  Fläche,   und    daher, 
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nach  dem  vorstehenden  Satze^  auch  ein  (s  —  r)-facher  Punkt  für  die 
f-te  Polarfläche  eines  beliebigen  Punktes.  Es  folgt  mithin  unmittelbar 
der  Satz: 

290,  ^Einti  s-fache  Curve  der  Fundamentalfläche  ist  eine  (s  —  r)- 
fache  Curve  für  die  r-te  Polarfläche  irgend  eines  beliebigen  Punktes.^ 

Als  specieller  Fall  dieses  Satzes  folgt  auch  die  bereits  in 
Satz  258)  ausgesprochene  Eigenschaft,  dass  die  erste  Folarfläche 
irgend  eines  Punktes  im  Baume  durch  die  Doppelcurve 
der  Fundamentalfläche  gehe. 

Dies  wird  offenbar  auch  dann  noch  gelten,  wenn  die  Funda- 
mentalfläche F"  in  zwei  Flächen  n^-ter  und  n,-ter  Ordnung 
degeneriert  (wobei  n  =  n^  +^^3)9  ^Q  welchem  Falle  die  Schnitt- 
en rve  beider  Flächen,  welche  von  der  n^n^-ten  Ordnung  ist, 
ebenfalls  als  Doppelcurve  der  Gesammtfläche  zu  betrachten 
sein  wird.    Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

291.  „Degeneriert  die  Fundamentalfläche  in  zwei  Flächen^  so 
enthält  die  erste  Polarfläche  jedes  Puriktes  die  Schnittcurve  der  beiden 
Theilflächen.^ 

§.  294. 

Es  wurde  bereits  früher  nachgewiesen,  dass  die  r-ten  Polar- 
flächen eines  und  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  eines 
Büschels  n-ter  Ordnung  ein  Flächenbflschel  (n  —  r)-ter  Ordnung 
bilden. 

Nun  wollen  wir  die  besondere  Voraussetzung  machen,  dass  sich 
in  einem  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  ein  Eegel  n-ter 
Ordnung  befinde. 

Diesfalls  wird  sich  die  Basiscurve  n'-ter  Ordnung  dieses 
Flächenbüschels  auch  als  Schnittcurve  des  obgenannten  Kegels 
mit  irgend  einer  anderen ,  dem  Büschel  angehörenden  Fläche  F^  er- 
geben, und  daher  die  Eigenschaft  besitzen ,  dass  sie  jede  Eegelerzeu- 
gende  in  n  Punkten  trifft. 

Nehmen  wir  den  Scheitel  P  des  Kegels  als  Pol  an  und  denken 
wir  uns  die  r-ten  Polarflächen  iI|'*~^  fl8**"%  n^*'"''....  von  P  in 
Bezug  auf  die  Flächen  2^,",  JF^",  F^*' bestimmt. 

Eine  beliebige  durch  P  gehende  Ebene  schneidet  'den  Kegel  in 
n  Erzeugenden,  auf  deren  jeder  n  Punkte  der  Basiscurve  des  Flächen- 
büschels liegen.  Durch  diese  n'  Paukte  auf  den  n  Erzeugenden 
müssen  offenbar  auch  die  Schnittcurven  (7,**,  0,*',  Cg'*....  der  Ebene  e 
mit  den  Flächen  jF,»»,  F^*,  F^"^  des  Büschels  gehen. 

Weiters  schneidet  die  Ebene  c  die  Polarflächen  7Il**"^  iZa**"*% 
il,*»-'' in  Curven  Pi~-%  P^'*-^  Pa"-»* ,  welche  die  r-ten  Po- 
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laren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Curven  Cj",  C^^\  G,**. . . ,  vor- 
stellen. 

Wenn  man  nun  berücksichtigt,  dass  die  Fundamentalcurven 
Ci"»  G»**,  G^. ...  durch  .w*  Punkte  gehen,  welche  zu  je  n  auf  n  Ge- 
raden,  d.  i.  den   obgenannten  Eegelerzeugenden,    vertheilt  sind,   so 

folgt  (aus  Satz  77),  dass  die  Polarcurven  Pi"-%  Pj"-**,  P,"-'' 

auf  jeder  der  n  Eegelerzeugenden  (n  —  r)  gemeinschaftliche 
Punkte  besitzen,  dass  sie  also  überhaupt  n{n  —  r)  Punkte  ge- 
mein haben. 

Nachdem  aber  zwei  Curven  (w  —  r)-ter  Ordnung,  ohne  zusam- 
menzufallen, nicht  mehr  als  (n  —  r)'  Punkte  gemein  haben 
können,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  sämmtlichen  Curven  P,"~% 
P,"-*",  Pj"*'"....  zu  einer  einzigen  Curve  (n  —  r)-ter  Ord- 
nung sich  vereinigen,  dass  also  weiters  auch  die  Ebene  e  eine 
gemeinschaftliche  Curve  aller  Polarflächen  n^^^"^,  J^«**"^ 
TI^''-'^ enthält. 

Dasselbe  gilt  aber  von  jeder  durch  P  gehenden  Ebene  e,  so  dass 
die  vorgenannten  Polarflächen  unendlich  viele  gemeinschaftliche 
Curven  besitzen,  also  in  eine  einzige  Fläche  TV^"^  zusammenfallen. 
Es  ergibt  sich  mithin  der  Satz: 

292.  j^Enthält  ein  FlächenMschel  n-ter  Ordnung  einen  Kegel 
n-ter  Ordnung,  so  besitzt  der  Scheitel  des  letzteren  eine  und  dieselbe 
Polarfläche  (jeden  Grades)  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels.^ 

§.  295. 

Zum  Schlüsse  unserer  diesfallsigen  Betrachtungen  wollen  wir 
noch  die  den  Sätzen  97)  und  99)  entsprechenden  räumlichen  Analoga 
aufzustellen  suchen. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  r-te  Polarfläche  IT/^"^  von  P 
in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  P'*  einen  Doppel- 
punkt Q  besitze,  und  bestimmen  wir  die  (n  —  r — l)-te  Polarfläche 
17^*^+1  des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  P". 

Legt  man  durch  die  beiden  Punkte  P  und  Q  eine  beliebige 
Ebene  e,  so  wird  diese  die  F*^  in  einer  C*  schneiden,  ferner  die  TT^-^ 
in  einer  Curve  P/^^^  treffen,  welche  einerseits  die  r-te  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  O  vorstellt,  und  andererseits  in  Q  einen  Doppel- 
punkt besitzt.  Weiters  wird  auch  die  Polarfläche  77^''+^  von  e  in 
einer  Curve  P/"*"*  geschnitten,  welche  die  (w  —  r — l)-te  Polare 
von  Q  bezuglich  C'*  repräsentiert. 

Mit  Bezug  auf  den  Satz  97)  muss  nun  P  ein  Doppelpunkt 
der   Curve  P/+S   also,  infolge  der  beliebigen  Lage,  der  durch  P 
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nnd  Q  gehenden  Ebene  «,  auch  ein  Doppelpunkt  von  ng""^^  sein. 
Mithin  besteht  der  Satz: 

293.  jjBesitet  die  r-te  Polarfläche  eines  Funkies  P  hessüglick 
einer  F*  einen  Doppelpunkt  in  Q^  so  besitzt  die  (n  —  r  —  I)  -  te 
Polarfläche  von  Q  bezüglich  der  F**  einen  Doppelpunkt  in  P.*^ 

§.  296. 

Nehmen  wir  an,  es  wäre  die  r-te  Polarfiäche  /Tp"-''  von  P  be- 
züglich der  Fundamentalfläche  JP"  bestimmt,  und  es  besitze  die  s-te 
Polarfläche  IT^^-^'^  eines  Punktes  M  in  Bezug  auf  n/^^  als  Fun- 
damentalfläche, einen  Doppelpunkt  Q.  Nachdem  auf  Grund  des 
Satzes  267),  die  Polarfläche  JTj^**-«'-«  mit  der  r-ten  Polarfläche  von 
P  bezüglich  der  Ä-ten  Polarfläche  JTj^**"*  von  M  in  Bezug  auf  F" 
identisch  ist,  so  lässt  sich  anderweitig  auch  behaupten,  dass  der 
r-ten  Polarfläche  von  P  in  Bezug  auf  jene  Fläche  ilj^**~',  welche  die 
s-te  Polarfläche  von  M  bezüglich  der  F"  vorstellt,  als  Fundamental- 
flache,  der  Doppelpunkt  Q  zukomme. 

Dies  zugrunde  gelegt,  wird  (nach  Satz  293}  der  Punkt  P  ein 
Doppelpunkt  der  (n  —  s  —  r  —  l)-ten  Polarfläche  von  Q^ 
bezüglich  der  Hj^**-^  als  Fundamentalfläche  sein.  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

294.  y^Bezitzt  die  s-te  Polarfläche  von  M  in  Bezug  auf  die  r^te 
Polarfläche  von  P  bezüglich  einer  F"  einen  DoppelpurJct  Q,  so  ist  P 
ein  Doppelpunkt  der  (n — s  —  r  —  Tj^ten  Polarfläche  von  Q  in 
Bezug  auf  die  s-te  Polarfläche  von  M  bezüglich  2^". 

§.  297. 

Da  jedem  Punkte  des  Baumes  eine  erste  Polarfläche  in  Bezug 
auf  eine  gegebene  Fundamentalfläche  F^  entspricht,  so  ist  einleuch- 
tend, dass  die  ersten  Polarflächen  sämmtlicher  Punkte  in  Bezug  auf 
eine  und  dieselbe  Fundamentalfläche  J^",  in  gleicher  Anzahl  wie  diese 
Punkte  selbst,  vorhanden  sind,  dass  dieselben  also  ein  Flächen- 
System  dritter  Stufe  und   (n  —  l)-ter   Ordnung  bilden. 

Es  ist  unschwer  nachzuweisen,  dass  dieses  System  im  Sinne  der 
in  §•  230)  aufgestellten  Definition  ^linear"  ist,  d.  h.  dass  durch 
drei  beliebig  im  Baume  gewählte  Punkte  nur  eine  ein- 
zige Fläche  des  Systems  gehe. 

Bestimmt  man  nämlich  zu  jedem  der  drei  gegebenen  Punkte  die 
Polarebene  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  F'*,  so  schneiden  sich 
diese  drei  Ebenen  in  einem  Puokte,  dessen  erste  Polarfläche  bezüglich 
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F^^  mit  Bflcksicht  auf  Satz  269),  durch  die  drei  vorgenannten  Pankte 
geht,  gleichseitig  aber  auch  die  einzige  Polarfläche  ist,  welcher  diese 
Eigenschaft  zukömmt. 

Wie  ferner  aus  Satz  216)  bekannt  ist,  bilden  die  Flächen  eines 
linearen  Systems  dritter  Stufe,  welche  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  im  Baume  gehen,  ein  Netz,  und  jene,  welche  durch 
zwei  feste  Punkte  gehen,  ein  Bflschel. 

Dies  ist,  wie  eine  einfache  Betrachtung  lehrt,  auch  in  jenem 
linearen  Flächensystem  der  Fall,  welches  von  den  sämmtlichen 
ersten  Polarflächen  einer  Fundamentalfläche  F"  ge- 
bildet wird. 

Der  Pol  P  jeder  ersten  Polarfläche,  welche  durch 
einen  Punkt  Q  geht,  liegt  (nach  Satz  269)  in  der  Polar  ebene  des 
Punktes  Q;  umgekehrt  bilden  aber  die  ersten  Polarflächen  aller 
Punkte  dieser  Ebene  ein  Netz  (Satz  270),  unter  dessen  Basis- 
punkten sich  auch  Q  befindet. 

Ferner  liegen  die  Pole  aller  ersten  Polarflächen,  die  durch  zwei 
feste  Punkte  Q^  und  Q^  gehen,  auf  den  Polarebenen  dieser  beiden 
Punkte  Q,  und  Q^i  &lso  im  Schnitte  dieser  Folarebenen;  die 
ersten  Polarflächen  selbst  bilden  somit  (nach  Satz  271)  ein  Büschel. 
Man  nennt  jenes  lineare  System  dritter  Stufe  und  (n — 1)- 
ter  Ordnung,  welches  von  den  sämmtlichen  ersten  Polarflächen,  die 
zu  einer  und  derselben  Fundamentalfläche  gehören,  gebildet  wird, 
„das  Polarsystem"  dieser  Fundamentalfläche,  oder  auch 
kurz  ein  ^Polarsystem  (n  —  l)-ter  Ordnung. 

§.  298. 

Das  Polarsystem  ist  durch  vier  seiner  Flächen,  die 
jedoch  weder  einem  Büschel  noch  einem  Netze  angehören 
dürfen,  vollkommen  bestimmt,  d.  h.  man  kann  vermittelst  dieser 
vier  Flächen  alle  anderen,  ohne  die  Fundamentalfläche  selbst  zu  kennen, 
bestimmen. 

um  dies  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  es  seien  die  vier  Flächen 
n^^  n^f  n^  und  n^  des  Polarsystems  gegeben,  und  es  solle  jene 
Fläche  des  Systemes  bestimmt  werden,  welche  durch  drei  beliebig 
im  Baume  gewählte  Punkte  Q^,  Q^  und  Q^  geht. 

Die  drei  Polarenpaare  TI^TI^y  A^3  ^^^  ^i^a  bestimmen 
drei  Flächenbüschel,  deren  sämmtliche  Flächen  dem  Polar* 
Systeme  angehören. 

In  jedem  dieser  Büschel  gibt  es  eine  Fläche,  welche  gleichzeitig 
auch  durch   den  Punkt  Q^  geht.    Diese   drei   Flächen   bestimmen 
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wieder   ein  Netz,   dessen  sämmtliche  Flächen  einerseits  darch   den 
Punkt  Q,  gehen,  und  andererseits  dem  Polarsysteme  angehören. 

In  diesem  Netze  existiert  endlich  eine  einzige  Fläche, 
welche  auch  die  beiden  anderen  Punkte  Q^  und  Q,  enthält,  and  diese 
wird  offenbar  die  gesuchte  Polarfläche  vorstellen. 

Wir  wissen,  dass  im  allgemeinen  die  Flächen  eines  linearen 
Systems  dritter  Stufe  keine  Basispunkte,  d«  h.  keine  Pnnkte  be- 
sitzen, die  allen  Flächen  des  Systems  gemeinschaftlich  sind. 

Setzen  wir  aber  voraus,  dass  vier  Flächen  i7|,  J7^,  71^,  77^  eines 
Polarsystems,  welche  weder  einem  Büschel,  noch  einem  Netze  an- 
gehören, einen  Punkt  S  gemeinschaftlich  haben,  so  lässt  sich  leicht 
zeigen ,  das  durch  diesen  Punkt  S  alle  übrigen  Flächen  des  Polar- 
systems gehen.  Denn,  bestimmen  wir  wieder  die  Polarfläche,  welche 
durch  drei  beliebige  Punkte  Qp  Q^  und  Q^  im  Baume  geht,  so  findet 
man,  dass  die  drei  durch  Q^  gehenden  Flächen,  welche  den  drei 
Büscheln  (7T|J]^),  (72,7^  und  {Tl^II^)  angehören,  den  Punkt  S  gemein 
haben,  dass  also  5,  als  ein  Basispunkt  des  durch  diese  drei  Flächen 
bestimmten  Netzes,  auch  jener  Fläche  angehören  muss,  die  dnrch  Q^ 
und  §3  geht. 

Wenn  nun  aber  die  sämmtlichen  ersten  Polarflächen  durch  S 
gehen,  so  gilt  das  Gleiche  speciell  auch  von  jener,  welche  den  Punkt 
S  selbst  zum  Pole  hat,  woraus  weiter  geschlossen  werden  kann, 
dass  S  der  Fundamentalfläche  F*"  angehören  müsse. 

Der  Punkt  S  ist  aber  überdies,  wie  man  sich  folgendermaßen 
leicht  die  Überzeugung  verschaffen  kann,  ein  Doppelpunkt  der 
Fundamental  fläche. 

Nehmen  wir  nämlich  eine  beliebige  Ebene  P^  im  Banme  an,  so 
werden,  wie  aus  dem  Frflheren  hervorgeht,  die  ersten  Polarflächen 
aller  Punkte  dieser  Ebene  P'  durch  S  gehen. 

Gestützt  auf  Satz  270) ,  sind  wir  somit  auch  zu  der  Folgerung 
berechtigt,  dass  die  beliebige  Ebene  P"  als  Polarebene  des 
Punktes  S  betrachtet  werden  könne,  oder  mit  anderen  Worten,  dass 
die  Polarebene  von  S  unbestimmt  sei.  Mit  Bücksicht  auf 
Satz  288)  folgt  aber  sodann  weiter,  dass  ß  ein  Doppelpunkt  der 
Fundamentalfläche  sein  müsse.    Daher  der  Satz: 

295.  j^Besüzen  die  Flächen  eines  Polarsystems  einen  gemein- 
schaftliclien  Funkt ,  so  ist  letzterer  gleichzeitig  ein  Doppelpunkt  der 
Fundamentalfläche. " 

In  ähnlicher  Weise  wie  der  eben  festgestellte  Satz,  könnte  auch 
der  folgende  ans  dem  Satze  288)  abgeleitet  werden. 
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296.  „Besitzen  die  ersten  Polarflächen  einen  gemeinschaftlichen 
S'fachen  Punkt,  oder  iesitzen  die  s-ten  Polarflächen  einen  (einfachen) 
gemeinschaftlicheu  Punkte  so  ist  dieser  Punkt  gleichzeitig  ein  {s-\-iy 
f acher  Punkt  der  Fundamental  fläche,'* 

Es  wurde  im  YorhergegangeneD  nachgewiesen,  dass  die  Quadri- 
polarfläche  eines  parabolischen  Punktes  P  der  Fundamentalfiäche  F^ 
ein  Kegel  (d.  i.  also  eine  Fläche  mit  einem  Doppelpunkte)  sei,  welcher 
die  Inflexionstangente  des  Punktes  P  als  Erzeugende  enthält  (Satz  284 
und  die  darauf  folgende  Bemerkung),  dessen  Scheitel  Q  somit  auf 
dieser  Inflexionstangente  liegt. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  es  nur  eine  directe  Folge  des  Satzes  293) , 
wenn  behauptet  wird,  dass  die  erste  Polarfläche  von  Q  in  P 
einen  Doppelpunkt  habe.    Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

297.  yJJnter  den  Punkten  der  Inflexionstangente  einer  Fläche 
F^  in  einem  ihrer  parabolischen  Punkte  gilt  es  einen  ^  dessen  erste 
Polarfläche  einen  Doppelpunkt  in  dem  parabolischen  Punkte  hat. 
Bezeichneter  Punkt  ist  der  Scheitel  jenes  Kegels,  welcher  die  Quadri^ 
polarfläche  des  parabolischen  Punktes  vorstellt.^ 


Geometrische  Orte,  die  mit  den  Polarflächen  einer  Fundamental- 
fläche in  Beziehung  stehen. 

§.  299. 

Denken  wir  uns  eine  Fundamentalfläche  F**  gegeben  und  eine 
beliebige  Gerade  g  im  Baume  angenommen. 

Jedem  det  ex»'  Funkte  dieser  Geraden  entspricht  eine  Polarebene 
in  Beaug  auf  F**.  Diese  Polarebenen  werden  daher  eine  Develop- 
pable  einhüllen,  deren  Classe  sich  folgendermaßen  bestimmen 
Uisst. 

Wählen  wir  im  Baume  irgend  einen  beliebigen  Punkt  Q,  Die 
Anzahl  derjenigen  Polarebenen,  welche  durch  Q  gehen  und  gleichzeitig 
ihren  Pol  auf  der  gegebenen  Geraden  haben,  wird  offenbar  die  Classe 
der  in  Bede  stehenden  Developpablen  repräsentieren. 

Wir  wissen  (Satz  269),  dass  die  Pole,  deren  Polarebenen  in 
Bezug  auf  F"  durch  Q  gehen,  sämmtlich  auf  der  ersten  Polarfläche 
n^^  des  Punktes  Q  in  Bezug  auf  F*  liegen.  Diese  Polarfläche 
schneidet  die  gegebene  Gerade  g  in  (n —  1)  Punkten,  von  welchen 
jedem  derselben  eine  durch  Q  gehende  Polarebene  zukömmt.  Daher 
der  Satz: 

Pefclik»,  Darstellende  n.  projectiye  Geometrie.  H.  SO 
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298.  „Die  Enveloppe  der  Polarebenen  aller  Punkte  einer  Geral- 
den in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  n^ter  Ordnung  ist  eine 
Developpäble  {n — l)'ter  Glosse.^ 

Die  Yorbezeichnete  Developpäble  pflegt  man  die  „(n — l)-te 
oder  auch  die  developpäble  Polarfläche^  der  gegebenen 
Geraden  in  Bezug  auf  die  F^  zu  nennen. 

§.  300. 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  der  vorgenannte  Punkt  Q  liege 
auf  der  developpablen  Polarfläche  der  Geraden  g. 

In  diesem  Falle  geht  durch  Q  eine  Erzeugende  der  Developpablen 
und  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Tangentialebenen  der 
Developpablen. 

Die  Pole  der  beiden  letztgenannten  Tangentialebenen  sind,  dem 
Vorausgeschickten  zufolge,  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  der 
ersten  Polarüäche  des  Punktes  Q>  und  da  dieselben  überdies  unmittel- 
bar auf  einander  folgen,  wird  die  eben  genannte  Polarfläche  die  Ge- 
rade g  in  der  Vereinigung  dieser  beiden  Schnittpunkte  berühren. 

Da  dasselbe  von  jedem  anderen  Punkte  Q,  welcher  auf  der  de- 
veloppablen Polarfläche  liegt,  gilt,  so  folgt  der  Satz: 

299.  j^Der  geometrische  Ort  aller  Punkte^  deren  erste  Polar- 
Apachen  in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  F^  eine  gegebene  Ge- 
rade berühren,  ist  die  dieser  Geraden  entsprechende  developpäble 
Polar  fläche.^ 

§.  301. 

Der  vorstehende  Satz  gibt  uns  auch  das  Mittel  an  die  Hand, 
die  Ordnung  der  developpablen  Polarfläche  einer  Gera- 
den g^  d.  i.  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  anderen  Geraden 
g^  zu  bestimmen. 

Die  zu  bestimmende  Ordnung  wird  (mit  BQcksicht  auf  Satz  299) 
offenbar  durch  die  Zahl  jener  Punkte  von  g'  repräsentiert  und  aus- 
gedrückt, deren  'erste  Polarflächen  bezüglich  F**  die  Gerade  g  be- 
rühren. 

Nachdem  nun  (nach  Satz  271)  die  ersten  Polarflächen  der  Punkte 
von  g'  ein  Büschel  (n  —  l)-ter  Ordnung  bilden,  und  nachdem  es 
(Satz  190)  in  einem  Büschel  (w  —  l)-ter  Ordnung  2  (n  —  2)  Flächen 
gibt,  welche  eine  gegebene  Gerade  g  berühren,  so  ist  die  gesuchte 
Ordnungszahl  gleich: 

2  {n  —  2). 
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Mithin  erhalten  wir  den  Satz: 

300.  „Die  developpahle  Polarfläche  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  ist  von  der  2  {n  —  2)'ten 
Ordnung,^ 

%.  302. 

Endlich  kann  auch  die  Ordnung  x  der  Cuspidalcurve  vor- 
benannter  Developpablen  bestimmt  werden. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Ebene  e  angenommen.  Die 
ersten  Polarflächen'  aller  Punkte  dieser  Ebene  bilden  ein  Netz 
(n  —  l)-ter  Ordnung. 

unter  den  Flächen  dieses  Netzes  befinden  sich  auch  die  ersten 
Polarflächen  der  x  Schnittpunkte  von  e  mit  der  fraglichen  Cuspi- 
dalcurve. 

Nachdem  aber  durch  jeden  dieser  Punkte  drei  unmittelbar  auf 
einander  folgende  Tangentialebenen  der  developpablen  Polar- 
fläche gehen,  so  wird  dessen  erste  Polarfläche  drei  unmittelbar 
auf  einander  folgende  Punkte  (die  Punkte  jener  Tangential- 
ebenen) mit  der  gegebenen  Geraden  g  gemein  haben,  d.  h. 
die  ersten  Polarflächen,  welche  den  Punkten  x  als  Pole  entsprechen, 
werden  die  Oerade  g  osculieren  (dreipunktig  berühren). 

Hieraus  erhellt,  dass  sich  die  Ordnung  a:  der  in  Bede  stehen- 
den Cuspidalcurve  als  die  Anzahl  jener  Flächen  in  einem 
Netze  (n  —  l)-ter  Ordnung  (d.  i.  dem  Netze,  welches  von  den 
ersten  Polarflächen  der  Punkte  der  Ebene  e  gebildet  wird)  ergeben 
wird,  welche  eine  gegebene  Gerade  osculieren. 

Diese  Zahl  kann  auf  nachstehende  Weise  ermittelt  werden. 

Denken  wir  uns  in  einem  Netze  (n  —  l)-ter  Ordnung  eine  Fläche, 
welche  die  gegebene  Gerade  g  in  einem  Punkte  a  berührt,  und  daher 
noch  in  weiteren  (n  —  1)  —  2  =  n  —  3  Punkten  ß  schneidet.  Damit 
die  besagte  Fläche  die  Gerade  osculiere,  ist  nothwendig,  dass  einer 
der  Punkte  ß  mit  dem  Berührungspunkte  a  zusammenfällt,  d.  h.  dass 
in  a  drei  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Punkte  vereinigt  sind. 

Wir  werden  sonach  die  Correspondenzbeziehung  der  Punkte 
a  und  ß  festzustellen  haben. 

Nehmen  wir  auf  g  einen  beliebigen  Punkt  a  an,  so  existiert  (nach 
Satz  199)  in  dem  Netze  eine  einzige  Fläche  i^-^  welche  g  in  a  be- 
rührt; dem  Punkte  a  entsprechen  daher  (n  —  3)  Punkte  /J,  d.  i.  die 
weiteren  Schnittpunkte  von  g  und  JP»*-^. 

Wählen  wir  dagegen  auf  g  einen  Punkt  /5,  so  wird  die  Zahl  jener 
Punkte  a  zu  bestimmen  sein,  in  welchen  gewisse  durch  ß  gehende  Flächen 

20* 
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des  Netzes  die  Gerade  g  berQhren  ^  wobei  aber  selbstverständlich  keiner 
dieser  Punkte  a  der  Lage  nach  mit  ß  coincidieren  darf. 

Die  Flächen  des  Netzes,  welche  durch  ß  gehen ^  bilden  ein 
Flächenbüschel  (n  —  l)-ter  Ordnung.  Jede  Fläche  des  Büschels 
hat  mit  der  Geraden  g  außer  dem  Punkte  ß  eine  Gruppe  von  (w  —  2) 
Punkten  gemein. 

Alle  diese  Gruppen  bilden  eine  Involution  (n  —  2)-ten  Gra- 
des.   In  dieser  Involution  existieren  (nach  Satz  107): 

2  [(n  —  2)  —  1]  =  2  (n  —  3) 

Doppelpunkte,  d.  h.  in  dem  Büschel  gibt  es  2  (n  —  3)  Flächen, 
welche  g  in  Punkten  a,  die  von  ß  verschieden  sind;  berühren.  Nach- 
dem nun  j^dem  Punkte  a  von  g 

(n  —  3)  Punkte  ß, 
und  jedem  Punkte  ß 

2  (n  —  3)  Punkte  a 

entsprechen,  so  kömmt  es  nach  dem  Correspondenzprincipe 

(w  —  3)  +  2  (n  —  3)  =  3  (n  —  3) 

mal  vor,  dass  ein  Punkt  a  mit  einem  Punkte  /3»  der  ersterem  entspricht, 
zusammenfällt.  Mit  Bücksicht  auf  die  früheren  Auseinandersetzungen 
gibt  es  also  in  dem  Netze  (n — l)-ter  Ordnung  3(n  — 3)  Flächen, 
welche  eine  gegebene  Gerade  g  osculieren.  Wir  erhalten 
daher  den  Satz: 

301.  j^Die  Cuspidalcurve  der  developpäblen  Folar fläche  einer 
Geraden  in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  oder, 
was  dasselbe  ist,  der  Ort  jener  Punkte,  deren  erste  Pölarflächen  in 
Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  eine  gegebene  Gerade  osculieren, 
ist  eine  Curve  3  {n  —  3yter  Ordnung.^ 

§.  303. 

Nachdem  die  Ordnung  3  (n  —  3)  der  Cuspidalcurve,  die 
Ordnung  2  (n  —  2)  der  Developpablen,  und  endlich  auch  die 
Classe  (n  —  1)  der  letzteren  bekannt  ist,  findet  man  aus  den 
Plücker^Cayley'schen  Gleichungen  unmittelbar  durch  den  Ausdruck 

2  (n  —  3)  (n  —  4) 
die  Ordnung  der  Doppelcurve  dieser  Developpablen  be- 
stimmt. 

Da  jeder  Punkt  dieser  Doppelcurve  auf  zwei  ver- 
schiedenen Mänteln  der  Developpablen  liegt,  so  wird  dessen  erste 
Polarfläche,  mit  Bücksicht  auf  Satz  299),  die  Gerade  g  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  berühren.     Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 
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302»  j^Ber  geometrische  Ort  jener  Punkte^  deren,  erste  Polar^ 
fläcJien  in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  eine 
gegebene  Gerade  in  eivei  verschiedenen  Punkten  berühren^  ist  eine 
JRaumcurve  2  (n  —  3)  {n  --  4)-ter  Ordnung.^ 

§.  304. 

Ebenso  leicht  findet  man  die  Zahl  der  stationären  Punkte 
der  Cnspidalcarve  einer  developpablen  Polarfläche,  d*  i. 
jener  Punkte,  darch  welche  vier  unmittelbar  aufeinander- 
folgende Tangentialebenen  der  Developpablen  gehen,  deren 
erste  Polarflächen  daher  mit  der  gegebenen  Geraden  g  vier  unmittelbar 
aufeinander  folgende  Punkte  gemein  haben,  oder  mit  andern  Worten, 
diese  Geraden  vierpunktig  berQhren,  ausgesprochen  durch: 

4  (n  -  4), 
und  hiernach  auch  der  Satz: 

303.  j^ünter  den  ersten  Polarflächen  einer  Fundamentalfläche 
n-ter  Ordnung  gibt  es  4  (n  —  4),  welche  eine  gegebene  Gerade  vier- 
pufMig  berühren.*^ 

§.  305. 

Nehmen  wir  neuerdings  eine  Ftindamentalfläche  F'^  n-ter  Ord- 
nung an,  und  ersetzen  wir  die  in  den  vorhergehenden  Betrachtungen 
gegebene  Gerade 9  durch  eine  beliebige  Baumcurve  ft-ter  Ord- 
nung. Die  Enveloppe  der  Polarebenen  aller  Punkte 
dieser  Gurve  in  Bezug  auf  F**  sei  zu  bestimmen. 

Wenn  wir  irgend  einen  beliebigen  Punkt  Q  im  Baume  wählen, 
so  ist  (Satz  269)  dessen  erste  Polar  fläche  der  Ort  aller  Punkte, 
deren  Polarebenen  durch  Q  gehen.  Es  gibt  mithin  auf  der  gegebenen 
Curve  ft-ter  Ordnung  ft  (» — 1)  Punkte  —  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  der  eben  genannten  ersten  Polarfläche  —  deren  Polar- 
ebenen durch  Q  gehen;  die  Developpable,  welche  von  den  Polar- 
ebenen der  Punkte  jener  Curve  eingehüllt  wird,  ist  demnach 
von  der  ft  (n —  l)-ten  Glasse.   Daher  der  Satz: 

304.  „Die  Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Raum- 
curve  (oder  ebenen  Curve)  in-ter  Ordnung  in  Bezug  auf  eine  Funda* 
mentalftdche  n-ter  Ordnung  ist  eine  Developpable  (i  (n — lyter  Glasse.^ 

Diese  Developpable  wird  die  „(n  —  l)-te**  oder  die  „de- 
veloppable" Polarfläohe  der  gegebenen  Curve  genannt. 
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§.  306. 


Nehmen  wir  auf  der  vorbezeichneten  Deyeloppablen  einen  be- 
liebigen Punkt  X  an,  so  gehen  durch  denselben  eine  Erzengende, 
und^.weiters  zwei  unendlich  nahe  Tangentialebenen  der 
Developpablen.  Da  aber  die  Pole  dieser  beiden  Tangentialebenen, 
gemäß  der  Definition  der  developpablen  Polarfläche,  auf  der  Curve 
n-ter  Ordnung,  und  zwar  einerseits  unendlich  nahe  aneinander  und 
anderseits  (nach  Satz  269)  auf  der  ersten  Polarfläche  des  Punktes  x 
liegen  müssen,  so  folgt,  dass  die  erste  Polarfläche  eines  jeden  Punktes 
der  Developpablen  mit  der  gegebenen  Curve  ft-ter  Ordnung  zwei 
unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat,  diese  Curve  also  be- 
rührt.   Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

305,  y^Die  developpable  Polarfläche  einer  Curve  ^i-ter  Ordnung 
in  Be&ug  auf  eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  ist  der  geo^ 
metrische  Ort  jener  Punkte  j  deren  erste  Pölarflächen  in  Bezug  auf 
die  Fundamentalfläche  die  obige  Curve  berühren."' 

§.  307. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Fundamentalfläche  F^  und  nebst- 
bei  im  Baume  eine  Fläche  Ft^  der  ft-ten  Ordnung  gegeben.  Jedem 
Punkte  dieser  Fläche  entspricht  eine  Polarebene  in  Bezug  auf  F*. 

Da  die  Fläche  F^  eine  zweifach  unendliche  Anzahl,  d.  i. 
oo'  Punkte  enthält,  so  werden  auch  deren  Polarebenen  .  ein 
zwei-stufiges  System  bilden,  also  eine  (nicht  developpable)  Fläche 
umhüllen. 

Die  Classe  dieser  Fläche,  d.  i.  die  Anzahl  jener  Polarebenen 
obiger  Definition,  welche  gleichzeitig  eine  gegebene  Gerade  g  enthalten, 
lässt  sich  leicht  bestimmen. 

Es  wurde  nämlich  früher  (§.  280)  gezeigt,  dass  der  Ort  der 
Pole  aller  durch  die  Gerade  g  gehenden  Polarebenen  eine  Curve 
(n  —  l)'-ter  Ordnung,  d.  i.  die  Basiscurve  jenes  Büschels  sei,  welches 
von  den  ersten  Pölarflächen  der  auf  g  liegenden  Punkte  gebildet  wird. 

Die  besagte  Curve  schneidet  die  gegebene  Fläche  Ff"  in  ft(n — 1)* 
Punkten.  Jeder  dieser  Punkte  besitzt  in  Bezug  auf  F^  eine  Polar- 
ebene, welche  einerseits  die  fragliche  Fläche  berObrt,  anderseits  aber 
auch  durch  die  Gerade  g  geht.  Hiernach  erhält  man  die  verlangte 
Classenzahl,  ausgesprochen  durch 

^  (n  -  1)' 
und  folglich  den  Satz: 
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306.  „Die  Enveloppe  der  Polarebenen  aller  Punkte  einer  Fläche 
(i'ter  Ordnung  in  Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  n4er  Ordnung 
ist  eine  {nicht  developpäble)  Fläche  (i  {n  —  If-ter  Glosse.^ 

Diese  Fläche  pflegt  man  die  „(n— l)-te*'  oder  kurz  die  „Polar- 
fläche" der  gegebenen  Fläche  JP*  in  Bezug  auf  die  Funda- 
mentalfläche jP'*  zu  nennen.  Wir  wollen  dieselbe  der  Kürze  halber 
mit  IZJ*"~^  bezeichnen. 

Setzt  man  insbesondere  ft  =  1 ,  substituiert  man  also  für  die 
Fläche  JP'f*  eineEbene,  so  erhält  man  aus  Satz  306)  den  specielleren : 

307.  „Die  Enveloppe  der  Polarebenen  aller  PunTde  einer  Ebene 
in  Beeng  auf  eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  ist  eine  Fläche 
(n  —  ly-ter  Classe.^ 

§.  308. 

Im  Vorhergegangenen  fanden  wir,  dass  durch  eine  beliebige  Ge- 
rade g  im  Baume  ft  (n  —  1)*  Tangentialebenen  der  Fläche  i7^**~S  d.  i. 
die  Polarebenen  der  ft  (n  —  1)"  Punkte  gehen,  in  welchen  die  Fläche 
F^  von  der  Polarcurve  C<*»~^^*  der  Geraden  g  geschnitten  wird. 

Setzen  wir  nun  voraus^  die  Gerade  g  sei  selbst  eine  Tan- 
gente der  Polarfläche  TT^**"^  in  einem  Punkte  a;,  so  fallen  von 
den  ft  (w  —  1)'  durchs  gehenden  Tangentialebenen  der/T^**-^,  zwei 
in  eine  und  dieselbe  Ebene,  d.  i.  in  die  Tangentialebene  Tx  von 
77h*»-"*  im  Punkte  x  zusammen. 

Die  Folge  hiervon  ist,  dass  sich  auch  von  den  i»,{n  —  l)^  Punkten, 
in  welchen  F^  die  Polarem ve  C^"-*)'  von  g  schneidet,  zwei,  und 
zwar  die  Pole  jener  beiden  zusammenfallenden  Tangentialebenen, 
in  einem  Punkte  g  vereinigen. —  Berührt  also  die  Gerade  g  die 
Polarfläche  77^**"*  in  einem  Punkte  x^  so  berührt  auch  die 
Polarcurve  C(**~'^*  der  Geraden  g  die  gegebene  Fläche  JP*  in  einem 
Punkte  g.  Weiters  ist  an  und  für  sich  einleuchtend,  dass  die  vor- 
genannte Tangentialebene  Tx  der  Polarfläche  77^"-*  im  Punkte  ar 
die  Polarebene  des  Punktes  ^  sein  müsse. 

Nehmen  wir  nun  in  der  Tangentialebene  T«  zwei  Tangenten  g^ 
und  g^  der  Polarfläche  77^**-*  im  Punkte  a?  an ,  so  werden,  auf  Grund 
der  eben  angestellten  Betrachtungen,  die  Polarcurven  C/i<**~^>'"  und 
Cg^**"^^*  dieser  beiden  Geraden  die  gegebene  Fläche  i^*  in  dem  näm- 
lichen Punkte,  d.  i.  in  jenem  Punkte  §  berühren,  welcher  den  Pol 
der  Tangentialebene  Tx  vorstellt. 

Diese  beiden  Polarcurven  C/»»-^)'  und  C,^**""*)*  liegen  aber  auf 
einer  und  derselben  Fläche  (w  —  l)-ter  Ordnung,  d.  i.  auf  der  ersten 
Polarfläche  des  Punktes  x,  durch  welchen  g^  und  g^  gehen;   es  muss 
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daher   auch  diese  Polarfläche   die  gegebene  Fläche  F^   in  demselben 
Punkte  I,  wie  die  genannten  zwei  Curven  berühren. 

Das  Gleiche  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  x  der  Polarfläcbe 
TT^^*"^,  sowie  auch  von  seiner  ersten  Polarfläche,  woraus  folgt: 

308.  y^Die  Polarfläche  einer  gegebenen  Fläche  (i-ter  Ordnung  in 
Bezug  auf  eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  ist  der  geome'^ 
irische  Ort  jener  Punkte  y  d^ren  erste  Polarflächen  heeüglich  der 
Fundamentalfläche  die  gegebene  Fläche  berühren.^ 

§.  309. 

Substituieren  wir  für  die  Fläche  F^  eine  Ebene  E^  so  lässt  sich 
auf  Grund  dieses  eben  aufgestellten  Satzes  leicht  die  Ordnung  der 
diesfallsigen  Polarfläche  bestimmen. 

Die  Polarfläche  dieser  Ebene  E  sei  U^*^^,  ferner  sei  g  eine  beliebige 
Gerade  im  Baume.  Die  ersten  Polarflächen  jener  Punkte  oj,  in  welchen 
g  die  Polarfläche  TJ^"-^  trifft,  werden,  nach  dem  vorstehenden  Satze, 
einerseits  die  Ebene  E  berühren  und  andererseits  werden  dieselben 
(nach  Satz  271)  ein  Büschel  (w — l)-ter  Ordnung  bilden. 

Die  Ordnung  der  Polarfläche  iJf**~S  d.  h.  die  Anzahl  der 
Punkte  X,  wird  daher  der  Anzahl  der  Flächen  eines  Flächenbüschels 
(n  —  l)-ter  Ordnung  gleich  sein,    und   diese  Flächen  werden  gleich-  • 
zeitig  eine  Ebene  berühren.  Die  besagte  Zahl  ist  aber  (nach  Satz  191) 
gleich:    3  (n  —  2)«.     Daher  der  Satz: 

809.  y^Die  Polarfläche  einer  Ebene  in  Beeug  auf  eine  Funda- 
mentalfläche  n-ter  Ordnung  ist  eine  Fläche  3  {n  —  Zy-ter  Ordnung.^ 

§.  310. 

Es  erübrigt  noch  an  dieser  Stelle,  jenen  geometrischen  Ort 
zu  untersuchen,  welcher  von  den  Polen  der  Tangentialebenen 
einer  gegebenen  Fläche  in  Bezug  auf  eine  zweite  Fläche 
als  Fundamentalfläche  gebildet  wird. 

Setzen  wir  als  Fundamentalfläche  eine  Fläche  F^  der  w-ten  Ord- 
nung voraus,  und  nehmen  wir  zunächst  eine  developpable  Fläche  D^ 
von  der  i/-ten  Glasse  als  gegeben  an. 

Diese  Developpable  besitzt  ein  ein-stufiges  System  von  Tan- 
gentialebenen; es  werden  mithin  auch  die  diesen  Tangentialebenen, 
in  Bezug  auf  -P",  entsprechenden  Pole  ein  ein-stufiges  System 
von  Punkten,  d.  i.  eine  Baumcurve  bilden. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  im  Räume  gehen,  der  Voraus- 
setzung nach,  V  Tangentialebenen,  welchen,  mit  Berufung  auf  Satz  270), 
im  ganzen  v{n  —  \Y  Pole  in  Bezug  auf  I^  entsprechen. 
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Diese  Pole  gehören  einerseits  der  fraglichen  Baumcurye  an,  an- 
dererseits liegen  dieselben  aber  (nach  Satz  269)  sämmtlich  anf  der 
ersten  Polar  fläche  des  Punktes  P,  d.  h.  diese  letztere ,  welche 
von  der  (n  —  l)-ten  Ordnung  ist,  hat  mit  der  in  Bede  stehenden 
Baumcurve  v  {n  —  1)^  Punkte  gemein,  woraus  sich  unmittelbar  die 
Ordnung  der  Baumcurve 

1/  (»  —  1)«  :  (n  —  1)  =  v  (n  —  1)« 

ergibt.    Wir  erhalten  sonach  den  Satz: 

310.  ^Ber  geometrische  Ort  der  Pole  aller  Tangentialebenen 
einer  developpäblen  Fläche  v4er  Clause  ist^  in  Bezug  auf  eine  Fun- 
damentalftäche  n-ter  Ordnung y  eine  Baumcurve  v  (n  —  l)^-ter  Ordnung.^ 

Diese  Baumcurve  heißt  die  „erste  Polarfläche"  der 
Developpäblen   in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  F^. 

Setzt  man  speciell  v  =  l,  d.h.  ist  die  gegebene  De  velop- 
pable  ein  Ebenenbüschel,  so  erhält  man,  wie  bereits  früher 
(§.  280)  gezeigt  wurde,  als  erste  Polare  derselben  eine  Curve 
(n —  l)^*ter  Ordnung. 

Wird  der  in  der  früheren  Betrachtung  mit  P  bezeichnete  Punkt 
speciell  auf  der  Developpäblen  D*'  selbst  angenommen,  so  fallen 
von  den  v  Tangentialebenen,  die  durch  P  gehen,  zwei  in  jene  Ebene 
zusammen ,  welche  die  Developpable  längs  der  durch  P  gehenden  Er- 
zeugenden berührt.  Dann  werden  von  den  v  (n  —  1)' Polen  zwei 
Gruppen  (n  —  1)^  (d.  i.  die  Pole  der  beiden  coincidierendeu 
Tangentialebenen)  in  eine  einzige  Gruppe  zusammenfallen,  d.  h. 
die  erste  Polar  fläche  des  Punktes  P  wird  diesfalls  die  Polar- 
curve  von  D^  in    (n  —  1)*  Punkten  berühren. 

In  gleicherweise  findet  man,  dass,  sobald  P  auf  der  Cuspidal- 
cur  ve  der  Developpäblen  D^  augenommen  wird,  seine  erste  Polar- 
fläche die  Polarcurve  von  D^  in  (y  —  1)'  Punkten  drei-punktig 
berühren,  oder  mit  andern  Worten,  osculieren  wird,  und  endlich, 
dass,  sobald  P  auf  der  Doppelcurve  der  Developpäblen  D^  ge- 
wählt wird,  seine  erste  Polarfläche  die  erste  Polarcurve  von 
D^  in    2(»— 1)»  Punkten  berührt.    Dies  liefert  den  Satz: 

311.  „  Wird  ein  Punkt  beziehungsweise  auf  eitler  Developpäblen, 
oder  auf  deren  Doppelcurve  oder  endlich  auf  ihrer  Cuspidalcurve  an- 
genommen ,  so  wird  seine  erste  Polarfläclie  in  Bezug  auf  eine  Funda^ 
mentalfläcJie  n-ter  Ordnung  die  erste  Polarcurve  der  Developpäblen  in 
beziehungsweise  (n  —  I)^  oder  in  2  (n  —  1)^  Punkten  berühren,  oder 
endlich  in  (n  —  1)^  Punkten  osculieren,"' 
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§.  311. 

Setzen  wir  eine  Fundamentalfläche  JP»  der  n-ten  Ord- 
nung voraus,  und  nehmen  wir  eine  nicht  developpable  Fläche 
JF"  der  v-ten  Classe  als  gegeben  an. 

Die  Tangentialebenen  dieser  Fläche  bilden  ein  zw  ei -stufiges 
Ebenensystem;  es  wird  daher  auch  der  geometrische  Ort  der 
diesen  Tangentialebenen,  in  Bezug  auf  JP'^,  entsprechenden. 
Pole  ein  zwei-stufiges  Punktsystem,  d.h.  eine  Fläche  sein. 

Der  Voraussetzung  zufolge  gehen  durch  eine  beliebige  Gerade  g 
im  Baume  v  Tangentialebenen  der  Fläche  i^.  Jeder  dieser  Tangential- 
ebenen entsprechen,  bezüglich  I^,  (n  —  1)^  Pole,  so,  dass  wir  im 
ganzen  v  {n  —  1)^  Pole  erhalten.  Diese  Pole  gehören  einerseits  der 
fraglichen  Fläche  an,  andrerseits  müssen  sie  aber,  da  ihre  Polarebenen 
durch  g  gehen  (§.  280),  auf  der  Polarcurve  C?f*»-i)"  der  Geraden  g 
liegen. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  gesuchte  Fläche  mit  der  Polar- 
curve C(**-^^',  welche  von  der  (n  —  l)Men  Ordnung  ist,  v  {n  —  1)* 
Punkte  gemein  hat,  dass  sie  also  von  der  v  {n--  l)-ten  Ordnung 
sein  müsse.   Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

312.  ffDer  geometrische  Ort  der  Pole  aller  Tangentialebenen 
einer  (nicht  developpablen)  Fläche  v-ter  Classe  ist,  in  Beeng  auf  eine 
Funda^nentalfläche  n-ter  Ordnung^  eine  (nicht  developpable)  FläcJie 
V  {n  —  lyter  Ordnung.^ 

Die  eben  untersuchte  Fläche  wird  die  „erste  Polar  fläche" 
der  gegebenen  Fläche  F^  in  Bezug  auf  die  Fundamental- 
fläche JP**  genannt;  wir  wollen  dieselbe  in  der  folgenden  Betrachtung 
kurz  mit  77^*  bezeichnen. 

Nehmen  wir  nun  schließlich  noch  an,  dass  die  in  der  vorher- 
gehenden Betrachtung  mit  g  bezeichnete  Gerade  des  Baumes,  die  ge- 
gebene  Fläche  F^  in  einem  Punkte  x  berühre.  Dies  voraus- 
gesetzt, fallen  zwei  von  den  v  durch  g  gehenden  Tangentialebenen  in 
eine  und  dieselbe  £bene,  d.  i.  in  die  Tangentialebene  Tx  von  F^  im 
Punkte  X,  zusammen. 

Offenbar  werden  sodann  aber  auch  von  den  v  {n  —  1)*  Punkten, 
in  welchen  die  Polarcurve  CX»»-i)'  von  g,  die  Polarfläche  77^*  von  I*^ 
trifft,  zwei  Gruppen  von  je  (n  —  1)^  Punkten,  d.  s.  die  Pole  der 
beiden  in  Tx  coincidierenden  Tangentialebenen,  in  eine 
Gruppe  (n — 1)^  zusanmienfallen.  Die  Polarcurve  C^""^^*  der  Geraden  g 
wird  also  diesfalls  die  Polarfläche  77^*  in  (n — 1)^  Punkten,  u.  z.  in 
den  (n — 1)^  Polen  der  Tangentialebene  T,  berühren. 
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Nehmen  wir  in  der  Tangentialebene  T«  zwei  durch  x  gehende 
Geraden  g^  und  g^^  d.  h.  also  zwei  Tangenten  der  gegebenen  Fläche 
F^  im  Punkte  x^  an,  so  werden,  wie  soeben  gezeigt  wurde,  die  Polar- 
curven  C/'»-^^'  und  (72<»-^)*  dieser  beiden  Geraden,  die  Polarfläche  77^* 
Ton-P'  in  jenen  (n — 1)®  Punkten  berühren,  welche  die  Pole  der  Tan- 
gentialebene Tx  vorstellen. 

Diese  beiden  Polarcurven  liegen  aber  auf  der  ersten  Polarfläche 
des  Punktes  x]  es  wird  daher  auch  diese  die  Polarfläche  U^^  in  den 
vorgenannten  {n  —  1)^  Punkten  berühren. 

Da  das  Gleiche  von  jedem  anderen  Punkte  x  der  gegebenen 
Fläche  F^  und  seiner  ersten  Polarfläche  gilt,  so  ergibt  sich  der  Satz : 

313.  y^Die  erste  Polarfläche  eines  Punktes  einer  Fläche  F^ 
bejsüglich  einer  Fundamentalfläche  JF*  berührt  die  erste  Polarfläche 
der  Fläche  F^  in  (n — If  Punkten,  oder  die  erste  Polarfläche  einer 
Fläche  F^  in  'Bezug  auf  F^  ist  die  Enveloppe  der  ersten  Polarflächen 
aller  Punkte  von  F^  bemglich  F^.^ 


XIII.    Capitel. 

Anwendung  der  Polarentheorie  auf  die  Entwicicelung  projectivisciier 
Eigenschaften  algebraischer  Flächen  und  ihrer  Systeme. 

§.  312. 

Die  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Polarflächen  alge- 
braischer Flächen,  können  mit  Vortheil  auch  zur  Ableitung  und  Fest- 
stellung projectivischer  Eigenschaften  algebraischer  Flächen  und  der 
projectivischen  Eigenschaften  von  Systemen  algebraischer  Flächen  ver- 
wendet werden.  Wir  wollen  im  Folgenden  die  in  dieser  Bichtung 
wichtigsten  Sätze  zu  entwickeln  suchen. 

Seien  F*^  und  F*^  zwei  punktallgemeine  Flächen  Wj-ter, 
resp.  n^-ter  Ordnung   in  beliebiger  (allgemeiner)   gegenseitiger  Lage. 

Es  fragt  sich  um  den  geometrischen  Ort  jenes  Punktes, 
dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  F**^  und  F**>  genommen, 
stets  durch  einen  Punkt  auf  einer  beliebig  angenom- 
menen Geraden  g  gehen. 

um  diese  Frage  zu  beantworten,  nehmen  wir  an,  es  sei  x  ein 
Punkt  auf  der  Geraden  g.    Geht  die  Polarebene  eines  Punktes  y  im 
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Eaume,  in  Bezug  auf  die  F*^,  durch  rr,  so  muss  (Satz  269)  die  erste 
Polarfläche  von  rr,  in  Bezug  auf  f^s  durch  y  gehen.  Das  Gleiche  gilt 
für  die  zweite  Fundamentalfläche  F"^.  Bestimmt  man  daher  zu  einem 
beliebigen  Punkte  x  auf  g  die  ersten  Polarflächen  nx*'-^  und  n^^-^^ 
in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen  JP^»  und  2^»>,  so  werden  sich  die- 
selben in  einer  Curve  (w^  —  1)  (n^  —  l)-ter  Ordnung  schneiden, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Polarebenen  eines  jeden  ihrer 
Punkte  in  Bezug  auf  F**»  und  F^  durch  x  gehen. 

Dieße  Schnittcurve,  welche  durch  die  Annahme  des  Punktes  x 
auf  g  individualisiert  ist,  gehört  mithin  dem  zu  bestimmenden  geo- 
metrischen Orte  an. 

Lässt  man  den  Punkt  x  die  Gerade  g  durchlaufen,  so  erzeugen 
die  ihm  entsprechenden  ersten  Polarflächen  77"»-^  und  il"»— ^  zwei 
projectivischeFlächenbüschel  (n^ — l)-ter,resp.  (n^ — l)-ter 
Ordnung  (Satz  271),  und  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
curven  entsprechender  Flächen  dieser  Büschel  ist  sodann 
(Satz  192)  eine  Fläche  (w,  +  n,  —  2)-ter  Ordnung. 

Jeder  Punkt  dieser  Fläche  hat  den  eben  angestellten  Betrachtungen 
entsprechend  die  Eigenschaft,  dass  seine  Polarebenen  in  Bezug  auf  die 
beiden  Flächen  JF"i  und  jP"»  durch  den  nämlichen  Punkt  der  Geraden  g 
gehen.  Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

314.  ^Der  geometrische  Ort  aller  PunJcte,  deren  Polarehenen 
in  Bezug  auf  zwei  Flächen  der  n^-ten,  resp.  n^-ten  Ordnung  stets 
durch  einen  und  denselben  Punkt  einer  gegebemn  Geraden  geJien,  ist 
eine  Fläche  der  {n^  -\-  n^  —  2)'ten  Ordnung.^ 

§.  313. 

Die  vorgenannte  Fläche  (n^  -|-  n,  —  2)-ter  Ordnung  trifft  die 
Durchschnittscurve  C**»^*»  der  beiden  Flächen  JF"»  und  J?"«  in 
w,  w,  (W|  4-^2  —  2)  Punkten. 

Die  Polarebenen  in  einem  jeden  dieser  Punkte  sind  einerseits 
(nach  Satz  265)  gleichzeitig  die  Tangentialebenen  von  F*"^  und  jP"*  in 
demselben  Punkte;  ihre  Schnittlinie  ist  mithin  die  Tangente  der 
Curve  C***"»  in  dem  nämlichen  Punkte.  Andrerseits  gehen  aber,  dem 
oben  festgestellten  Satze  gemäß,  die  eben  genannten  Tangentialebenen 
durch  den  nämlichen  Punkt  von  g\  es  muss  daher  auch  ihre  Schnitt- 
gerade, d.  h.  die  vorgenannte  Tangente  von  C"»"»  durch  diesen  Punkt 
gehen,  also  die  Gerade  g  schneiden. 

Dieser  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  es  n^  n^  (n^  -}-  w,  —  2) 
Tangenten  der  Curve  C"»**»  gebe,  welche  eine  gegebene  Gerade  g 
schneiden;  die  Zahl: 
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w,  n,  (n,  +  w,  -  2) 

repräsentiert  sooach  den  „Bang**  der  Schnittcurve  (7">"n 

Setzen  wir  endlich  noch  voraus,  die  beiden  Flächen  JE^^  und  J?*^ 
würden  sich  in  d  Punkten  einfach  und  in  ß  Punkten  stationär 
berühren,  d.  h.  die  Durchschnittscurve  O*"*  besitze  8  Doppel- 
punkte und  ß  stationäre  Punkte. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  diesfalls  die  vorgenannte  Fläche 
(n,  4-  Wj  —  2)-ter  Ordnung  durch  alle  diese  Punkte  gehen 
muss.  Da  nämlich  beide  Flächen  in  jedem  dieser  Punkte  mindestens 
die  Tangentialebene,  d.  h.  die  Polarebene  des  betreffenden  Punktes 
gemein  haben,  so  ist  der  letztere  selbstverständlich  ein  Punkt  des  im 
Satze  314)  näher  bezeichneten  geometrischen  Ortes. 

Diese  Punkte  werden  daher  die  früher  angegebene  Bang  zahl 
beeinflussen  u.  z.  vermindern.  Nachdem  wir  jedoch  von  vornherein 
nicht  wissen  für  wie  viele  Punkte  dieselben  im  Schnitte  zählen,  so 
haben  wir  in  dem  Ausdrucke 

n,  n^  (n,  -f  w«  —  2)  —  q).8  —  ^./J 

noch  die  unbekannten  9  und  ^  zu  ermitteln. 

Behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  wenden  wir  die  vorstehende 
Zahl  auf  einen  bekannten  Fall  an. 

Setzen  wir  nämlich  n|  =  n  und  n,  =  1,  d.  h.  betrachten  wir 
als  Curve  O^^^  den  ebenen  Schnitt  einer  Fläche  n*ter  Ordnung, 
80  müssen  diesfalls,  da  alle  Tangenten  der  Schnittcurve  in  der  schnei- 
denden Ebene  liegen,  diejenigen  Tangenten,  welche  eine  gegebene 
Gerade  g  schneiden,  durch  den  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der 
vorgenannten  Ebene  gehen;  die  Zahl  dieser  Tangenten  wird  mithin 
gleich  der  Classe  der  Schnittcurve,  also  gleich 

n(w— 1)  — 2d  — 3/3 

sein.    Hiernach  erhält  man  unmittelbar  9  =  2  und  ^  =  3,  also  für 
den  Bang  der  Schnittcurve  C"»*»  den  Wert: 

p  =  n,  n,  (n,  +  n^  —  2)  —  2  *  —  3  /J. 

Berücksichtigt  man,  dass  von  der  Curve  Oi**»  drei  Charakter e, 
nämlich  die  eben  gefundene  Bangzahl,  die  Ordnung  1/  =  n,  n,  und 
die  Anzahl  ß  der  stationären  Punkte  als  bekannt  vorliegen,  so 
erhält  man  mittelst  der  Cayley-Plüoker'schen  Formeln  unmittelbar 
die  übrigen  Werte,  und  zwar:  die  Classe 

^  =  3  nj  nj  (»,  +  «,  —  3)  —  6  *  —  8  j8 ; 

die  Anzahl  oder  scheinbaren  Doppelpunkte  (die  d  wirklichen 
Doppelpunkte  nicht  mitgerechnet): 
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CD  =  I  n^  w,  (ni  —  1)  (Wj  —  1) ; 

die  Zahl  der  Wendeebenen: 

a  =  2 n^  Wj  (Snj  +  3  n^  —  10)  —  3  (4  *  +  5 /5); 

die  Zahl  17  der  Doppeltangentialebenen  des  projicierenden 

Kegels  (Doppeltangenten  der  Projection  der  Curve) : 

ri  =  i{n^n^{n^+n^  —  2)  f  n,  n«  (n,  +  w«  -  2)  —  2  (2  *  +  3  jS)  —  10] 

+  8  w,  Wg  +  (5(J  +  3/J)«  +  20*  +  27/J}. 

Endlich  besitzt  der  ebene  Schnitt  der  Developpablen  obiger 
Curve  Ol"»  Doppelpunkte  in  der  Anzahl: 
5  =  i  {n»  n,  (n,  +  ^s  -  2)  [n,  m,  (n,  +  n,  -  2)  -  2  (2  <J  +  3  /J)  -  4] 

+  (2*4-3/})«  + 8*  +  11/3} 

und  Doppeltangentialebenen  in  der  Anzahl: 

y  =  |{n,n,(nj  +  n,-3)[9n,n,(n^+n,- 3) -6(6(5  +  8^) -22] 

+  5njW2  +  (6d  +  8/J)(6*  +  8/S  +  7)}. 

Endlich  findet  man  auch  noch  für  das  Geschlecht  7t  der 
Curve  den  Wert: 

Ä  =  i  (n^  n^  -  1)  (n.  w,  -  2)  -  (a>  +  <J  +  /5) 
=  i  n.  n,  (n^  +  w,  —  4)  -  (*  +  i3  -  1). 

§.  314. 

Berühren  sich  die  beiden  schneidenden  Flächen  F^t 
und  F"*  in  keinem  Punkte,  ist  also  *  =  /3  =  0,  so  ergeben  sich 
die  Werte 

V  =  n^n^;    9  =  w,  n,  (tij  +  n^  —  2) ;    ß  =  0 

ft  =  3  n^  Wg  (n^  +  Wg  —  3) ;    a  =  2  w,  ««  (3  n,  +  3  n,  —  10) 

0  =  -}■  n^  n^  (w^  —  1)  (Wj  —  1); 

^  =  I  n,  n,  K  >*«  (»»i  4-  w,  -  2)*  -  10  (n,  +  n,)  +  28] 

5  =  I  w,  Wo  [n,  n^  (M,  +  M,  —  2)«  -  4  (n,  +  n,)  +  8] 

y  =  i  Wi  w«  [9n,  w,  (w,  +  n,  —  3)«  -  22  (w,  +  nj  +  71] 

3P  =  -J.  «i  Wj  (n,  +  n,  —  4)  +  1. 

Es  ergibt  sich  daher  Satz: 

315.  „Der  DurcJischnitt  zweier  punktallgemeinen  Flächen  n^-ter 
und  n^-ter  Ordnung,  welche  sich  in  d Punkten  einfach  und  in  ß Punkten 
stationär  berühren,  ist  eine  Raumcurve 

M,  n^'ter  Ordnung, 

[n^n^  (w,  +  Hg  —  2)  —  2d  —  3ß]'ten  Ranges 
und 

[3n^n^  (Wj  +  ng  —  5)  —  Ö*  —  8ß]-ter  Classe, 
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welche  ß  stationäre  PunTcte,  d  wirkliche  und  4^1  ^2  (^i  — ^)  (V'q  "^  ^) 
scheinbare  Doppelpunkte,  und  5  w,  n^  (5  n,  +  ^  **a  —  ^0)  —  S^iö-^-Ö  ß) 
Wendeebenen  besitzt.    Die  Prqjection  derselben  hat: 
i  {n^n^  (n,  +  w,  — 5)  I9n,n^  (w,  +  n^  — 3)  -  6  (60  +  8ß)  -  55]  + 

+  5n^n^  +  {6d  +  8ß)  {6d  +  8ß  +  r)} 

Doppeltangenten  y  während  der  ebene  Schnitt  ihrer  Tangentendevelop- 

päblen 

i  {w,n.,  (n,  +  Wß  —  5)  [w^w,  (w^  +  w,  -  5)  —  5  (5(J  +  3/3)  —  4]  + 

Doppelpunkte,  und 

i  {n^Wj  (n,  +  w,  -  5)  [_n,n^  {n,  +  n^  -  2)  ^  2  (2d  +  3ß)  —  10]  + 

+  8n,n^  +  (5*  +  5/5)«  +  50*  +  57/3} 

Doppeltangenten  besitzt;  das  Geschlecht  der  Curve  ist  gleich 

in,n.,  (n,  +  n^-4)-(d  +  ß-  i).« 

§.  315. 

Dem  vorstehenden  Satze  entnehmen  wir,  dass  die  Anzahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  des  Schnittes  einer  JF"»  mit  einer  jF"» 
von  der  Anzahl  d  der  wirklichen  Doppelpunkte  und  der  Zahl  ß  der 
stationären  Punkte  unabhängig  ist. 

Die  Maximalzahl  aller  wirklichen  Doppelpunkte  (die  sta- 
tionären Punkte  mit  einbezogen)  wird  mithin  im  Vereine  mit  den 
-|-w,  Wj  (nj  —  1)  (n^  —  1)  scheinbaren  Doppelpunkten  die  Maximal- 
zahl der  Doppelpunkte  überhaupt  angeben. 

Die  Zahl  aller  Doppelpunkte  einer  Baum  curve  ist  aber 
gleich  der  Anzahl  der  Doppelpunkte  ihrer  ebenen  Projection, 
und  das  Maximum  der  letzteren  ist  (nach  Satz  29)  gleich: 

4(w,«3  — 1)  (njWj  — 2). 

Die  Differenz  zwischen  dieser  Zahl  und  der  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte,  d.  i. 

InjWg  (n,  +  w,  —  4)  +  1, 

repräsentiert  daher  die  Maximal^ahl  der  wirklichen  Doppelpunkte 
und  der  stationären  Punkte  der  Schnitt  curve,  also  (gemäß  der 
Entstehung  dieser  Punkte)  auch  die  Maximalzahl  jener  Punkte,  in  welchen 
sich  die  ITlächen  F"^^  und  jF">  einfach  oder  stationär  berühren 
können,  ohne  dass  ihre  Schnittcurve  in  Curven  niederer  Ordnung 
degeneriert.    Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

316.  y^Die  größte  Anzahl  von  Funkten^  in  welchen  sich  etcei 
Flächen  der  n^-ten  und  n^-ten  Ordnung  einfach  oder  stationär  be- 
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rühren  können ,  ohne  dass  ihre  Schnütcurve  in  Curven  niederer  Ord^ 
nung  degeneriert,  ist  gleich 

T^i^a  (^1  +n^  —  4)  +i.« 

Diese  Zahl  zeigt,  dass  die  Maximalzahl  aller  Doppel- 
punkte einer  Baumcurye  genau  so  wie  bei  ebenen  Curven 
dann  vorhanden  ist,  wenn  das  Geschlecht 

7C  =  in^n,  (w,  +n^  —  4)  —  {d  +  ß—  1) 
gleich  Null  wird. 

§.  316. 

Setzen  wir  voraus,  dass  sich  zwei  Flächen  J^*  und  F^  in  zwei 
Curven  v^-ter  und  i/g-ter  Ordnung  schneiden,  d.  h.  dass  die  voll- 
ständige Schnittcurve  (7"***»  in  zwei  Curven  (T'»  und  Oi  de- 
generiert (wobei  natürliche,  -]-v^  =  n^n^  sein  muss),  und  nehmen 
wir  weiters  an,  die  Curven  C^»  und  C*'»  besäßen  cd,,  resp.cog  sehe  in- 
bare, und  <>,,  resp.  <Jg  wirkliche  Doppelpunkte,  sowie  endlich  ß^, 
resp.  ß^  stationäre  Punkte.  Ferner  mag  i  die  Zahl  der  Funkte 
vorstellen,  in  welchen  sich  die  beiden  Curven  0*'«  und  C*'»  schneiden. 

Die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Gesammt- 
curve  C^i  +  C?'»  ist  offenbar  gleich  der  Summe  der  o,  und  ©j  schein- 
baren Doppelpunkte  der  Einzelcurven  und  der  schein- 
baren Durchschnittspunkte  beider  Curven. 

Die  letztere  Zahl  ist  leicht  zu  finden.  Die  ebenen  Fr  oje  c- 
tionen  von  C^»  und  C^*  schneiden  sich  nämlich  in  v^v^  Punkten, 
unter  welchen  sich  offenbar  die  Frojectionen  der  i  wirklichen  Schnitt- 
punkte beider  Curven  befinden ,  so,  dass  der  Rest  v^v^  —  i  die  Zahl 
der  scheinbaren  Schnittpunkte  vorstellt. 

Man  erhält  also  für  die  scheinbaren  Doppelpunkte  der 
Gesammtcurve  C^  +  C^*  die  Zahl: 

V,  f  2  i  +  0^1    +  öJj  =  CD. 

Letztere  Zahl  ist  (nach  Satz  315),  sobald  wir  ti3irn^n^  den  Wert 
V,  +  Vj  substituieren ,  gleich  -J-  (v^  +  v^)  (w,  —  1)  (n^  —  1) ,  wornach 
sich  die  Gleichung  ergibt: 

K  +  ^«)  (»»1  —  1)  (^9  —  1)  =  2  (v,  Vj  —  i  +  (0,  +  05). 

Bezeichnet  ferner  Qi  den  Rang  von  C*'»  und  q^  den  Rang  von 
C»,  so  ist: 

Q,  =  V,  (V,  -  1)  -  2  (CD,  +  (J,)  -  3^„ 

und  p,  =  vg  (1/3  —  1)  —  2  (0J5  +  da)  —  3/3a;  mithin: 
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9i  —  92  =  i^i  —  «'s)  i^h^h  —  1)  —  2  (ojj  —  ojo)  —  2  (tf,  —  d^)  — 

-3(^.-A.). 

Die  Fläche  (n^  +  n«  —  2)-ter  OrdnuDg,  welche  den  geo- 
metrischen Ort  jener  Punkte  vorstellt,  deren  Polarebenen  bezüglich 
1^*  und  jP"»  sich  stets  in  einem  Punkte  einer  festen  Geraden  g  schnei- 
den, geht  einerseits  durch  q^  Punkte  von  C^»,  deren  Tangenten  g 
schneiden ,  und  weiters  durch  die  i  Schnittpunkte  von  C*'«  und  G\  da 
jeder  der  letzteren  als  Doppelpunkt  der  Gesammtcurve  auch 
einen  Berührungspunkt  der  obigen  Flächen  repräsentiert.  Es 
ist  daher: 

(w,  +  n,  -  2)  a/,  =  p,  -f  i  +  2(J,  +  3ft 
und  ebenso 

K  +  w,  —  2)  1/2  =  ()3  +  i  +  2*2  +  3/3«; 
folglich : 

Oh  +  n«  -  2)  (i/,  -v^)  =  Q,-Q^+2  (d,  -  (J«)  +  3  iß,  -  ß,). 

Diese  Gleichung  liefert,  in  Verbindung  mit  der  oben  gefundenen, 
das  Resultat: 

K  —  ^a)  (Wi  —  1)  K  —  1)  =  2  (©1  —  ojj). 
Berücksichtigt  man ,  dass 

K   +  ^2)  K  —  1)  0^2  —  1)  =  2  (l/jVj  —  i  +  Oj   +  GJ^) 

ist,  so  findet  man  endlich 

Vj  (n^  —  1)  (^2  —  1)  =  ©i  -i-  Vj  1/2  —  i; 

Vg   (Hj   —  1)  (»2  —  1)  =  ©2   +  n  ^2  —   «'• 

Die  entwickelten  Gleichungen  setzen  uns  in  den  Stand,  wenn 
von  den  beiden  Theilschnittcurven  C^»  und  C>  die  dj  und  d^ 
wirklichen  Doppelpunkte  und  die  /3,  und  ß^  stationären 
Punkte  gegeben  sind,  aus  den  als  bekannt  vorausgesetzten  Charak- 
teren 1/p  ()p  ©,  die  gleichnamigen  Charaktere  v,^,  p„,  oj«  der  zweiten, 
sowie  auch  die  Zahl  i  der  wirklichen  Schnittpunkte  beider  Cur- 
ven  zu  ermitteln. 

Setzen  wir  d^  =  d^  =  ß^  =  ß^  :=0y  so  können  die  erzielten 
Eesultate,  resp.  die  Gleichungen 

9i  —  92  =  (^^  +  ^h  —  2)  (i'i  —  i'«) 
und 

9i  =  i^h  +  '*2  —  2)  Vi  —  i 

in  folgenden  Satz  zusammengefasst  werden: 

317,  j^JVenn  zwei  Flächen  n^-ter  und  n2'tcr  Ordnung  durch 
elfte  Baumciirve  v^-ter  Ordnung  und  Q^-ten  Ranges  gehen,  so  schnei^ 

Peschka,  DarstelUnde  u.  projectire  Geometrie.   II.  21 
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den  sicJi  dieselben  noch  in  einer  Curie  (n,  Wg  —  v,  yter  Ordnung  und 
[(w,  +  Wj  —  2)]  (5^1  —  w, «,)  -|-  (),]-fß/>  Banges^  welche  die  erstere 
Curve  in  i  =  (n,  +  n^  —  2)  i/,  —  ^i  Punkten  trifft,"' 

§.  317. 

Legt  man  durch  die  Curve  C»  noch  eine  dritte  Fläche  JP»«,  so 
wird  diese  die  Curve  C»  im  ganzen  in  Wj.v^  Punkten  treffen.  Unter 
diesen  Punkten  befinden  sich  aber  auch  die  im  vorstehenden  Satze  ge- 
nannten i  Schnittpunkte  von  C^^  und  C*'>,  so  dass  sich  die  drei  Flächen 
1^1,  F^  und  F"»  außer  in  diesen  i  Punkten  und  der  Curve  O»  noch  in 

n^v„  —  i 

Punkten  schneiden.    Nachdem  nun 

V  =  n,  Wg  —  v^ 

und 

i  =  (**i  +  ^h  —  2)  V,  —  p, 
ist,  so  findet  man 

»3^2  —  i  =  Wj n^na  —  Ol,  +  Wj  +  n,  —  2)  i/,  +  p,. 
Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

318.  ^ Haben  drei  Flächen  der  n^-ten,  n^-ten  und  n^-Un  Ord- 
nung eine  Baumcurve  v-ter  Ordnung  und  Q'ten  Banges  gemein,  so 
schneiden  sich  dieselben  noch  in 

n,  n^ng  —  (n,  +  ««  +  W3  —  5)  v  +  (> 

Punkten,  welche  der  genannten  Curve  nicht  angehören.*^ 

§.  318. 

Mit  Zuhilfenahme  des  Satzes  317)  kann  man  auch  die  Anzahl 
der  Punkte  im  Baume  bestimmen,  durch  deren  jeden  fünf  einander 
entsprechende  Flächen  von  fünf  projectivischen  Flächennetzen 
der  n,-ten,  w^-ten,  7i3-ten,  n^-ten  und  w^-ten  Ordnung  gehen. 
(Siehe  §.  229.) 

Bezeichnen  wir  die  fünf  Netze  kurz  mit  N^,  N^^  N^,  N^  und  N^. 
Die  Netze  iV,,  N^^  und  N^^  erzeugen  (nach  Satz  213)  eine  Fläche  F^^ 
der  (n,  +  n^  -\- n^)'ten  Ordnung;  A",,  ^5  und  N^  eine  Fläche  F^^^ 
der  (w,  +  ^a  +  wj-ten  Ordnung  und  JT,,  N^  und  N^  eine  Fläche  F^^ 
der  («I  +  Wg  +  W5)-ten  Ordnung. 

Da  in  jeder  dieser  drei  Combinationen  die  Netze  N^  und  N^ 
vorkommen,  so  enthalten  die  drei  eben  genannten  Flächen,  mit  Rück- 
siebt auf  die  Sätze  212)  und  213),  eine  Baumcurve  C»*»  der 
(w,-  +  n^n,,  -f-  n2^)-ten  Ordnung,  d.  i.  diejenige,  durch  welche  die 
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Flächen  (n^  +  ng)-ter  Ordnung,  die  durch  alle  Paare  entsprechender 
Flächenbüschel  der  Netze  N^  und  ^2  erzeugt  werden,  gehen. 

Je  zwei  solcher  Flächen  (n^  +  »9)-ter  Ordnung  haben  außer  der 
Curve  C*'«  (w,*  +  w,  w»  +  W5*)-ter  Ordnung  noch  eine  Curve  C*'»  n^  w„- 
ter  Ordnung  gemein.  Diese  beiden  Curven  bilden  somit  den  vollstän- 
digen Durchschnitt  zweier  Flächen  (n^  +  n,)-ter  Ordnung. 

Die  Curve  C""*  ist  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen 
^i-ter,  resp.  n^-ter  Ordnung;  ihr  Bang  q^  wird  daher  (nach  Satz  315) 
ausgesprochen  durch: 

^i  %  K  +  «9  —  2), 

weil,  infolge  der  allgemeinen  Lage,  weder  wirkliche  Doppel- 
punkte noch  stationäre  Punkte  auf  C''>  vorhanden  sind.  Dann 
folgt  aber  aus  der  vorher  aufgestellten  Gleichung: 

(n,  +  n,  -  2)  iv,  _  „J  =  p,  -  ^,  +  2  (*.  -  (J,  )  +  3  {ß,  -  /5,), 
sobald  wir  n,  =  n^  =  n,  +  w^ ;  v,  =  w,  ^  +  ^i  ^2  -f  '^ö'*?  ^'2  =  ^1  *^«  ? 
^2  =  «,  Wj  (Wj  +  nj  —  2) ;    S^  =  d^  =  ß^  =  ß^  =  0  setzen; 

9,  =  2  (w,  +  n,  ~  1)  (n,«  +  w,^)  +  «,  7i,  (w,  +  »^2  -  2) 
für  den  Bang  der  Curve  C^\ 

Die  dr^i  Flächen  I^,^.,,  ■f'i«4>  ^m?  welche  durch  diese  Curven 
gehen,  schneiden  sich  daher  (nach  Satz  318)  noch  in: 

K  +  w«  +  wj  (w,  +  ^?2  +  n^)  (n,  +  n,  +  n^,)  — 

(n.'^  +  n^n^  +  n^^)  {n^+n^-^-n^  +  n^  +  n^-Jrn^  +  'ih+n^  +  ri^--^)  -h 

+  2  (n,  +  n,  -  1)  (n,«  +  n,«)  +  n,n^  (n,  +  n„  -  2)  = 

=  WjWjna  +  n2W3W4  4-  n^n^n^  +  »4^5^!  +  '»h'^i'^h  + 

Punkten,  die  nicht  auf  der  Curve  C«  liegen..  Durch  jeden  dieser 
Schnittpunkte  gehen  offenbar  zwei  einander  entsprechende  Flächen  d^r 
Netze  N^  und  N^^  sowie  auch  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  der 
Netze  iVj,  ^4  und  N^.    Daher  der  Satz: 

319.    jjEs  gibt  n, Wofig  + ^s^A'^h  i^^^^^^^^   i*w  Eaume^ 

durch  deren  jeden  fünf  entsprechende  Flächen  von  fünf  projec- 
tivischen  Netzen  n^-ter .  .  .   n^-ter  Ordnung  gehen.^ 

§.  319. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Zahl  jener  Punkte  ermitteln, 
durch  deren  jeden  sechs  einander  entsprechende  Flächen  von 
sechs  projectivischen,  linearen  Systemen  gehen. 

Nennen  wir  diese  sechs  Systeme  kurz  /S^,  S«,  Sg,  S4,  S^  und  S^. 

21» 
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Nach  Satz  220)  erzeugen  die  Systeme: 

^\7  ^2»  ^31  ^4  ^i^^ö  Fläche  F^  der  {n^  +^24-^3-1-  nj-ten  Ordnung; 
ä'm  ä«,  S3,  S^  n  w  i^5  n  (Wi  +  Ma  4-  »3  4-  n^j-ten  Ordnung ; 
Äp  So,  A3,  Äß     »        n       j;     »    (n,  4-  n«  +  n,  +  wj-ten  Ordnung, 

welche  Flächen  (nach  Satz  219  und  220)  durch  eine  Curve  C^^  der 
^1  ^  +  ^2*  +  W32  +  W|  *^2  +  ^i  ^3  +  ««Wg-ten  Ordnung  gehen ,  die  ihre 
Entstehung  den  drei  Systemen  Äp  S^j  S^  verdankt.  Diese  Curve  C^» 
bildet  mit  einer  Curve  C^*  der  ln^no  +  ^i**3  +  M2W3)-ten  Ordnung 
den  vollständigen  Durchschnitt  zweier  Flächen  {n^+n^  +  n^)- 
ter  Ordnung  (§.  234).  Die  Curve  C^*  bildet  ihrerseits  (§.  234  und  235) 
mit  einer  Curve  C'»  n,^-ter  Ordnung  den  vollständigen  Durchschnitt 
zweier  Flächen  von  den  Ordnungen  (w^  +  ^a)^  i*esp.  (w^  -|-  %).  Da 
aber  der  Rang  pg  von  C^»  (Satz  315)  gleich  2{n^ — l)w^^  ist,  so  lässt 
sich  vermittelst  der  Gleichung: 

(^1  +  ^2  —  2)  {v^  —  v^)  =  ^9  —  Q3, 
in  welcher  wir 

«I  =  ^i  +  '^aJ   **2  =  ^h  +  ^3  J   «^2  =  W|  «2  +  Wi M3  +  W2«3;      . 

Vg  =  Wj*  und  ^3  =  2  (n^  —  1)  n^^ 

zu  setzen  haben,  unmittelbar  der  Wert  für  q^^  bestimmen.  Es  ist 
hiernach 

P2=K+**2+W,4-W3-2)(w,W2+n2«34-W3Wj  — Wi^  +  2Wj«(»,— 1)=== 

=  K^a  +  M2W3  +  n^fii)  (n,  +  n^  +  M3  —  2)  +  WjWjWg. 

Auf  gleiche  Weise  kann  ferner  der  Bang  q^   von  C\    aus  der 

Gleichung 

(n,  +  ^2  —  2)  (vi  —  vj)  =  Pi  —  (>2» 
in  welcher 

^1=^2  =  *^  +  >?2  +  W3;       Vi=V+ V+ V+^h^2+»*2*^3+**3»*i; 

1/3  =  Wj  Wg  4-  w^nj  +  n^n^ ,    und 

P2  =  K  ^2   +  ^2^3  +  **»**l)    (**I    +  ^2  +  ^3  —  2)   4-  ^1  ^2^3 

ZU  setzen  ist,  gefunden  werden.    Wir  erhalten  somit: 

p,  =  2  (n,  +  n,  +  ^3  -  1)  {n,^  +  V  +  w,»)  + 

+  Oh^h  +  *^2'^3  +  W3>h)  (w,  +  «2  +  ^3  —  2)  +  n^n^n^. 

Endlich  ergibt  sich,  mit  Rücksicht  auf  Satz  318),  dass  die  drei 
Flächen  JP4,  F^  und  Fq  außer  der  Curve  C^^  noch 

(w,  +  n^  +  W3  +  nj  (»1  +  W2  +  Wj  +  nj  (w,  +  w^  +  n3  4-  w^)  — 

—  [3  (»1  +  ;*.  +  ^^3)  +  n^  +  ^5  +  Wg  -  2]  (n,«  +  w,«  +  V  +  ^i  ^h 

+  n, W3  +  ^3  n,)  +  2  {71,  +  n„  +  n3  —  1)  (n^ ^  +  n,«  4-  n,«)  + 

+  (»I^^2  4-  >^2*^3  +   ^3**1)    K    +  ^2  +   W3— 2)  +  W,n2t?.3 
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—  {%  +  Wa  +  We)  (w/^  +  M«*  +  71,-  +  ni  Wj  +  n^Mg  +  n^n^)  + 

+  2  (Wj«  +  Wa»  4-  na'-*  +  ^3»,  +  n,  w,  +  w^Wj)  + 

+  2  (n,  +  ^^2  +  n,  -  1)  (n,2  +  n^^  +  r,^)  + 

+  (W|  n^  +  W4W3  +  n^n^)  (w,  +  ij^  +  ^3  —  2)  +  «j  »J^ng  = 

=  w,  n^Mj  +  n^  W3M4  + +  7?4??5  Wß 

Punkte  gemein  haben. 

Da  jeder  dieser  Punkte  auf  den  drei  Flächen  F^,  F^,  F^  liegt, 
so  gehen  durch  denselben  drei  einander  entsprechende  Flächen  der 
Systeme  /S, ,  SJ,  und  S,,  sowie  die  diesen  Flächen  entsprechenden 
Flächen  der  Systeme  S^^  Ss  und  S^.  Hiermit  erhalten  wir  den  Satz: 

320,  yjEs  gibt  im  Baume  (n^  n^n^  +  n^h^^n^'{- +  ^i^jW^,) 

Punkte ,  durch  deren  jeden  sechs  einander  entsprechende  Flächen  von 
sechs prqjectivischen  linearen  Systemen  n^-ter,,.  n^-ter  Ordnung  gehen.^ 

In  gleicher  Weise  könnte  man  die  Anzahl  der  Punkte  bestimmen, 
durch  deren  jeden  ft  +  3  einander  entsprechende  Flächen  von  ft  -f-  3 
linearen  Flächensystemen  n-ter  Stufe  gehen. 

Selbstverständlich  mdssten  sodann  zunächst  jene  Flächen  unter- 
sucht werden,  welche  von  (i  +  l  solchen  Systemen  erzeugt  werden, 
weiters  deren  gemeinschaftliche  Curven  bezüglich  ihrer  Ordnung  und 
ihres  Banges  ermittelt,  und  schließlich  der  Satz  318)  in  geeigneter 
Weise  angewendet  werden. 

§.  320. 

Es  wurde  früher  nachgewiesen  (im  §.  298  und  Satz  295),  dass,  so- 
bald beliebige  vier  erste  Polarflächen  bezüglich  einer  Fundamental- 
fläche, welche  nicht  demselben  Netze  angehören  (deren  Pole  also 
nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen)  einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  besitzen,  dieser  letztere  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  aller 
ersten  Polarflächen,  und  gleichzeitig  ein  Doppelpunkt  der 
Fundamentalfläche  sein  müsse. 

Setzen  wir  nun  ein  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  voraus,  und 
wählen  wir  vier  beliebige  Punkte  P^,  P^,  P3  und  P4,  welche  nicht 
einer  und  derselben  Ebene  angehören. 

Die  ersten  Polarflächen  eines  jeden  dieser  vier  Punkte,  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  gegebenen  Büschels  n-ter  Ordnung,  bilden  (nach 
Satz  272)  ein  Flächenbüschel  (n  —  l)-ter  Ordnung.  Wir  erhalten  auf 
diese  Weise,  entsprechend  den  vier  Polen  P, ,  Pj,  P3,  P^  vier 
Polarflächen büschel  P,,  P,,  P3,  P4  von  der  (n  —  l)-teü  Ordnung. 
Diese  vier  Büschel  können  projectivisch  aufeinander  bezogen  wer- 
den, indem  man  in  denselben  jene  Flächen  sich  entsprechen  lässt, 
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welche  erste  Polarflächen  der  vier  Funkte  in  Bezug  auf  eine  und  die- 
selbe Fläche  des  gegebenen  Flächenbüschels  vorstellen. 

Auf  Grundlage  des  Satzes  197)  gibt  es  im  vorliegenden  Falle 

4  (w  —  ly 

Punkte,  durch  deren  jeden  vier  einander  entsprechende  Flächen  der 
Büschel  B^.  .  .B^  gehen,  d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  festgestellte 
Projectivität  gibt  es  in  dem  gegebenen  Büschel  »-ter  Ordqung 

4  (n  —  ly 

Flächen,  bezüglich  welcher  die  ersten  Polarflächen  der  vier 
Punkte  P,  ...P4  durch  je  einen  Punkt  gehen.  Dieses  Ergebnis  sagt 
aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  jeder  dieser  Punkte  gleichzeitig 
ein  Doppelpunkt  der  betreffenden  Fläche  sein  müsse.  Es 
ergibt  sich  mithin  der  Satz: 

321.  y^ln  eimm  Flächenbüschel  n-ter  Ordnung  gibt  es  4(n  —  i)* 
Flächen  f  deren  jede  einen  DoppelpunJct  hesitd.^ 

Für  w  -=  2,  d.  i.  für  ein  Flächenbüschel  zweiten  Grades  enthält 
dieser  Satz  die  bekannte  Eigenschaft,  dass  ein  solches  Büschel  vier 
Flächen  zweiten  Grades  mit  je  einem  Doppelpunkte,  d.  h.  vier  Ee gel- 
flächen zweiten  Grades  enthält. 

§.  321- 

Nehmen  wir  einen  von  den  4  (w  —  1)*  Doppelpunkten  als 
Pol  X  au.  Die  Fläche  des  gegebenen  Büschels,  welcher  derselbe  an- 
gehört, heiße  F\. 

Die  Quadripolarflächen  dieses  Punktes  2;  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels  werden  (nach  Satz  273)  ein  Fläohenbüschel 
zweiter  Ordnung  bilden.  Dieses  letztbezeichnete  Büschel  enthält  be- 
kanntlich (Satz  288)  einen  Kegel  zweiten  Grades,  d.  i.  die 
Quadripolarfläche  von  x  in  Bezug  auf  die  Fläche  F\,  In  diesem  Falle 
entspricht  aber  weiters  dem  Punkte  x  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
besagten  Büschels  zweiten  Grades  (Satz  292)  die  nämliche  Polar- 
ebene. Berücksichtigt  man  ferner,  dass  diese  Polarebene  (nach  Satz 
263)  auch  Polarebene  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
ursprünglich  gegebenen  Büschels  n-ter  Ordnung  sein  müsse,  und 
dass  das  Gleiche  für  jeden  der  4(n — 1)^  Doppelpunkte  als  Pol  gelte, 
so  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

322.  ^  Jeder  der  4(n  —  ly  Doppelpunkte  eines  Flächenbüschels 
n-ter  Ordnung  hat  als  Pol  dieselbe  Polarebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  dieses  Büschels.^ 
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§.  322. 

Ein  Flächenbüschel  w-ter  Ordnung  und  eine  beliebige  Ebene  jp 
sei  gegeben.  In  der  letzteren  seien  drei  Punkte  P,,  Pg  und  P3,  die 
nicht  in  gerader  Linie  liegen,  beliebig  gewählt. 

Die  ersten  Polarflächen  eines  jeden  dieser  drei  Punkte  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  gegebenen  FlächenbQschels  bilden  (Satz  272)  ein 
neues  Büschel  der  (n  —  l)-ten  Ordnung.  Auf  diese  Weise  ergeben 
sich,  entsprechend  den  drei  Punkten  P,,  P^  und  P3  drei  Polaren- 
büschel (» —  l)-ter  Ordnung. 

Diese  Büschel  können  projectivisch  dadurch  aufeinander  be- 
zogen werden,  dass  man  in  denselben  jene  Flächen  sich  entsprechen 
lässt,  welche  erste  Polarflächen  der  Punkte  P^,  Pa  und  P3  in  Bezug 
auf  eine  und  dieselbe  Fläche  des  gegebenen  Büschels  n-ter  Ordnung 
darstellen. 

Es  ist  sodann  (nach  Satz  194)  das  Erzeugnis  dieser  drei  projec- 
tivischen  Büschel,  d.  i.  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Flächen  eine  Raumcurve  3(w — 1)^- 
ter  Ordnung. 

Gemäß  der  Bedeutung  der  eben  aufgestellten  Projectivität  hat 
jeder  Punkt  dieser  Curye  die  Eigenschaft,  dass  durch  denselben  die 
ersten  Polarflächen  der  drei  Punkte  Pp  P^,  P3  in  Bezug  auf  eine  ge- 
wisse Fläche  F^  des  gegebenen  Büschels  gehen.  Der  besagte  Punkt 
ist  somit  (Satz  269  und  270)  einer  der  Pole  der  Ebene  (P^  P^  P3)  =  p 
in  Bezug  auf  diese  Fläche  P~.  Da  das  Gleiche  von  allen  Punkten 
der  Yorgenannten  Baumcurve  gilt ,  so  hat  man  unmittelbar  den  Satz : 

S2S.  „Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  n-ter  Ordnung  ist  eine  Raumcurve  3  (n — l^-ter 
Ordnung.*^ 

Diese  Raumcurve  schneidet  die  feste  Ebene  p  in  3(n — 1)' 
Punkten.  Jeder  dieser  Schnittpunkte  ist  gleichzeitig  der  Pol  der 
Ebene  p  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  des  Büschels,  und  zwar  in 
Bezug  auf  jene,  welche  durch  den  betrefi'enden  Punkt  geht  und  in 
demselben  von  der  Ebene  j>  berührt  wird  (Satz  283).  Hiermit  ist  auch 
der  bereits  früher  aufgestellte  Satz  191)  neuerlich  bewiesen. 

§.  323. 

Die  ersten  Polarflächen  eines  Punktes  bezüglich  aller 
Flächen  eines  Netzes  n-ter  Ordnung  bilden,  wie  man  sich 
leicht  die  Überzeugung  verschaflFen  kann,  ein  Flächennetz  (w  —  1)- 
ter  Ordnung. 
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Nehmen  wir  nämlich  in  dem  gegebenen  Netze  zwei  beliebige 
Büschel  an,  so  werden  diese  (nach  Satz  206)  eine  Fläche  F**  des 
Netzes  gemein  haben. 

Die  ersten  Polarflächen  eines  Punktes  P  bezüglich  der  Flächen 
dieser  beiden  Büschel  bilden  selbst  wieder  zwei  Büschel  (w  —  l)-ter 
Ordnung,  welchen  gleichfalls  eine  Fläche,  und  zwar  die  Polarfläche 
der  Fläche  F^  gemeinsam  zukömmt.  Hieraus  ist  unschwer  zu  ent- 
nehmen, dass  das  System  der  ersten  Polarflächen  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  des  gegebenen  Netzes  aus  unendlichvielen 
Flächenbüscheln  besteht,  von  welchen  je  zwei  eine  Fläche  gemein 
haben,  oder  mit  andern  Worten,  dass  dieses  System  ein  Flächennetz 
(n  —  l)-ter  Ordnung  repräsentiere. 

§.  324. 

Sei  nun  ^  ein  beliebiges  Flächennetz  w-ter  Ordnung,  und  j>  eine 
beliebige  feste  Ebene. 

In  dieser  Ebene  wählen  wir  drei  Punkte  P^ ,  P^  und  P^  will- 
kürlich, jedoch  so,  dass  sie  nicht  in  gerader  Linie  liegen. 

Wie  soeben  gezeigt  wurde,  bilden  die  ersten  Polarflächen  eines 
jeden  der  drei  Punkte  Pj,  P^  und  P3,  in  Bezug  auf  die  Flächen  des 
gegebenen  Netzes  Ny  ein  Netz  (n  —  l)-ter  Ordnung. 

Diese  drei  Polarnetze  können  in  der  Weise  auf  einander  pro- 
jectivisch  bezogen  werden,  dass  man  jene  Flächen  derselben  als 
entsprechend  betrachtet,  welche  Polarflächen  der  Punkte  Pj,  P^  und 
P3  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  des  gegebenen  Netzes  1^ 
repräsentieren.. 

Das  Erzeugnis  der  drei  Polarnetze  ist  aber  (nach  Satz  213)  eine 
Fläche  der  3(n  —  l)-ten  Ordnung,  deren  jeder  Punkt  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  die  ersten  Polarflächen  von  P^ ,  P,  und  P,  bezüglich 
einer  gewissen  Fläche  des  Netzes  IS  durch  ihn  gehen,  oder  (nach 
Satz  269,  resp.  270)  dass  der  betreffende  Punkt  den  Pol  der  Ebene 
(PjPgPg)  =^  in  Bezug  auf  eine  Fläche  des  Netzes  vorstellt.  Wir 
erhalten  demnach  den  Satz: 

55^.  jfier  geo^netrische  Ort  der  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  eines  Netzes  n4er  Ordnung  ist  eine  Fläche  der  3{n — 1)- 
ten  Ordnung. ^'^ 

Die  soeben  gefundene  Fläche  3(n  —  l)-ter  Ordnung  schneidet 
die  Ebene  p  in  einer  Curve  3(w  —  l)-ter  Ordnung. 

Nachdem  jeder  Punkt  dieser  Curve  die  Ebene  p,  bezüglich 
einer  Fläche  des  Netzes,  zur  Polarebene  hat,  so  muss  bekanntlich  die 
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letztere  durch  den  betreffenden  Punkt  gehen  und  in  ihm  die  Ebene  p 
berühren. 

Die  genannte  Schnittcurve  3(w  —  l)-ter  Ordnung  ist  daher  der 
geometrische  Ort  jener  Punkte,  in  welchen  die  Ebene  ^^ 
von  Flächen  des  Netzes  N  berührt  wird.    (Vergl.  Satz   209.) 

Da  das  Flächennetz  ^  von  der  Ebene  |)  in  einem  Curven- 
n  e  tze  w-ter  Ordnung  geschnitten  wird,  und  da  ferner  die  Schnittcurve  der 
Ebene  p  mit  einer  sie  berührenden  Fläche  dos  Netzes  im  Berührungs- 
punkte einen  Doppelpunkt  aufweist,  so  repräsentiert  die  vorgenannte 
Schnittcurve  3(n  —  l)-ter  Ordnung  gleichzeitig  den  geo- 
metrischen Ort  der  Doppelpunkte  des  Curvennetzes. 

Mit  Eücksicht  auf  Satz  139)  und  die  darauf  folgende  Bemerkung 
stellt  sonach  diese  Curve  die  Jacob iana  oder  auch  die  „Hessiana" 
des  Curvennetzes  vor. 

§.  325. 

Setzen  wir  wieder  ein  Flächennetz  N  der  w-ten  Ordnung  vor- 
aus, und  wählen  wir  im  Baume  vier  nicht  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegende  Punkte  P,,  P,,  P^  und  P^. 

Die  ersten  Polarflächen  dieser  vier  Punkte  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Netzes  N  bilden  nach  Früherem  vier  projectivische  Netze 
(n  —  l)-ter  Ordnung,  in  welchen  sich  solche  Flächen  entsprechen,  die 
die  ersten  Polarflächen  der  vier  Punkte  in  Bezug  auf  eine  und  die- 
selbe Fläche  von  N  vorstellen. 

Das  Erzeugnis  dieser  vier  Polarnetze  ist  (nach  Satz  215)  eine 
Eaumcurve  der   6(w — l)^-ten  Ordnung. 

Durch  jeden  Punkt  x  dieser  Curve  gehen  vier  erste  Polarflächen 
(jene  von  P,  •  .  .  P^  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  F^  des 
Netzes  N.  Da  nun  diese  vier  Polarflächen  nicht  demselben  Netze 
angehören,  indem  P^,..P^  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen, 
so  ist  (§.  295)  X  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  F^^.  Dasselbe  gilt  von 
jedem  anderen  Punkte  der  obigen  Curve,  so  dass  man  den  Satz  erhält: 

325.  ^Der  geometrische  Ort  der  Doppdpuhkte  der  Flächen  eines 
Netzes  n4er  Ordnung  ist  eine  Eaumcurve  der  6(n  —  l^-ten  Ordnung.*^ 

Nehmen  wir  irgend  einen  beliebigen  Punkt  x  auf  der  Doppel- 
punktscurve  6(w  —  l)*-ter  Ordnung  an,  so  werden  die  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Flächen  des  Netzes  ein  Büschel  bilden,  und  es  wird, 
wie  soeben  bewiesen  wurde,  unter  den  Flächen  dieses  Büschels  eine 
geben,  die  ^  zum  Doppelpunkte  hat.  Dies  vorausgesetzt,  entspricht 
dem  Punkte  x  (nach  Satz  322)  die  nämliche  Polarebene  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  dieses  Büschels,  und  da  der  besagte  Punkt  allen  diesen 
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Flächen  angehört,  wird  die  Polarebene  gleichzeitig  eine  gemein- 
schaftliche Tangentialebene  der  Flächen  des  Büschels  im 
Punkte  X  sein. 

Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  der  Doppelpunktscurve ; 
dieselbe  wird  somit  gleichzeitig  auch  den  Ort  jener  Paukte  vorstellen, 
in  welchem  sich  die  Flächen  des  gegebenen  Netzes  N  berühren.  Es 
besteht  folglich  der  Satz: 

326,  „Die  Curve  6(n — I)^'t€r  Ordnung^  welche  den  geametri^ 
scheu  Ort  der  DoppelpimJcte  eines  Flächennetzes  n-ier  Ordnung  reprä- 
sentiert^ ist  gleichzeitig  auch  der"" geometrische  Ort  jener  Punkte^  in 
welchen  sich  die  Fläclien  des  Netzes  herühren.^ 

§.  326. 

Gegeben  sei  eine  Fläche  i^*»  nj-ter  Ordnung  und  ein  Flächen- 
netz N^^  n,-ter  Ordnung;  es  wird  die  Frage  gestellt ,  welches  der 
geometrische  Ort  jener  Punkte  im  Baume  sei,  deren  jeder  dieselbe 
Polarebene  sowohl  bezüglich  der  gegebenen  Fläche  JP^^  als  auch  be- 
züglich einer  Fläche  des  Netzes  N2  besitzt. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  nehmen  wir  eine  beliebige  Ge- 
rade g  im  Baume  an,  auf  welcher  wir  folgende  Correspondenz  fest- 
stellen. Es  sei  x^  ein  beliebiger  Punkt  auf  g^  p^y  dessen  Polarebene 
in  Bezug  auf  JP"*;  der  Ort  der  Pole  dieser  Ebene  p,*  in  Bezug  auf 
das  Netz  N^  ist  (nach  Satz  324)  eine  Fläche  der  3  («2  —  1)  -  ten 
Ordnung,  welch  letztere  die  Gerade  ^^  in   3  (n  —  1)  Punkten  x^  trifft. 

Nehmen  wir  umgekehrt  auf  g  einen  Punkt  x^^  an,  so  bilden 
dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Flächen  des  Netzes 
N^  ein  Flächennetz  erster  Ordnung.  Besagte  Polarebenen 
gehen  also  durch  einen  und  denselben  Punkt  0.  Der  Beweis  hiefflr 
kann  auf  Grund  des  Satzes  274),  vermittelst  einer  der  in  §.  323)  an- 
gestellten Betrachtung  analogen  Erörterung  schwierigkeitslos  geliefert 
werden. 

Durch  den  Punkt  0  gehen  ferner  (Wj  — 1)  Ebenen,  deren  Pole  in 
Bezug  auf  jP*'  auf  der  Geraden  g  liegen.  Besäte  Ebenen  sind  die 
durch  z  gehenden  Tangentialebenen  jener  Developpablen 
(«,  :--l)-terClasse,  welche  (nach  Satz  298)  den  geometrischen  Ort 
der  Polarebenen  aller  Punkte  von  g  iu  Bezug  auf  JF^i  vorstellt.  Diese 
Ebenen  schneiden  ihrerseits  die  Gerade  ^  in   (n^  —  1)  Punkten  x^. 

Die  Beziehung  der  Punkte  x^  und  or^  ist,  wie  leicht  einzusehen, 
die,  dass  je  zwei  entsprechende  Punkte  x^  und  x^^  die  nämliche  Polar- 
ebene in  Bezug  auf  JE^*  resp.  in  Bezug  auf  irgend  eine  Fläche  von 
N^  haben.    Fallen   daher   zwei   entsprechende  Punkte  x^  und  x^  in 
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einen  Punkt  zusammen,  so  hat  dieser  sowohl  in  Bezug  auf  jP"'  als 
auch  bezüglich  einer  Fläche  von  N^  dieselbe  Polarebene. 

Da  sich  die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  x^  und  x^  im  Vor- 
hergegangenen als  eine  3  (na  —  1)  —  (w,  —  1) -deutige  herausgestellt 
hat,  so  findet  nach  dem  C h a s  1  e s'schen  Correspondenzsatze  ein 
solches  Zusammenfallen 

3  (n,  _  1)  +  «,  _  1  =  (n,  +  3n^  —  4)-mal 

statt,  d.  h.  auf  der  Geraden  g  gibt  es  (n,  +  Sn^  —  4)  Punkte  des 
gesuchten  geometrischen  Ortes;  dieser  ist  mithin  eine  Fläche 
(n,  +  37»9  —  4)rter  Ordnung.    Es  besteht  also  der  Satz: 

327,  y^Der  geometrische  Ort  jener  Punkte,  welche  dieselbe  Polar^ 
^ne  in  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  n^-ter  Ordnung  und  in  Bezug 
auf  eine  Fläclie  eines  Netzes  n^-ter  Ordnung  besitzen,  ist  eine  Fläche 
(»j  +  3n^  —  dyter  Ordnung.*^ 

Die  eben  gefundene  Fläche  schneidet  die  gegebene  Fläche  F**^ 
in  einer  Curve  n,(W|  +  3n2  —  4)-ter  Ordnung,  die  wir  kurz  mit  F 
bezeichnen  wollen. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Curve  einen  beliebigen  Punkt  o;  an,  so 
ist,  da  X  der  Fläche  F*^  angehört,  seine  Polarebene  in  Bezug  auf  F'^ 
die  Tangentialebene  px  von  F"*  in  x. 

Dem  vorstehenden  Satze  gemäß  ist  aber  die  Ebene  px  gleich- 
zeitig auch  die  Polarebene  von  x  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche 
des  Netzes  N,^;  es  muss  daher  auch  die  letztere  die  Ebene  px^  also 
auch  die  Fläche  F"»  in  x  berühren. 

Ein  Gleiches  gilt  von  jedem  Punkte  x  der  Curve  F,  woraus 
folgt,  dass  diese  den  geometrischen  Ort  der  Berührungspunkte 
von  F^  mit  Flächen  des  Netzes  JV,  vorstelle.  Wir  erhalten  demnach 
den  Satz: 

328,  jjDer  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  zwischen 
einer  festen  Fläche  n^'ter  Ordnung  und  den  Flächen  eitles  Netzes 
n^-ter  Ordnung  ist  eine  Raumcurve  n,(w,  +  ^w^  —  4)-fer  Ordnung,"^ 

§.  327. 

Auf  Grund  des  eben  aufgestellten  Satzes  ist  es  keiner  Schwierig- 
keit unterworfen,  den  geometrischen  Ort  jener  Punkte  zu 
finden,  in  welchen  sich  Flächen  eines  Büschels  n^-ter 
Ordnung  und  eines  Netzes  n^-ter  Ordnung  berühren. 

Da  jede  Fläche  des  Büschels  eine  Curve  n^  (n,  •]-  3n^  —  4)-ter 
Ordnung  enthält,  welche  einen  Bestandtheil  des  gesuchten  Ortes  reprä- 
sentiert, so  wird  der  letztere  offenbar  eine  Fläche  sein  müssen. 
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Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  auch  die  Basis  cur  ve  C^^'  des 
gegebenen  Büschels  n,-ter  Ordnung  dem  fraglichen  Orte  angehört.  Da 
nämlich  in  einem  Flächennetze  eine  Fläche  immer  durch  die  Angabe 
zweier  Punkte  ein-deutig  bestimmt  ist,  so  wird  es  in  dem  Netze 
Nt^  auch  immer  eine  Fläche  geben,  welche  die  Basiscurve  C"*  in 
einem  beliebig  auf  der  letzteren  angenommenen  Punkte  x  berührt. 
Besagte  Fläche  wird  jene  sein,  welche. durch  den  Punkt  x  und  den 
unmittelbar  auf  ihn  folgenden  Punkt  von  C"**  bestimmt  ist. 

Diese  Fläche  heiße  Fx"^.  Dieselbe  besitzt  in  x  eine  Tangential- 
ebene jTa;,  welche  die  Tangente  tx  der  Basiscurve  CS  im  Punkte  x 
enthält. 

Die  Tangentialebenen  der  Flächen  des  gegebenen  Büschels  im 
Punkte  X  bilden  aber  bekanntlich  ein  Ebenenbüschel,  dessen 
Achse  die  Curventangente  tx  ist;  es  wird  mithin  unter  diesen  Flächen 
eine  existieren,  welche  in  x  von  der  Ebene  Tj,  also  auch  von  der 
Fläche  F,"»  berührt  wird. 

Da  der  Punkt  x  auf  der  Curve .  C"*'  beliebig  angenommen  wurde, 
so  folgt,  dass  überhaupt  jeder  Punkt  dieser  Gurve  der  Be- 
rührungspunkt einer  Fläche  des  Büschels  mit  einer 
Fläche  des  Netzes  ist,  dass  mithin  dj«  Gurve  O'^*  dem  gesuchten 
Orte  angehöre. 

Dieser  letztere  ist,  den  angestellten  Betrachtungen  gemäß,  so 
beschaffen ,  dass  er  mit  einer  beliebigen^  Fläche  des  Büschels  die 
Basiscurve  n,^-ter  Ordnung  und  (nach  Satz  328)  die  dieser 
Fläche  entsprechende  Gurve  nj  (n, -j- 3  n^ -- 4)-ter  Ordnung  gemein  hat. 

Bezeichnen  wir  daher  die  (bisher  noch  unbekannte)  Ordnung  der 
fraglichen  Ortsfläche  mit  X,  so.  ergibt  sich,  da  der  Gesammt- 
sc hnitt  der  letzteren  mit  einer  Fläche  des  Büschels  n^-ter  Ordnung 
eine  Gurve  der 

**i'  +  ♦*!  (♦*!  +  3»2  —  4)  =  Wj  (2nj  +  3n„  —  4)-ten  Ordnung 

ist,  die  Gleichung: 

X  .  n^  =  n,  {2n^  +  Sn^  —  4) 
oder 

X  =  2nj  +  3^5  —  4 

Dieses  Ergebnis  gestattet  die  Aufstellung  des  Satzes: 

329.  y^Ber  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  zwischen  den 
Flächen  eines  Büscliels  n^-ter  und  der  Flächen  eines  Netzes  «j-f^r 
Ordnung  ist  eine  Fläche  (5n,  -{'  Sn^^  —  4yter  Ordnung.^ 


333 

§.  328. 

Setzen,  wir  Wi  =  n2  =  n  und  nehmen  wir  an,  dass  das  gegebene 
Flächenbüschel  w-ter  Ordnung  und  das  gegebene  Flächennetz 
n-ter  Ordnung  einem  und  demselben  linearen  Flächensystem 
angehören;  also  eine  Fläche  F''  gemein  haben. 

Dies  zugrunde  gelegt,  ist  der  Ort  der  Berührirngspunkte 
zwischen  Flächen  des  Büschels  und  Flächen  des  Netzes  (Satz  329) 
eine  Fläche  (5w  —  4)-ter  Ordnung. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  vorgenannte  Fläche  F*", 
gleichzeitig  eine  Fläche  des  Büschels  und  eine  Fläche  des  Netzes  vor- 
stellt ^  also  Flächen  repräsentiert,  welche  sich  in  allen  ihren  Punkten 
berühren,  so  erkennt  man  sofort  auch;  dass  die  besagte  Fläche  selbst 
einen  Bestandtheil  n-ter  Ordnung  in  dem  obbezeichneten  Orte  bilde, 
und  dass  mithin  die  liestfläche  4:(n — l)-ter  Ordnung  den  eigent- 
lichen Berührungsort  bestimme. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Fläche  4(n  — l)-ter  Ordnung  nur  der 
Ort  der  Berührungspunkte  zwischen  den  Flächen  des  vorigen  Büschels 
und  Netzes  ist,  oder  aber,  ob  überhaupt  der  Berührungspunkt 
irgend  zweier  Flächen  des  linearen  Systemes,  die  diesem 
Netze  und  Büschel  nicht  angehören,  auf  der  vorbezeichneten  Fläche 
4  (n  —  l)-ter  Ordnung  liegen  müsse. 

Wir  werden  demnach  zu  untersuchen  haben  ^  ob  die  gefundene 
Fläche  4  (w  —  l)-ter  Ordnung  von  der  Wahl  des  Büschels  und  des 
Netzes  in  dem  linearen  Systeme  unabhängig  ist.  Die  folgende  Be- 
trachtung wird  das  letztere  einerseits  bestätigen,  andererseits  aber 
gleichzeitig  eine  neue  Eigenschaft  der  fraglichen  Berührungs- 
fläche ergeben. 

Sei  S  das  lineare  System  w-ter  Ordnung,  B  ein  Büschel  und  N 
ein  Netz  in  demselben.  Der  Ort  der  Berührungspunkte  zwischen 
den  Flächen  von  B  und  N  ist,  wie  eben  bewiesen  wurde,  eine 
Fläche  *  von  der  4(w  — l)-ten  Ordnung. 

Ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche  O  sei  x.  In  demselben 
mögen  sich  eine  Fläche  Fj,  des  Büschels  B  und  eine  Fläche  JP„  des 
Netzes  N  berühren. 

Die  beiden  letztgenannten  Flächen  bestimmen  ein  Büschel  I?,, 
welches  dem  linearen  Systeme  angehört  und  dessen  Flächen  sämmtlich 
in  X  eine  Berührung  eingehen. 

unter  diesen  Flächen  gibt  es  aber  speciell  eine,  welche,  wie 
man  sich  unschwer  überzeugen  kann,  x  zum   Doppelpunkte   hat. 

Schneidet  man  nämlich  das  Flächenbüschel  (Fö,  F»)  mit  einer 
durch  X  gehenden  beliebigen  Ebene  e,  so  erhalten  wir  ein  Curven- 
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büschel,  dessen  Curven  sich  in  x  berühren;  in  demselben  Büschel 
wird  daher  (nafeh  Satz  53)  eine  Curve  existieren,  die  in  x  einen 
Doppelpunkt  besitzt. 

Nachdem  die  schneidende  Ebene  e  von  der  Tangentialebene  der 
Flächen  in  x  verschieden  ist,  so  muss  auch  die  Fläche  des  Büschels, 
deren  Schnitt  die  letztgenannte  Curve  ist,  in  x  einen  Doppelpunkt 
haben. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  es  unter  den  Flächen  des  linearen 
Systems  S,,  welche  durch  x  gehen,  eine  Fläche  gibt,  die  in  x  einen 
Doppelpunkt  besitzt.  Nachdem  x  auf  der  Fläche  O  ganz  beliebig 
gewählt  wurde,  so  schließen  wir  weiter,  dass  jeder  Punkt  dieser 
Fläche  ä>  ein  Doppelpunkt  einer  gewissen  Fläche  des  Systems  S 
sein  müsse. 

Es  wird  nunmehr  auch  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen,  nach- 
zuweisen, dass  die  Fläche  0  der  Gesammtort  der  Doppelpunkte 
des  Systems  S  sei,  oder  mit  andern  Worten,  dass  es  keinen  Dop- 
pelpunkt im  Systeme  S  gebe,  welcher  nicht  auf  O  liegen 
würde. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  vier  Punkte  P^,  Pg,  l\y  P^  im 
Baume  so  an,  dass  sie  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Die  ersten 
Polarflächen  eines  jeden  dieser  vier  Paukte,  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
des  Systems  /S,  bilden,  wie  aus  einer  der  in  §.  323)  gepflogenen  Er- 
örterung analogen  Betrachtung  hervorgeht,  ein  lineares  System 
(n — l)-ter  Ordnung. 

Die  auf  diese  Weise  entstehenden  vier  Systeme  (w  —  l)-ter  Ord- 
nung sind  dadurch  projectivisch  auf  einander  bezogen,  dass  sieh 
in  ihnen  solche  Flächen  entsprechen,  welche  erste  Polar  flächen 
der  vier  Punkte  P, ,  . . .  P4  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  des 
Systems  S  vorstellen.  Das  Erzeugnis  der  vier  Systeme  (n  —  l)-ter 
Ordnung  ist  aber  (nach  Satz  220)  eine  Fläche  4(w  —  l)-ter  Ordnung. 
Durch  jeden  Punkt  dieser  Fläche  gehen  die  ersten  Polarflächen  der 
vier  Punkte  Pj  .  .  .  P^  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  des  vorer- 
wähnten Netzes;  es  muss  somit  der  besagte  Punkt  ein  Doppelpunkt 
der  letzteren  sein. 

Die  gefundene  Fläche  4(n  —  l)-ter  Ordnung  repräsentiert  daher 
den  Gesammtort  der  Doppelpunkte  des  Systems  S. 

Die  letztgenannte  Fläche  muss  mit  der  früher  gefundenen  Fläche 
<P  identisch  sein,  da  dieselbe  im  Gegenfalle  mit  der  letzteren  einen 
Doppelpunktsort  8  (w  —  l)-ter  Ordnung  bilden  würde,  was,  zufolge  der 
eben  angestellten  Betrachtung,  unmöglich  ist. 
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Wenn  nun  aber  die  Fläche  O  den  Gesammtort  der  Doppel- 
punkte des  Systems  S  vorstellt,  also  in  keiner  besonderen  Beziehung 
zu  dem  Büschel  B  und  dem  Netze  N  steht,  so  muss  sich  dieselbe 
offenbar  ebenso  wie  durch  B  und  N  auch  durch  jedes  andere  Büschel 
J?,  und  jedes  andere  Netz  iV,  in  dem  Systeme  S  erzeugen  lassen, 
woraus  wiederum  folgt,  dass  zwei  sich  berührende  Flächen  in  dem 
Systeme  S,  da  die  eine  irgend  einem  Büschel  und  die  andere  irgend 
einem  Netze  zugetheilt  werden  kann,  ihren  Berührungspunkt  noth- 
wondig  auf  der  Fläche  <P  haben  müssen.    Daher  der  Satz: 

330.  y^Der  geometrische  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  Fla- 
chen  eines  linearen  Systems  n-ter  Ordnung  (und  dritter  Stufe)  fce- 
riihren,  ist  eine  Fläche  4(n  —  l)'ter  Ordnung;  dieselbe  repräsentiert 
gleichzeitig  den  geometrischen  Ort  der  Doppelpunkte ,  welche  die 
Flächen  des  Systems  lesitzen.^ 

§.  329. 

Die  Jacobiana  von  zwei,  drei ....  sechs  Flächen,  und  die  damit  im  Zn- 
sammenhange stehenden  Eigenschaften  der  letzteren. 

Seien  F^^  und  JP"«  zwei  beliebige  Flächen  der  w,-ten,  resp.  «^-ten 
Ordnung.  Die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  des  Raumes  in  Bezug 
auf  jede  dieser  beiden  Flächen  bilden  ein  lineares  System  («j  —  l)-ter, 
resp.  (nj  —  l)-ter  Ordnung  (§.297),  d.  i.  das  „Polarsystem"  der 
Fläche  jF"s  resp.  der  Fläche  JP">. 

Diese  Polarsysteme  sind  in  dey  Weise  projectivisch  ver- 
wandt, dass  einander  entsprechende  Flächen  derselben  die 
ersten  Polarflächen  eines  und  desselben  Punktes  im  Baume 
in  Bezug  auf  F''^  und  F"»  vorstellen. 

In  den  beiden  Polarsystemen  gibt  es  unendlich  viele  Paare  ein- 
ander entsprechender  Netze,  und  kömmt  es  (nach  Satz  218  und  der 
darauf  folgenden  Bemerkung)  im  ganzen 

(n,  +  n,  -  2)  K»  +  n,«  -  2  (n,  +  «,)  +  2] 

mal  vor,  dass  ein  Basispunkt  eines  darartigen  Netzes  mit  einem  Basis- 
punkte des  ihm  entsprechenden  Netzes  zusammenfällt 

Bezeichnen  wir  einen  solchen  Basispunkt  mit  x  und  die  durch 
denselben  gehenden,  einander  entsprechenden  Polarnetze  mit  N^  und 
JVo,  so  ist  einleuchtend,  dass  je  zwei  entsprechende  Flächen  dieser 
Netze  in  Bezug  auf  JF^'»  und  i^»>,  in  Gemäßheit  der  bereits  festgestellten 
Projectivität,  denselben  Pol  haben  werden,  oder  dass,  mit  andern  Wor- 
ten, /7i"'-i  und  77/'>-i;  n„''^-^  und  ila"«-^;  TI^''^-^  und  n^""^-^  drei 
Paare  einander  entsprechender  Flächen  der  Netze   mit  dem  gemein- 
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schaftlichen  Basispunkte  x  sind,  und  dass  folglich  77, "»-^  und  i7|"»-^ 
erste  Polarflächen  eines  Punktes  %y  in  Bezug  auf  -F"»  und  JF"«;  JJ^^"^ 
und  TJj"«-^  erste  Polarflächen  eines  zweiten  Punktes  i^^  und  ebenso 
773"*-^  und  ilg"»-!  erste  Polarflächen  eines  dritten  Punktes  I3  bezüg- 
lich F"»  und  JP"»  repräsentieren. 

Dies  zugrunde  gelegt  wird  (nach  Satz  269)  die  Ebene  (g,  S,^) 
die  Polarebene  des  Punktes  x  sowohl  in  Bezug  auf  F\  als  auch  iu 
Bezug  auf  Z**»  vorstellen- 

Nachdem  dasselbe  auch  für  jeden  andern  gemeinschaft- 
lichen Basispunkt  entsprechender  Netze  in  den  beiden 
Polarsystemen   seine  Bichtigkeit  beibehält,  folgt  der  Satz: 

331.  j^Es  gibt  im  Baume 

Punkte,  welche  in  Bezug  auf  ewei  Flächen  von  den  bezüglichen  Ord- 
nungen n^  und  Wg  dieselbe  Folarebene  besitzen.^ 

Man  nennt  die  Gruppe  dieser  Punkte  die  „Jacob iana"  oder 
auch  die  „Jacobi'sche  Gruppe"  der  beiden  Flächen  w^-ter 
und  n^-ter  Ordnung. 

§.  330. 

Setzen  wir  insbesondere  n^  =  n^  =  n,  so  folgt  aus  dem  vor- 
stehenden Satze  331),  dass  es  4(n  —  1)®  Punkte  gebe,  welche  in  Bezug 
auf  zwei  Flächen  JP'*  der  w-ten  Ordnung  die  nämliche  Polarebene  besitzen. 
Ist  dies  aber  der  Fall,  so  findet  man  auf  Grund  des  Satzes  322) ,  dass 
jeder  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  durch  die  beiden 
JP'*  bestimmten  Büschels,  die  nämliche  Polarebene  haben,  und  somit 
einen  Doppelpunkt  des  Büschels  repräsentieren  müsse.  Mithin 
besteht  der  Satz: 

332.  j^Die  4{n  —  lY  Doppelpunkte  eines  Flächenbüschels  n-ter 
Ordnung  repräsentieren  gleichzeitig  die  Jaeobi'sche  Gruppe  für  irgend 
ztvei  beliebige  Flächen  dieses  Büschels.^ 

§•  331. 

Sind  drei. Flächen  J*"»,  F"*  und  F"*  von  den  bezüglichen  Ord- 
nungen n, ,  ;*2  und  «3  gegeben,  so  bilden  die  ersten  Polarflächen 
aller  Punkte  des  Baumes  in  Bezug  auf  diese  drei  Flächen  drei 
lineare  (Polar-)  Systeme  von  beziehungsweise  (n^ — l)-ter, 
(Hj  —  l)-ter  und  {n^  —  l)-ter  Ordnung,  welche  in  der  Weise  projec- 
tivisch  auf  einander  bezogen  erscheinen,  dass  sich  in  ihnen  jene 
Flächen  entsprechen,  welche  erste  Polarflächen  eines  und  desselben 
Punktes  im  Baume  in  Bezug  auf  F"^,  F"^  und  JF"'  vorstellen. 
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Nehmen  wir  nun  im  Baume  eine  beliebige  Gerade  g  an, 
so  werden  die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  dieser  Geraden  in 
Bezug  auf  jF'»»,  F^  und  JP"»  drei  einander  entsprechende  Polar- 
flächenbüschel  (n,  —  l)-ter,  (n^  —  l)-ter  und  (^3  —  l)-ter  Ord- 
nung bilden,  welche  gleichzeitig  Bestandtheile  der  drei  Yorgenannten 
Polarsysteme  bilden. 

Mit  Berufung  auf  den  Satz  219)  gibt  es  aber  unendlich  viele 
Tripel  von  je  drei  entsprechenden  Büscheln  dieser  Systeme,  welchen 
ein  gemeinschaftlicher  Basispunkt  zukömmt,  der  Ort  dieser  Basis- 
punkte ist  eine  Curve  F  von  der 

(W3  —  1)  (w,  —  l)]-ten  Ordnung. 

Mit  Bücksicht  auf  die  Bedeutung  der  vorher  aufgestellten  Fro- 
jectivität  erkennen  wir,  dass  einem  jeden  Punkte  x  der  Curve  F  eine 
gewisse  Gerade  Qx  im  Baume  derart  zugeordnet  ist,  dass  die  ersten 
Polarflächen  aller  Punkte  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  2^"^,  F^  und 
F^  durch  den  Punkt  x  gehen  müssen ,  dass  also  umgekehrt  (nach 
Satz  269)  die  Polar  ebenen  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  die  drei 
Flächen  J^s  F^*  und  J?^>  durch  die  Gerade  g^  gehen  müssen.  Wir 
erhalten  demnach  den  Satz: 

333,  y^Ber  geometrische  Ort  jener  Punkte,  deren  Folarehenen  in 
Bemg  auf  drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^ ,  n^  und  n^  sich  in 
einer  und  derselben  Geraden  schneiden^  ist  eine  Raumcurve  von  der 
Ordnung: 

Wi*    +    V    +    V    +    «*,  W3     +    Mg  Hg    +    M3W,     —   4  (W,     +    Wa    -f    M3)     -f    6^ 

Diese  Baumcurve  nennt  man  die  „Jacobiana*^  oder  die 
„Jacobi'sche  Curve**  der  drei  Flächen  F%  F"*  und  ^». 

§.  332. 

Man  findet  leicht,  dass  die  Jacobiana  dreier  Flächen  durch 
die  Doppelpunkte  dieser  Flächen,  sowie  auch  durch  die  drei 
Jacobi'schen  Gruppen,  welche  diesen  drei  Flächen  paarweise 
eigen  sind,  gehe. 

Ein  Doppelpunkt  von  F"^  sei  z.  Die  Polarebenen  von  js  in  Bezug 
auf  JF">  und  F"^  schneiden  sich  in  einer  Geraden  gg.  Die  ersten  Polar- 
flächen aller  Punkte  dieser  Geraden  g^  in  Bezug  auf  F^  und  JP*» 
werden  daher  durch  js  gehen  müssen;  und  wird  das  Gleiche  auch  be- 
treffs der  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  von  gg  in  Bezug  auf  F^^ 
gelten,  da  z  ein  Doppelpunkt  von  F^^  ist. 

Peschka,  Darstellende  a.  projeoti?e  Geometrie.  II.  22 
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Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  e  ein  gemeinschaftlicher  Basispunkt 
der  'drei  eben  genannten  Polarenbüschel  ist^  und  infolge  dessen  der 
Curve  r  angehören  muss.  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  jeden  anderen 
Doppelpunkt  von  F^^  sowie  auch  von  den  Doppelpunkten  der  Flächen 
F"^  und  F^K 

Sei  weiters  x  ein  Punkt  der  Jacob i'schen  Gruppe  der  beiden 
Flächen  -P»»  und  JF"»,  d.  h.  ein  Punkt,  der  bezüglich  F^  sowohl,  als 
auch  in  Bezug  auf  2^"*  die  nämliche  Polarebene  px  besitzt. 

Ist  nun  Px  die  Polarebene  von  x  in  Bezug  auf  jP**,  so  schneiden 
sich  die  Ebenen  px  und  Px  in  einer  Geraden  g»,  welche  offenbar  als 
diejenige  Gerade  anzusehen  sein  wird,  durch  welche  die  Polarebenen 
von  X  in  Bezug  auf  alle  drei  Flächen  F\  JP"»  und  jP**»  gehen.  Das- 
selbe gilt  von  jedem  anderen  Punkte  der  Jacobiana  der  beiden 
Flächen  F^^  und  1^,  und  in  gleicherweise  auch  von  den  Jacob i- 
schen  Gruppen,  welche  den  Flächenpaaren  F*^^  und  jF%  resp.  JP"* 
und  F*^  zugehören.    Hieraus  entspringt  der  Satz: 

334.  „Die  JacobVsche  Curve  dreier  Flächen  geht  durch  die 
Doppelpunkte  dieser  Flächen,  und  enthält  auch  die  drei  Jacobi'schen 
Gruppen,  welche  die  drei  Flächen  paarweise  bestimmen,^ 

§.  333. 

Setzen  wir  n^  =  n^^  so  haben  wir  für  die  drei  Flächen  jP"s 
F^^  und  Fj**«  eine  Jacobi'sche  Curve  von  der 

[n^^  +  Sn^^  +  2W|  n^  —  4nj  —  Sw^  -f  6]-ten  Ordnung. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  x  auf  dieser  Curve  an,  so 
werden  sich  die  Polarebenen  desselben  in  Bezug  auf  2^»,  Fi^  und  F^**^ 
in  einer  gewissen  Geraden  gx  schneiden. 

Nun  bestimmen  aber  die  beiden  Flächen  Fj"»  und  jF^"*  ein 
Flächenbüschel  n^-ter  Ordnung,  und  die  Polarebenen  des  Punktes  x 
in  Bezug  auf  die  Flächen  dieses  Büschels  bilden  (nach  Satz  274)  ein 
Ebenenbüschel. 

Die  Achse  dieses  Büschels  kann  keine  andere  als  die  Ge- 
rade gx  sein,  da  durch  diese  die  Polarebenen  von  x  bezüglich  zweier 
Büschelflächen  (F^*^  und  Fg*»»)  gehen.  Die  Polarebene  von  x  bezüg- 
lich der  dritten  Fläche  F"»  geht  aber  gleichfalls  durch  gx,  und  wird 
demnach  auch  die  Polarebene  von  x  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche 
des  Büschels  (-F\%  Fo"0  vorstellen,  oder  mit  anderen  Worten ,  jeder 
Punkt  X  der  Curve  F  hat  in  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  F^  der 
72,-ten  Ordnung  und  in  Bezug  auf  eine  Fläche  in  dem  Flächenbüschel 
(J?\"*,  JP„*'»)  der  ^?2-ten  Ordnung  die  nämliche  Polarebene.  Mithin  gQt 
der  Satz: 
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335.  y^Ber  geometrische  Ort  jener  Punkte,  welche  in  Bezug  auf 
eine  feste  Fläche  n^-ter  Ordnung  und  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Fläche  eines  Büschels  n^^-ter  Ordnung  dieselbe  Polarebene  haben,  ist 
eine  Raumcurve  der 

(Wj'  +  3n^^  +  2n^  n^  —  4w,  —  8n^  +  syten  Ordnung,"^ 

Diese  Curve  schneidet  die  feste  Fläche  F"»  in 

«1  W  +  ^<  +  2«iWa  —  4wi  -  8nj  +  6] 
Punkten«  Die  Polar  ebene  eines  jeden  dieser  Punkte  in  Bezug  auf 
F^^  ist  die  Tangentialebene  der  Fläche  2^»  in  dem  betreffenden 
Punkte,  und  die  besagte  Ebene  ist,  dem  vorstehenden  Satze  335)  zu- 
folge, gleichzeitig  auch  die  Polarebene  des  (in  ihr  liegenden)  Punktes 
in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  des  Büschels  n^-ter  Ordnung;  diese 
letztere  Fläche  berührt  also  die  F^^  in  dem  genannten  Pole.  Mitbin 
erhalten  wir  den  Satz: 

336.  y^In  einem  Büschel  n^-ter  Ordnung  gibt  es 

Flächen,  welche  eine  feste  Fläche  n^-ter  Ordnung  berühren.^ 

§.  334. 

Setzen  wir  insbesondere  n^  =  nt^  =  nj^  =  n,  so  gelangen  wir 
(vermittelst  des  Satzes  333)  auf  bereits  früher  bewiesene  Eigenschaften. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  entspricht  nämlich  zunächst 
den  drei  Flächen  eine  Jacobi'sche  Curve  der  6(n —  l)Men  Ordnung. 
Ferner  bestimmen  die  drei  gegebenen  Flächen  n-ter  Ordnung  diesfalls 
ein  Netz  w-ter  Ordnung.  Wir  wissen  aber,  dass  die  Polar  ebenen 
eines  Punktes  im  Baume  in  Bezug  auf  alle  Flächeu  eines  Netzes,  ein 
Netz  erster  Ordnung,  also  ein  Ebenenbündel  bilden,  d.  h.  dass 
die  besagten  Ebenen  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 
Der  letztbezeichnete  Punkt  ist  als  Schnittpunkt  dreier  solcher  Polar- 
ebenen offenbar  vollkommen  bestimmt. 

Liegt  jedoch  der  Pol  auf  der  Jacobi'schen  Curve  dreier 
Flächen  des  Netzes,  so  schneiden  sich  die  Polar  ebenen  desselben 
in  Bezug  auf  diese  drei  Flächen  in  einer  Geraden.  Es  kann  dem- 
nach jeder  Punkt  der  letzteren  als  Schnittpunkt  der  drei  Polarebenen, 
d.  i.  als  Scheitel  des  Polarebenenbündels  angesehen  werden, 
oder  mit  andern  Worten,  die  Jacobi'sche  Curve  der  drei  Flächen 
F^  ist  der  Ort  der  Pole,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  durch  die  drei  JF"  bestimmten  Netzes  sich  in  je  einer 
Geraden  schneiden. 

22* 
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Hieraus  folgt  einerseits,  dass  die  bezeichnete  Curve  auch  die 
Jacobiana  dreier  beliebiger  anderer  Flächen  des  Netzes  vorstellt, 
und  andererseits,  dass  die  besagte  Curve,  mit  Zognmdelegung  des 
Satzes  334),  auch  den  Ort  der  Doppelpunkte  des  Netzes  oder 
(mit  Bezug  auf  die  Sätze  325  und  326)  den  geometrischen  Ort 
der  Berührungspunkte  zwischen  den  Flächen  des  Netzes  repril- 
sentiere. 

Diese  Curve  pflegt  man  die  „Jacobi'sche  Curve"  oder  die 
„Jacobiana  des  Netzes^  zu  nennen.  Bezüglich  derselben  erhalten 
wir  somit  den  Satz: 

337.  yfDie  JacoMsche  Curve  eines  Flächennetees  n-ter  Ordnung 
ist  eine  Raumcurve  6{n — 1)^ -ter  Ordnung.  Besagte  Curve  repräsen* 
tiert:  ä)  den  geometrischen  Ort  der  Punkte^  deren  Polarebenen  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  des  Netzes  durch  eine  Gerade  gehen*  h)  den 
geometrischen  Ort  aller  Doppelpunkte  im  Netze,  und  c)  den  geo* 
metrischen  Ort  der  Berührungspunkte  zunschen  den  Flächen  des 
Netzes."' 

§.  335. 

Ist  eine  der  drei  gegebenen  Flächen  F%  F***  und  F^  eine 
Ebene,  d.  h.  setzen  wir  beispielsweise  ^3  =  1^  so  erhalten  wir,  da 
die  Polarebene  eines  jeden  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Ebene  mit  der 
letzteren  selbst  zusammenfallen  muss,  in  diesem  Falle  eine  Jaco- 
biana der 

[n^'  +  n^'  +  ^1  ^^2  —  3(nj  +  w«)  +  3]-ten  Ordnung. 

Jeder  Punkt  dieser  Curve  hat  die  Eigenschaft,  dass  sich  seine 
Polarebenen  in  Bezug  auf  F*^^  und  F*^*  in  einer  Geraden  schneiden, 
durch  welche  die  gegebene  Ebene  als  ihre  eigene  Polarebene  geht.  Es 
besteht  folglich  der  Satz: 

338.  j^Der  geometrisclie  Ort  der  Punkte ,  deren  Polarebenen  iti 
Bezug  auf  zwei  feste  Flächen  der  nieten,  resp.  n^-ten  Ordnung  sich 
in  Geraden  schneiden ^  die  in  einer  gegebenen  festen  Ebene  liegen,  ist 
eine  Baumcurie  [n^^  +  n^*  +  ^4*1^,  —  3  (n^  +  n^  -}-  3]'ter  Ordnung.^ 

Nehmen  wir  überdies  noch  n^  =  n«,  =  n  an^  so  erhalten  wir 
eine  Curve  3(w  —  l)'-ter  Ordnung  als  Ort  jener  Punkte  o;, 
deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  zwei  F*  sich  stets  in  einer  Gera- 
den gx  einer  gegebenen  Ebene  e  schneiden. 

Nachdem  aber  die  beiden  F*"  ein  Büschel  n-ter  Ordnung 
bestimmen,  und  die  Polarebenen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels  einEbenenbuschel  bilden  (dessen  Achse  sich 
im  Schnitte  der  Polarebenen  des  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  beliebige 
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Flächen  des  Büschels  ergibt)  so  ist  einleuchtend,  dass  durch  die 
Gerade  gr«,  in  welcher  sich  die  Polarebenen  von  x  in  Bezug  auf  die 
beiden  gegebenen  JP"  schneiden,  auch  die  Polarebenen  von  x  in  Be- 
zug auf  alle  anderen  Flächen  des  Büschels  gehen  müssen. 

Die  Curve  3(w  —  l)Mer  Ordnung  ist  daher  nicht  nur  die  Ja- 
cob i  an  a  der  gegebenen  Ebene  e  und  der  beiden  gegebenen  7'^,  son- 
dern sie  repräsentiert  auch  die  Jacobiana  dieser  Ebene  und 
irgend  zweier  beliebiger  Flächen  des  durch  die  beiden  F^  be- 
stimmten Büschels. 

Diese  Jacob i'sche  Curve  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
identisch  mit  dem  geometrischen  Orte  der  Pole  der  Ebene 
e  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  (Satz  323). 

Ist  nämlich  x  ein  Punkt  dieser  Curve,  so  werden  dessen  Polar- 
ebenen in  Bezug  auf  alle  F^  des  gegebenen  Büschels  ein  Ebenen- 
büschel bilden,  dessen  Achse  ijx  in  der  Ebene  e  liegt.  Die  besagte 
Ebene  e  wird  also  dem  Ebenenbüschel  selbst  angehören,  und  mithin 
die  Polarebene  von  x  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  des  Büschels 
repräsentieren. 

Ferner  ergibt  sich  ohne  weiters,  dass  die  in  Rede  stehende 
Curve  die  4  (n  —  1)'  Doppelpunkte  (Satz  321)  des  Büschels 
enthält.  Denn,  da  jeder  dieser  Doppelpunkte  (nach  Satz  322)  die- 
selbe Polarebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  besitzt, 
so  ist  einleuchtend ,  dass  der  Schnitt  dieser  gemeinschaftlichen  Polar- 
ebene mit  der  Ebene  e  die  dem  Doppelpunkte  entsprechende  Gerade 
gx  vorstellt.    Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

338a.  j^Der  geometrische  Ort  jener  Piinlde^  deren  Polarebenen  in 
Beeug  auf  alle  Flachen  eines  Büschels  n-ter  Ordnung,  Ebenenbüschel 
bilden,  deren  Achsen  sämmtlich  in  einer  festen  Ebene  liegen,  ist  die 
Raumcurve  3  (n  —  If-ter  Ordnung,  ivelche  gleichzeitig  den  Ort  aller 
Pole  der  festen  Ebene  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  vor- 
stellt und  durch  die  Doppelpunkte  des  Büschels  geht.  Diese  Curve 
ist  gleichzeitig  auch  die  Jacobiana  der  festen  Ebene  und  irgend  zweier 
Flächen  des  Büschels,^ 

§.  336. 

Seien  l^s  J'">,  jP*»  und  JP»«  vier  gegebene  Flächen  von  den  be- 
züglichen Ordnungen  n, ,  tijj ,  n^  und  n^ .  Denselben  entsprechen  vier 
lineare  Polarsystejme  von  den  Ordnungen  (n,  —  1),  (n^  —  1), 
(tij  —  1)  und  (»4  —  1),  welche  dadurch  projectivisch  auf  einander 
bezogen  erscheinen,  dass  man  in  ihnen  jene  Flächen  als  entsprechende 
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betrachtet  9  welche  erste  Folarflächen  eines  und  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  die  vier  Flächen  repräsentieren. 

Der  geometrische  Ort.  der  Punkte,  durch  deren  jeden   vier 

einander  entsprechende  Flächen  dieser  Systeme^  d.  L  die  vier  ersten 

Polarflächen   eines  und  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die 

vier  gegebenen  Flächen  F^'k...!^*  gehen,    ist  (nach  Satz  220)  eine 

Fläche  0  der 

[Mi  +  ^2  +  W3  +  w^  —  4)-ten  Ordnung. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  269)  hat  sodann  jeder  Punkt 
dieser  Fläche  O  die  Eigenschaft,  dass  seine  Polarebenen  in  Bezug  auf 
die  vier  gegebenen  Flächen,  durch  den  nämlichen  Punkt  gehen. 

Die  Fläche  0  enthält  die  etwa  vorhandenen  Doppelpunkte 
der  vier  Flächen. 

Denn,  wenn  wir  uns  beispielsweise  zu  einem  Doppelpunkte  x 
von  JP**»  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  F^,  F^  und  F"*  bestimmt 
denken,  so  werden  sich  diese  in  einem  Punkte  y  schneiden,  dessen 
erste  Polarflächen  bezüglich  F**«,  F*"*  und  F"*  (nach  Satz  269)  wieder 
durch  X  gehen  müssen.  Da  aber  x  ein  Doppelpunkt  von  jP**>  ist,  so 
führt  auch  die  erste  Polarfläche  von  y  bezüglich  F^^  durch  x.  Dieser 
Punkt  ist  mithin,  als  Schnittpunkt  von  vier  ersten  Polarflächen  eines 
und  desselben  Punktes  y,  ein  Punkt  der  Fläche  0. 

Weiters  kann  leicht  nachgewiesen  werden,  dass  die  Fläche  0 
auch  jene  Curven  enthält,  welche  die  Jacobianen  der  vier  Flächen- 
combinationen  (F«»  JP"»  F***) ,  (JP"i F^*  F"*) ,  (F"i  F"»  JF*»«)  und 
(^liTHajpn,)  vorstellen. 

Nehmen  wir  nämlich  auf  der  Jacobiana  der  drei  FläcW  i^, 
F"*  und  F''^  einen  beliebigen  Punkt  j;  an,  so  werden  sich  dessen 
Polarebenen  bezüglich  F*^^,  F^^  und  F»*«  in  einer  Geraden  Qx  schneiden . 
Der  Punkt  y,  in  welchem  die  Polarebene  von  x  bezüglich  -P**,  die 
Gerade  gx  schneidet,  ist  sodann  ein  Punkt,  durch  welchen  die  Polar- 
ebenen von  X  bezuglich  aller  vier  Flächen  gehen,  woraus  folgt,  dass 
X  ein  Punkt  der  Fläche  0  sein  müsse.  Ein  Gleiches  gilt  von  jedem 
anderen  Punkte  der  Jacobiana,  so  dass  man  den  Satz  erhält: 

889.  „Der  geometrische  Ort  der  Funkte^  deren  Pölarebenen  in 
Bezug  auf  vier  Flächen  von  den  Ordnungen  n^^n^,  n^  und  n^  durch 
denselben  Punkt  gehen ,  ist  eine  Fläche  (n^  +  »2  +  w,  +  w^  —  4yter 
Ordnung^  ivdche  die  Doppelpunkte  der  vier  Flächen  und  die  Jacobi- 
selten  Curven  je  dreier  der  vier  Flächen  entluHt, 

Diese  Fläche  heißt  die  „Jacobiana^  oder  die  „Jacobi'sche 
Fläche^  der  vier  gegebenen  Flächen. 
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§•  337. 

Haben  zwei  von  den  vier  Flächen  die  gleiche  Ordnungszahl, 
ist  also  beispielsweise  ^3  =  n^ ,  so  bestimmen  diese  beiden  Flächen 
ein  Büschel  na-ter  Ordnung,  und  die  Jacobiana  der  vier  Flächen, 
d.  i.  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen 
in  Bezug  auf  die  vier  Flächen  durch  den  nämlichen  Punkt 
gehen^  ist  diesfalls  eine  Fläche  der 

(^1  +  ^2  -}-  an,  —  4)-ten  Ordnung. 

Gehen  aber  die  Polarebenen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  zwei 
Flächen  eines  Büschels  durch  einen  Punkt  x^  so  müssen  auch  die 
Polarebenen  des  genannten  Punktes  in  Bezug  auf  alle  anderen 
Flächen  des  Büschels  durch  x  gehen.  Denn  x  liegt  auf  der 
Schnittgeraden  der  beiden  erstgenannten  Polarebenen  und  diese  ist  die 
Achse  des  Ebenenbüschels,  welches  von  den  sämmtlichen  Polar- 
ebenen gebildet  wird. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Jacobiana  der  ^s  F^^  und  der  beiden 
JP*»  auch  die  Jacobiana  von  1^,  F^  und  zweier  beliebigen  Flächen 
aus  dem  durch  die  beiden  JF"»  bestimmten  Büschel  n-ter  Ordnung 
vorstellt.    Mithin  gilt  der  Satz: 

340.  j^Der  geometrische  Ort  eines  PunJctes^  dessen  Pölarebenen 
in  Bezug  auf  zwei  feste  Flächen  n^-ter  und  n^-ter  Ordnung  und  in 
Bejsug  auf  die  Flächen  eines  Büschels  n^-ter  Ordnung  sich  stets  in 
einem  Punkte  schneiden,  ist  eine  Fläche  der  (Wj+  »^  +  2% — 4yten 
Ordnung.  Diese  Fläche  repräsentiert  die  JacoMsche  Fläche  für  die 
beiden  festen  Flächen  und  irgend  zwei  Flächen  des  Büschels,"^ 

§.  338. 

Die  eben  genannte  Fläche  (»^  +  ^a  +  2i»3  —  4)-ter  Ordnung 
trifft  die  Durchschnittscurve  C^^*"*  der  beiden  festen  Flächen 
JF^t  und  JF"»  in  n^n^{n^  -|-  ti,  +  2W3  —  4)  Punkten. 

Nennen  wir  irgend  einen  dieser  Punkte  rc,  so  finden  wir,  dass 
seine  Polarebenen  in  Bezug  auf  F*^  und  F^>  die  Tangentialebenen 
der  besagten  Flächen  im  Punkte  x,  und  dass  mithin  die  Schnittgerade 
dieser  letzteren  die  Tangen  t«  tx  der  Cur ve  O«**»  im  Punkte  x  reprä- 
sentiere. 

Die  Polarebenen  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  die  Flächen  des 
Büschels  bilden  ein  Ebenenbüschel,  und  da  sie  mit  den  vorgenann- 
ten zwei  Polarebenen  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  F**^  und  F*^  einen 
Punkt  gemein  haben  müssen,  so  folgt  nothwendig,  dass  sich  die  Tan- 
gente tx  und  die  Achse  gx  des  Ebenenbüschels  in  einem 
Punkte  schneiden  müssen. 


Diesfalls  ist  aber  die  Ebene,  welche  durch  die  beiden  Geraden 
tx  und  gx  geht,  als  Ebene  des  genannten  Büschels,  die  Polar  ebene 
des  Punktes  x  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  des  FlächenbQschels ; 
da  dieselbe  aber  überdies  den  Pol  x  selbst  enthält,  wird  sie  die  vor- 
erwähnte Fläche  in  x  berühren  müssen. 

Diese  einfache  Betrachtung  zeigt  somit,  dass  die  Gurve  C**^^  in 
X  Yon  einer  gewissen  Fläche  des  Büschels  berührt  wird,  und  da  ein 
Gleiches  selbstverständlich  auch  von  jedem  anderen  der 

t»,  n,  (n,  4-  Wa  +  2  ng.  —  4) 
Durchschnittspunkte    gilt,    erbalten  wir  den  Satz: 

341.  y^In  einem  Büschel  n^-ter  Ordnung  gibt  es 

n^n^(n^  +  n^  +  2n^  —  4) 

FläcJien,   welche  die  Schnittcurve   zweier  Flächen  n^-ier  tind  n^^-ter 
Ordnung  berühren,^ 

§.  339. 

Setzen  wir  voraus,  dass  von  den  vier  gegebenen  Flächen  drei 
die  gleiche  Ordnungszahl  besitzen,  d.  h.  dass  n^z=zn^  =  n^ 
sei.    In  diesem  Falle  bestimmen  die  drei  Flächen  F^*  ein  Netz. 

Die  Jacobi'sche  Fläche  zu  der  gegebenen  Fläche  F*^  und  zu 
den  drei  gegebenen  Flächen  i^"*,  d.  i.  der  geometrische  Ort  der  Punkte, 
deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  diese  vier  Flächen  durch  einen 
Punkt  gehen,  ist,  mit  Kücksicht  auf  Satz  339),  eine  Fläche  der 
(n,  +  Sn^  — 4)-ten  Ordnung. 

Ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche  sei  x.  Die  Polarebenen  des 
genannten  Punktes  in  Bezug  auf  die  F"i  und  in  Bezug  auf  die  drei 
F^*  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  y.  Da  aber  be- 
k^ntlich  die  Polarebenen  eines  Punktes  x  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Netzes,  ein  Flächennetz  erster  Ordnung,  d.  i.  ein 
Ebenenbündel  bilden,  so  werden  im  vorliegenden  Falle  die  Polar- 
ebenen des  Punktes  x  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Netzes,  nachdem 
y  als  Schnitt  dreier  Polarebenen  des  Punktes  x  (in  Bezug  auf  die  drei 
dem  Netze  .angehörenden  F"^)  den  Scheitel  des  genannten  Ebenen- 
bündels vorstellt^  durch  y  gehen  müssen. 

Wählen  wir  daher,  statt  der  ursprünglich  gegebenen  drei  F% 
drei  beliebige  andere  F"*  aus  dem  durch  die  ersteren  bestimmten 
Netze,  so  wird  die  vorher  gefundene  Jacobiana  (m,  +  3n,  —  4)-ter 
Ordnung  f  auch  die  Jacobiana  der  drei  neuen  Flächen  F^  und  der 
gegebenen  F*^  repräsentieren. 

Mit  Bücksicht  auf  Satz  339)  finden  wir  sodann,  dass  diese  Jaoo« 
biana  die  Doppelpunkte  aller  Flächen  des  Netzes   enthalten» 


345 

also  durch  die  Curve  6(n^ — l)^-ter  Ordnung,  welche  (nach  Satz  336) 
den  geometrischen  Ort  der  Doppelpunkte  des  Netzes  dar- 
stellt, gehen  müsse. 

Wenn  wir  weiters  wieder  einen  beliebigen  Punkt  o;  der  Jaco- 
biana  annehmen,  so  werden  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  die 
Flächen  des  Netzes  ein  Ebenenbündel  bilden,  durch  dessen  Scheitel  t/, 
wie  vorher  nachgewiesen  wurde,  auch  die  Polarebene  von  x  bezüg- 
lich F^i  geht. 

Als  eine  Ebene,  welche  dem  Bündel  angehört,  wird  daher  die 
letztgenannte  Polarebene  auch  die  Polarebene  des  Punktes  x  in  Bezug 
auf  irgend  eine  Fläche  des  Netzes  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Jacobiana  im  vorliegenden  Falle  mit  der 
im  Satze  327)  erwähnten  Fläche  identisch  sei  und  sonach  der  Satz 
bestehe : 

342.  yiDer  geometrische  Ort  jener  Punläe^  deren  Polarebene  in 
Bezug  auf  eine  feste  Fläche  n^-ter  Ordnung  und  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Netzes  n^-ter  Ordnung  durch  einen  Punkt  gehen^  oder 
was  dasselbe  ist,  der  geometrische  Ort  jener  Punkte^  die  in  Bezug  auf 
die  feste  Fläche  und  in  Bezug  auf  irgend  eine  Fläche  des  Netzes 
die  nämliche  Polar  ebene  besitzen,  ist  eins  Fläche  (w, +  5Wo  —  4)-^er 
Ordnung y  welche  die  Curve  6{n^ — tf-ter  Ordnung  {Ort  der  Doppel- 
punkte des  Netzes)  enthält.  Diese  Fläche  ist  gleichzeitig  die  Jacobiana 
der  festen  Fläche  und  dreier  beliebigen  Fläclien  des  Netzes,"' 

§.  340. 

Ist  nj  =  »2  =  W3  =  n^  =  n,  so  bestimmen  die  vier  gegebenen 
Flächen  F^  ein  lineares  System.  Die  Jacobiana  der  vier  Flächen 
ist  sodann  (nach  Satz  339)  eine  Fläche  4{n  —  l)-ter  Ordnung. 

Ist  X  ein  Punkt  der  Jacobiana,  so  werden  dessen  Polarebeuen 
in  Bezug  auf  die  vier  gegebenen  jP",  welche  -Fj",  F^*"^  F^*"  und  F/ 
heißen  mögen,  durch  einen  und  denselben  Punkt  y  gehen;  weiters 
werden  durch  y  auch  die  Polarebenen  von  x  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
jener  Netze  führen,  die  durch  je  drei  der  eben  genannten  vier  Flächen 
bestimmt  werden. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Fläche  F*"  in  dem  linearen 
Systeme  angenommen,  etwa  jene,  welche  durch  drei  beliebig  im  Baume 
gewählte  Punkte  a,  &,  c  geht. 

Sämmtliche  Flächen  des  linearen  Systems,  welche  durch  a  gehen, 
bilden  bekanntlich  ein  Netz  Na.  Dieses  Netz  iV;,  hat,  wie  wir  wissen, 
mit  jedem  anderen  Netze  in  dem  linearen  Systeme,  eine  Fläche  gemein. 
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Seien  beispielsweise  /}*,  i^j**  und  F^j^  jene  Flächen,  welche  das  durch 
den  Punkt  a  bestimmte  Netz  Na  mit  den  drei  Netzen  [F^^  F^^  F^\ 
[F3"  /;-  /;-]  und  [i?;~  Fj**  F^""]  gemein  hat. 

Die  Polarebenen  von  x  in  Bezug  auf  die  drei  Flächen  2^*.  /^" 
und  jF^**  führen  durch  y^  es  werden  mithin  auch  die  Polarebenen 
von  X  in  Bezug  auf  alle  anderen  Flächen  des  Netzes  Na  durch  y  gehen» 

Unter  diesen  Flächen  befindet  sich  auch  jene,  welche  gleichzeitig 
durch  die  beiden  anderen  gegebenen  Punkte  h  und  c  geht. 

Hieraus  ist  sofort  zu  entnehmen,  dass  die  Polarebene  von  x  in 
Bezug  auf  eine  durch  drei  beliebige  Paukte  a,  h,  c  gegebene  Fläche 
des  linearen  Systems  ^  also  kurz  in  Bezug  auf  jede  Fläche  dieses 
Systems  durch  den  nämlichen  Punkt  y  geht,  in  welchem  sich  die 
Polarebenen  von  x,  in  Bezug  auf  die  vier  gegebenen  Flächen  F^'*y 
Fq**,  /"g**  und  F^*"  des  vorbezeichneten  Systemes,  schneiden. 

Dasselbe  gilt  selbstverständlich  bezüglich  aller  Punkte  x  der 
Jacobi'schen  Fläche  von  F,*,  JR,*,  Fg*»  und  F^^  woraus  folgt,  dass 
die  Jacobiana  der  vier  Flächen  F,",  F^**,  F3"  und  F^^  gleich- 
zeitig auch  die  Jacobiana  für  beliebige  vier  Flächen  jenes  linearen 
Systems  repräsentiert,  welches  durch  die  vier  erstgenannten  Flächen 
bestimmt  wird. 

Da  (nach  Satz  339)  die  Jacobi'sche  Fläche  von  vier  Flächen 
durch  die  Doppelpunkte  der  letzteren  geht,  so  ist,  mit  Bezug  auf 
die  eben  nachgewiesene  Eigenschaft  ersichtlich,  dass  im  vorliegenden 
Falle  die  Jacobiana  alle  Doppelpunkte  des  linearen  Systems 
enthält,  also  mit  der  in  Satz  330)  genannten  Fläche  4(n  —  l)-ter 
Ordnung  identisch  ist.  Es  besteht  daher  der  Satz: 

343.  y^Die  Fläche  4  {n  —  l)''ter  Ordnung ,  wdche  den  Ort  der 
Doppelpunkte  in  einem  linearen  Systeme  n-ter  Ordnung,  oder  auch 
den  Ort  der  Berührungspunkte  zwischen  den  Flächen  dieses  Systems 
repräsentiert,  ist  auch  der  Ort  jener  Punkte,  deren  Pölarebenen  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  des  Systems  sich  in  einem  Punkte  schneiden 
und  folglich  die  Jaccbiana  von  vier  beliebigen  Flächen  des  Systems.*^ 

Diese  Fläche  pflegt  man  die  „Jacobiana  des  linearen 
Systems^  zu  nennen. 

Wenn  wir  im  allgemeinen  Falle  n^  =  1  setzen,  und  berftdcsidi- 
tigen,  dass  die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  mit  dieser  letzteren  zusammenfällt,  so  erhalten  wir  aus  dem 
allgemeinen  Satze  339)  den  folgenden: 

344.  ,jDer  geometrische  jener  Punkte,  deren  Polarebenen  in 
Bezug  auf  drei  feste  Flächen  von  den  Ordnungen  n^  »,  ^^  ^ 
sich  stets  in  einem  Punkte ,  welcher  in   einer  gegebenen  Ebene  liegte 
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schneide^Vf  ist  eine  Fläche  (n^  +  n^  4-  W3  —  Syter  Ordnung.  Dieselbe 
repräsentiert  die  Jacobiana  der  drei  Flächen  und  der  gegebenen  Ebene,^^ 

Ist  außerdem  n,  z=  n^  =  n^^  =z  n,  so  bestimmen  die  drei  ge- 
gebenen Flächen  ein   Netz   n-ter  Ordnung. 

Sei  nun  x  ein  Funkt  der  Jacobiana  dieser  drei  Flächen  und  einer 
festen  Ebene  e,  so  werden  sich  die  Polarebenen  von  x  in  Bezug  auf 
die  gegebenen  drei  Flächen  F**,  in  einem  Punkte  y  der  Ebene  e 
schneiden. 

Findet  aber  das  Gesagte  statt,  so  wird  y  offenbar  der  Scheitel 
jenes  EbenenbQndels  sein,  welches  von  den  Polarebenen  von  x 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Netzes  gebildet  wird,  d.  h.  es  werden 
auch  die  Polarebenen  von  x  in  Bezug  auf  alle  anderen  Flächen  des 
Netzes  durch  y  gehen. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  auch  die  gegebene  feste  Ebene  e 
durch  y  geht,  also  dem  genannten  EbenenbQndel  angehört,  so  ist 
einleuchtend,  dass  besagte  Ebene  die  Polarebene  von  x  in  Bezug  auf 
eine  gewisse  Fläche  des  Netzes  vorstelle,  oder  dass  a?  der  Pol  der 
Ebene  e  in  Bezug  auf  eine  Fläche  des  Netzes  sei. 

Die  Jacobiana  ist  also  diesfalls  mit  der  im  Satze  324)  be- 
sprochene Fläche  3(w — l)-ter  Ordnung  identisch.  Wir 
erhalten  demnach  den  Satz: 

345.  ffDer  geometrische  Ort  der  Funkte,  deren  Fölarebenen  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  eines  Netzes  n-ter  Ordnung  sich  stets  in  einem 
Punkte  einer  festen  Ebene  schneiden,  oder  auch  der  geometrische  Ort 
der  Pole  jener  Ebene  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Netzes,  ist  eine 
Fläche  3  (n  —  i)-fer  Ordnung,  welche  als  die  Jacobiana  der  festen 
Ebene  und  irgend  dreier  Flächen  des  Netzes  betrachtet  werden  hann.^ 

Setzen  wir  im  allgemeinen  Falle  W3  t=  w^  =  1,  d.  h.  substi- 
tuieren wir  für  die  Flächen  i^g"  und  JP^**  Ebenen,  sogelangen 
wir  zu  dem  bereits  unter  314)  aufgestellten  Satz,  welchen  wir  nun  in 
nachstehender  Weise  ergänzen  können. 

346.  „Die  Fläche  (n^  -f-  w,  —  2)'ter  Ordnung,  welche  den  geo- 
metrischen Ort  der  Punkte  repräsentiert,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf 
zwei  Flächen  n^-ter  und  n^-ter  Ordnung  durch  den  nämlichen  PunJU 
einer  festen  Geraden  gehen,  ist  die  Jacobiana  der  beiden  Flächen  und 
zweier  beliebigen  durch  die  Gerade  gehender  Ebenen.'^ 

§.  341. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  gegebenen  Flächen  einem  Büschel 
n-ter  Ordnung  angehören,  dass  also  n^:=z  n^^=zn  sei,  so  erhalten  wir, 
nach  dem  vorstehenden  Satze,  als  Jacobiana  dieser  beiden  Flächen  und 
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zweier  beliebigen  durch  eine  Gerade  g  gehender  Ebenen,  d.  i.  als  Ort 
der  Punkte,  deren  Polarebenen  bezüglich  der  beiden 
Flächen  sich  auf  ^  schneiden,  eine  Fläche  2  (n  —  l)-ter 
Ordnung. 

Sei  X  ein  Punkt  dieser  Fläche.  Die  Polarebenen  dieses  Punktes  in 
Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  jP*  schneiden  sich  in  einer  Geraden  y^ 
welche  einerseits  die  gegebene  Gerade  g  in  einem  Punkte  y  trifft,  und 
durch  welche  andererseits,  nach  Satz  274),  auch  die  Polarebenen  von  x, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  durch  die  beiden  gegebenen  F*^  be- 
stimmten BQschels  n^ter  Ordnung  gehen  müssen. 

Die  Ebene,  welche  durch  g  und  y  gelegt  werden  kann,  wird 
demnach  gleichfalls  die  Polarebene  von  x  in  Bezug  auf  eine  gewisse 
Fläche  des  genannten  Büschels  repräsentieren,  oder  mit  anderen  Worten, 
jeder  Punkt  x  der  Jacobiana  hat  in  diesem  Falle  die  Eigenschaft,  dass 
seine  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  des  Büschels 
durch  die  Gerade  g  geht.  Mithin  der  Satz: 

347.  jfDer  Ort  des  PunJcteSj  dessen  Polarebene  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  eines  gegebenen  Büschels  n-ter  Ordnung  durch  eine  feste 
Gerade  geht,  ist  eine  Fläche  2  (n  —  lyter  Ordnung  und  repräsen- 
tiert die  Jacobiana  zweier  beliebiger  Flächen  des  Büschels  und  zweier 
beliebigen  durch  die  feste  Gerade  gehenden  Ebenen,^ 

§.  842. 

Setzen   wir   endlich   in   dem    früher   aufgestellten    allgemeinen 

Satze  339) 

n^  =  n    und   n^  =  fig  =  n^  =  1 

so  erhalten  wir  als  Jacobiana  der  F*^  und  dreier  (sich  in  einem  Punkte 
y  schneidenden)    Ebenen  eine  Fläche  (n  —  l)-ter  Ordnung. 

Man  findet  ohne  weiters,  dass  diese  Fläche  keine  andere  sein 
könne,  als  die  erste  Polar  fläche  von  y  in  Bezug  auf  die  gegebene  i^", 
denn  jeder  Punkt  der  ersten  Polarfläche  von  y  bezüglich  JP"  hat 
(Satz  269)  die  Eigenschaft,  dass  seine  Polarebene  bezüglich  F^  durch  y 
geht.  Es  resultiert  daher  der  Satz: 

848,  ffDie  erste  Folarfläche  eines  Punktes  in  Bezug  oMf  eine 
Fläche  n-ter  Ordnung,  ist  die  Jacobiana  dieser  Fläche  und  dreier 
beliebigen  durch  den  PunJd  gehenden  EbenenJ^ 

§.343. 

Sind  fünf  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^,  n^,  n^  im 
Räume  gegeben,  so  bilden  die  ersten  Polarebenen  aller  Punkte  des  Baumes 
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in  Bezag  auf  diese  fBnf  Flächen,    fünf  projectiyische  lineare 
Flächensysteme  von  den  bezüglichen  Ordnungen  (w,— 1),  (n^ — 1), 

(n^  —  1),  in  welchen  sich  die  Polarflächen  eines  und  desselben 

Punktes  im  Baume  bezüglich  der  fünf  Flächen  entsprechen. 

Das  Erzeugnis  dieser  Systeme,  d.  i.  der  geometrische  Ort  der 
Punkte,  durch  deren  jeden  die  ersten  Polarflächen  eines 
und  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  fünf  gegebenen 
Flächen  gehen,  oder  was  (nach  Satz  269)  dasselbe  ist,  der  geo- 
metrische Ort  jener  Punkte,  deren  Polarebenen  bezüglich  der  fünf 
Flächen  durch  einen  und  denselben  Punkt  führen,  ist  (nach  Satz  221) 
eine  Baumcurve  der 

[Wj  Wg  4-  n^  ng  +  •  •  •  >%  ^5  —  4  (w,  +  . . .  .n^)  4-  10]-ten 
Ordnung.  Wir  können  somit  ohneweiters  den  Satz  aufstellen: 

349.  ffDer  geometrische  Ort  des  Punktes^  dessen  Polarebenen  in 
Besag  ßuf  fünf  Flächen  von  den  bezüglichen  Ordnungen  w,,  n^,  n^,  n^ 
und  n^,  sich  in  einem  und  demselben  Funkte  schneiden^  ist  eine  Raum-- 
ctirve  der 

K  Wjj  +  nj  1*3  -}- n^%  —  4  (Wj  +n^+..  .n^)  +  lOyten 

Ordnung. " 

Diese  Curve  heißt  die  „Jacob lösche  Curve"  oder  die  „Jaco- 
biana  der  fünf  gegebenen  Flächen''. 

Dadurch,  dass  man  die  Werte  n,,  n,,. .  .n^  theil weise  specialisiert, 
erhält  man  aus  dem  vorstehenden  Satze  349)  durch  Betrachtungen, 
welche  den  früheren  analog  sind,  die  folgenden  besonderen  Sätze. 

a)  Für  Wj  =^  ^2  =  W3  =  »^  =  Wj  =  w : 

350.  j^Der  geometrische  Ort  jenes  Punktes,  dessen  Polarebenen 
in  Bezug  auf  die  Flächen  eines  linearen  Systems  vierter  Stufe  und 
n-ter  Ordnung  durch  denselben  Punkt  gehen^  ist  eine  Baumcurve  der 
10  in  —  ly-ten  Ordnung."^ 

b)  Für  %  =  1: 

351.  „Der  geometrische  Ort  des  Punktes,  dessen  Pölarebenen  in 
Bezug  auf  vier  Flächen  von  den  Ordnungen  w^,  ng,  n^,  n^  sich  in 
einem  Punkte  einer  gegebenen  Ebene  schneiden,  ist  eine  Baumcurve 

K  Wa  + . .  .W3  W4  —  3  (n^  +  . . . W4)  +  6\'ter 

Ordnung,    welche  die  Jacobiana  der  vier  Flächen  und  der  gegebenen 
Ebene  rej^äsentiert.^ 

c)  Für  «5  =  1,  und  Wj  =  Wg  =  W3  =  M4  =  n: 

352.  yj)er  Ort  des  PimkteSy  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf 
die  Flächen  eines  linearen  Systems  dritter  Stufe  und  n-ter  Ordnung 
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sich  in  einem  Punkte  einer  gegebenen  Ebene  schneiden^  ist  eine  Raum- 
curve  6  (n  —  i)Mer  Ordnung;  dieselbe  repräsentiert  die  Jacolnana 
dieser  Ebene  und  vier  beliebiger  Flächen  des  Systems,*' 

d)  Für  n^  z:=>  n^=i  1 : 

353.  jfDer  geometrische  Ort  des  PunJUes,  dessen  Polar  ebene  in 
Beäug  auf  drei  Flächen  n^4er^  n^-ter  und  n^4er  Ordnung  sich  in 
einem  Punkte  einer  gegebenen  Geraden  schneiden,  ist  eine  Raumcurve 

[n,  Wj  -f  Mj  W3  +  W3  n^  —  2  (n,  +  w^  -f-  W3)  -|-  6]'ter  Ordnung; 

dieselbe  rcpräsentierf  die  Jacohiana  dieser  drei  Flächen  und  ewcier  be- 
liebigen durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen.*^ 

e)  Für  W4  =  Wg  =  1  und  m,  =  Wj  =  nj  =  ?i  folgt: 

554.  „Der  geometrische  Ort  jenes  Punlctes,  dessen  Polarebenen  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  eines  Netzes  n-ter  Ordnung  sich  in  einc^n 
Punkte  eitler  festen  Geraden  schneiden,  ist  eine  Raumcurve  3{n-I)^'ter 
Ordnung;  dieselbe  repäsentiert  die  Jacobiana  zweier  durch  die  Gerade 
beliebig  gelegten  Ebenen  und  dreier  beliebigen  Flächen  des  Netees.^^ 

f)  Für  ^3  =  w^  =  W3  =  1: 

355.  „Der  geometrische  Ort  jenes  Punktes,  dessen  Polarebenen 
in  Bezug  auf  zwei  Flächen  n^-ter  und  n^^-ter  Ordnung  durcli  einen 
gegebenen  Punkt  gehen,  ist  eine  Curve  (n^  —  T)  (w^  —  lyter  Ordnung, 
tvelche  einerseits  den  Durchschnitt  der  ersten  Polarflächen  des  gegebenen 
Punktes  bezüglich  der  beiden  gegebenen  Flächen,  und  andererseits  die 
Jacobiana  der  beiden  gegebenen  Flächen  und  dreier  beliebigen  durch 
den  gegebenen  Punkt  gehenden  Ebenen  repräsentiert. ^^ 

Die  ersteren  Polarflächeu  aller  Pankte  des  Baumes,  in  Bezug 
auf  sechs  Flächen  der  n,-teu. .  .n^-ten  Ordnung,  bilden  sechs 
projectivische  lineare  Systeme  von  den  respectiven  Ordnungen 
(n,  —  1),  (Wj  —  1), (ng  —  1). 

Die  Anzahl  der  Punkte,  durch  deren  jeden  die  ersten  Polar- 
flächen eines  und  desselben  Punktes  in  *Bezug  auf  die  sechs  Flächen 
gehen,  oder  was  dasselbe,  die  Anzahl  der  Punkte,  deren  Polar- 
ebenen bezüglich  der  sechs  Flächen  sich  in  dem  nämlichen  Punkte 
schneiden^  ist  (nach  Satz  320) 

w,W2«3  +...n^n^n^-'4:  (w,  w^ +. .  .Wg  Wo)  +  I0(n, +. .  .Wg)— 20. 
Es  resultiert  sonach  der  Satz: 

356.  ,,Es  gibt  {w,  n^  n^  +. .  .w^  n^  n^  —  4  [n,  Wj  +  •  •  -^h  ^»el  + 
4- iö  [n, +,  .7iß] — 20}  Punkte,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf 
sechs  Flächen  von  den  Ordnungen ni» .  ,n^  sich  in  demselben  Punkte 
schneiden.^' 
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Diese  Punkte  heißen  die  „Jacobi'sche  Gruppe"  der  sechs 
Flächen. 

Für  n^  =  n^  =  ng  =  1  erhalt  man  den  Specialsatz: 

557.  „Die  (n^  —  1)  (n^  —  1)  {n^  —  1)  SchnitipunJcte  der  ersten 
JPolarfläcJien  eines  Punktes  in  Bezug  auf  drei  Flächen  von  den  Ord- 
nungen n,,  Wj  und  n^  repräsentieren  die  JacdbVsche  Gruppe  dieser  drei 
Flächen  und  dreier  beliebigen  durch  den  Funkt  gellenden  Ebenen.''' 


XIV.  Capitel. 

Projectivische  lineare  Flächensysteme  /x-ter  Stufe  und  symme- 
trische Flächencomplexe. 

§.  344. 

Als  lineares  Flächensystem  ft-ter  Stufe  und  w-ter 
Ordnung  definieren  wir  jenes  Flächensystem,  welches  aus  einer 
/t-fach  unendlichen  Anzahl  von  Flächen  n-ter  Ordnung 
besteht,  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jede  Fläche  des  genannten 
Systems  durch  die  Angabe  von  ft  +  1  Punkten,  welche  die 
besagte  Fläche  enthalten  soll,  ein -deutig  bestimmt  ist. 

Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Flächen  eines 
Systems  fi-ter  Stufe,  welche  durch  q  beliebig  angenommene  Punkte 
gehen,  noch  ft  —  (>  +  1  Punkte  zur  individuellen  Bestimmung  erfor- 
dern und  daher  ein  System  (ft  —  p)-ter  Stufe  bilden. 

Zwei  oder  mehrere  Systeme  fi-ter  Stufe  können  dadurch  pro- 
jectivisch  auf  einander  bezogen  werden»  dass  man  jeder  Fläche  in 
dem  einen  Systeme  eine  Fläche  eines  zweiten  oder  dritten  Systems 
ein-deutig  entsprechen  lässt. 

Ein  Flächensystem  fi-ter  Stufe  ist  durch  die  Angabe  von  ii-^-l 
seiner  Flächen  vollständig  bestimmt 

Die  Bichtigkeit  dieser  letztaufgestellten  Behauptung  lässt  sich 
durch  Induction  leicht  rechtfertigen,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
ein  Flächensystem  erster  Stufe  (Büschel)  durch  zwei  Flächen,  ein 
Flächensystem  zweiter  Stufe  (Netz)  durch  drei  Flächen  etc,  be- 
stimmt ist. 

Es  kann  nun  unter  anderem  die  Frage  aufgeworfen  werden,  was 
das  Erzeugnis  von  ft-f  1  projectivischen  linearen  Flächen- 
systemen ft-ter  Stufe  w^-ter. . .  .w^+i-ter  Ordnung  sei,  oder  mit  an- 
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deren  Worten,  was  sich  als  Ort  jenes  Punktes  ergibt,  durch  welchen 
einander  entsprechende  Flächen  aller  (/t  4-  1)  Systeme  gehen. 

Behufs  Beantwortung  der  angeregten  Frage  stellen  wir  vorerst 
noch  folgende  Betrachtung  an. 

Denken  wir  uns  zwei  projectiyische  Netze  Ni  und  N^  gegeben^ 
und  einen  beliebigen  Punkt  x  im  Baume  angenommen. 

Die  durch  x  gehenden  Flächen  von  N^  bilden  ein  Büschel  JS,, 
welchem  in  N^  gleichfalls  ein  BQschel  B^  entsprechen  wird.  In  B^ 
existiert  offenbar  eine  Fläche  F^,  welche  durch  x  geht;  ebenso  wird 
auch  die  ihr  entsprechende  Fläche  F^  im  BQschel  B^  durch  x  gehen 
müssen.  Wir  gelangen  demnach  zu  dem  Schlüsse,  dass  durch  x  zwei 
einander  entsprechende  Flächen  beider  Netze  fuhren. 

Nehmen  wir  ferner  drei  projectivische  lineare  Systeme  S^,  S^ 
und  ^3  dritter  Stufe  an. 

Die  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  im  Baume  gehenden  Flä- 
chen von  /S|  bilden  ein  Netz  N^,  Diesem  entsprechen  projectivisch 
in  S^  und  S^  zwei  Netze  N^  und  ^3.  Nun  gibt  es  aber,  wie  soeben 
gefunden  wurde,  in  N^  und  ^3  zwei  einander  entsprechende  Flächen, 
welche  durch  x  gehen.  Die  diesen  Flächen  entsprechende  Fläche  im 
Netze  ^1  muss  ebenfalls  den  Punkt  a  enthalten. 

Es  gibt  sonach  drei  einander  entsprechende  Flächen  dreier  pro- 
jectivischer  linearer  Systeme  dritter  Stufe,  welche  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  X  im  Baume  gehen. 

Dehnt  man  dieselbe  Betrachtung  successive  auf  projectivische 
lineare  Systeme  vierter,  fünfter  ....  fi-ter  Stufe  aus ,  so  gelangt  man 
endlich  zu  dem  allgemeinen  Besultate,  dass  durch  jeden  Punkt 
des  Baumes  (i  einander  entsprechende  Flächen  von  ft  pro- 
jectivischen  linearen  Systemen  /x-ter  Stufe  gehen. 

Denken  wir  uns  weiters  ft  +  1  projectivische  lineare  Systeme 
Sfi\  5^*....^/+*  der  fi-ten  Stufe  gegeben. 

Nachdem  durch  jeden  Punkt  im  Baume  /t  Flächen  der  ersten  (i 
Systeme  gehen,  so  wird  es  fttr  einen  beliebigen  Punkt  eine  einfache 
Bedingung  sein,  dass  auch  die  diesen  Flächen  entsprechende  Fläche 
des  letzten  Systems  durch  diesen  Punkt  gehe^  oder  mit  anderen  Wor- 
ten, dass  die  Punkte  des  Baumes,  durch  welchen  (i+l  entsprechende 
Flächen  der  |Lt  +  l  Systeme  gehen,  ein  zwei-stufiger  Ort,  d.  i. 
eine  Fläche  sein  werde. 

§.  345. 

Unsere  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Ordnung  dieser 
Fläche  zu  ermitteln. 
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Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Gerade  g  im 
Raome  an,  und  bestimmen  wir  die  dem  in  Bede  stehenden  geometri- 
schen Orte  angehörenden  Funkte,  welche  gleichzeitig  auch  auf  der 
Geraden  g  liegen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  z  von  g  gehen  /x  einander  ent- 
sprechende Flächen  der  /*  ersten  Systeme  S^i\  jS'^^....Ä'/,  die  bezie- 
hungsweise von  den  Ordnungen  n^,  no....n^  sind. 

Diejenige  Fläche  in  dem  letzten  Systeme  8/-^^  (der  »i^+i-ten 
Ordnung),  welche  diesen  fi  Flächen  entspricht,  schneidet  die  Gerade  g 
in  ny,^x  Paukten,  die  wir  sämmtlich  mit  x'  bezeichnen  wollen.  Alle 
diese  Punkte  x'  sind  als  dem  Punkte  x  entsprechend  zu  betrachten. 

Nehmen  wir  umgekehrt  auf  g  einen  Punkt  x'  an.  Die  durch 
den  bess^en  Punkt  gehenden  Flächen  des  Systems  S /-^^  bilden  ein 
System  (ft — l)-ter  Stufe.  Diesem  letzteren  entsprechen  in  den  fi 
ersten  Systemen  ebenfalls  ^  Systeme  von  der  {p,  —  l)-ten  Stufe. 

Das  Erzeugnis  dieser  Systeme  ist  eine  Fläche,  deren  bisher  noch 
unbekannte  Ordnungszahl  wir  mit  27,1,  i  bezeichnen  wollen.  Diese 
Fläche  schneidet  die  Gera.de  g  in  27p,i  Punkten  Xy  welche  sämmtlich 
dem  Punkte  x'  entsprechen. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwischen  den  Punkten  x  und  x' 
eine  nfi4.i-27,,,i -deutige  Correspondenz  von  folgender  Bedeu- 
tung. Zwei  einander  entsprechende  Punkte  x  und  x^  sind  so  be- 
schaffen, dass  durch  den  ersteren  Punkt  f»  einander  entsprechende 
Flächen  der  ^  ersten  Systeme  gehen,  während  der  zweite  Punkt  der 
der  eben  genannten  Flächen  entsprechenden  Fläche  des  letzteren 
Systems  angehört. 

Die  Doppelpunkte  der  beiden  Reihen  x  und  x'^  deren  Anzahl 
nach  dem  Chasles'schen  Correspolidenzsatze  durch 

bestimmt  erscheint,  repräsentieren  sodann  jene  Punkte  von  g,  durch 
welche  einander  entsprechende  Flächen  sämmtlicher  ft  -f-  1  Systeme 
gehen;  die' Zahl  ^ft+i,i  ist  daher  gleichzeitig  die  Ordnung  der 
fraglichen  Fläche. 

In  gleicher  Weise  findet  man 

•  

-S'^,  1  =  2r^i-i,  1  +  w^i» 

wobei  27,i.i,  i  die  Ordnung  jener  Fläche  bedeutet,  welche  das  Erzeugnis 
Yon  ft  —  1  projectivischen  linearen  Systemen  (ft  —  2)  -  ter  Stufe  und 
den  bezüglichen  Ordnungen  n,,  n,  .  .  .  n^^x  repräsentiert. 

Feachka,  Dantellende  tu  projectite  Geometrie.  U.  23 
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Man  erhält  mithin  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

^ti,  1        =  -S'fi-l,  1  +  ^M      1 
^H— 1,  1  =  '27|f*-2, 1   T"  Wft-1» 


2:4.1      =n,  +  n,  +  W3  +  w, (Satz  220). 

Addiert  man  diese  Gleichungen ,  so  ergibt  sich : 

27^+1, 1  =  n,  4-  M5  + +  w,c^i 

und  daher  der  Satz: 

558.  y^Der  geometrische  Ort  der  FxinMe,  durch  welche  fi  +  1 
einander  entsprechende  Flächen  von  ft  +  i  projectivischen  linearen 
Systemen  ^L-ter  Stufe  und  beziehungsweise  n^-ter^  n^-ter  .  .  .  nn^i-ter 
Ordnung  gehen,  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung 

-£Ji+i,  1  =  w,  +  n^  4-  •  •  •  +  ♦^ft+i»" 
Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  die  Summe  der  Producte  aus 
je  Q  der  Factoren  r»,  .  .  .  n^  mit  27,1,^,  so  gelangen  wir  einerseits 
durch  Betrachtungen,  welche  den  vorhergehenden  ähnlich  sind,  und 
andererseits  durch  Bücksichtnahme  auf  die  über  lineare  Systeme 
dritter  Stufe   aufgestellten  Sätze,  zu  nachstehenden  Sätzen: 

359.  jfDer  geometrische  Ort  jener  Funkte  ^  durch  deren  jeden 
(1  +  2  einander  entsprechende  Flächen  von  ft  +  5  projectivischen 
linearen  Systemen  n  -  ter  Stufe,  tind  den  hemglichen  Ordnungen 
«, . . .  .n,(+2  gehen,  ist  eine  Raumcurve  von  der  Ordnung  -£li+2. 2-" 

360.  y^Ber  Ort  jener  PunMe,  durch  deren  jeden  eine  unendliche 
Anzahl  von  Gruppen  aus  je  (i  entsprechenden  Flächen  von  (i  pro- 
jectivischeti  linearen  Systemen  fixier  Stufe  und  von  den  bezüglichen 
Ordnungen  n^....nn  gehen,  ist  eine  Ourve  der  [(£^,1)" — £fi,i\'ten 
Ordnung  j  während  deren  Developpahle  von  der 

[^(2:^,1  — i)  (2;«,.i  —  2;,x.2)  — 2:^,12:^.2 +  2i,3]-<en  Ordnung  ist.^ 

361.  jyDie  Ordnung  der  Developpablen  der  Curve  2^^2,2  {Saiz 
359)  tvird  ausgesprochen  durch 

(2:^+2, 1  —  2)  2:,,+2, 2  4-  2:^+2»  8." 

362.  j^Die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Basispunkte  von  ft  —  1 
einander  entsprechenden  Flächennetzen  in  /i  —  1  projectivischen  linea- 
ren Systemen  n-ter  Stufe  und  den  bezüglichen  Ordnungen  n^....nß^i 
ist  gleich : 

2:,i-i.  1  [(27^«!,  1)^  —  52:^-1, 2]  4"  2:^-1, 8-" 

363.  j^Bie  Anzahl  jener  Funkte  im  Räume,  durch  deren  jeden 
fi  +  3    einander  entsprechende  Flächen   von  /x  4-  ^    projectivischen 
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linearen  Systemen  ft  -  ter  Stufe  und  den  bezüglichen  Ordnungen 
n, Wp+s  geJien,  ist  gleich  27(^+3)  3.** 

§.  346. 

Ein  lineares  Flächensjstem  fi-ter  Stufe  ist  bekanntlich  durch 
/t  +  l  seiner  Flächen  (die  jedoch  nicht  einem  Systeme  (/it  —  l)-ter 
Stufe  angehören  dürfen)  vollkommen  bestimmt. 

Zwei  pr oj  ectivische  lineare  Systeme  /li-ter  Stufe 
werden  mithin  vollständig  gegeben  sein,  wenn  das  erstere  durch  (i  +  l 
seiner  Flächen,  und  das  zweite  durch  die  /t  -j-  1  diesen  Flächen  ent- 
sprechenden Flächen  bestimmt  ist. 

Seien  somit  (i  +  1  projectivische  lineare  Systeme  fi-ter  Stufe, 

die  iS^i,  S^ Sii^i  heißen  mögen,   gegeben.    Diese  Systeme,  sowie 

auch  deren  Projectivität  wird  vollkommen  festgestellt  sein,  wenn  in 
dem  ersten  Systeme  S^  (i  +  l  Flächen  als  gegeben  betrachtet  werden 
und  in  jedem  der  weiteren  (i  Systeme  die  diesen  Flächen  entsprechen- 
den  fi  +  l  Flächen  als  bekannt  vorliegen. 

Auf  diese  Weise  sind  (/x  -f  1)'  Flächen  gegeben,  und  zwar: 
in  S^     die  Flächen  F^^,       jP,,,       F,3 -Piöc+i)» 

n  Sq        n  n  Fq,,         /^a,,        F^ ^2(^41), 

in  Sfi^i  T)         n        -F(n+i)i,  F{n^i)2f  -foi+i)s.  • .  •-P(a+iKf*+i)' 

Diese  Bezeichnung  ist  so  eingerichtet,  dass  jede  der  (fi  -f  1)' 
gegebenen  Flächen  durch  das  Symbol  F^a  ausgedruckt  werden  kann, 
wobei  der  erstangefährte  Index,  d.  i.  q,  anzeigt,  dass  die  betreffende 
Fläche  dem  Systeme  S^  angehört,  und  der  zweite  Index,  d.  i.  <7,  dar- 
auf hindeutet,  dass  dieselbe  Fläche  zu  der  Gruppe  Fia^  Fiat  -f'(fi+i)<r 
der  einander  entsprechenden  Flächen  zählt.  Hiernach  sind  beispiels- 
weise Fq9  und  Fqs  Flächen,  welche  einem  und  demselben  System  an- 
gehören, während  Fas  und  Fß^  zwei  einander  entsprechende  Flächen 
in  den  Systemen  Sa  und  Sß  bezeichnen« 

Setzen  wir  nun  insbesondere  voraus,  dass  die  ft  -f-  1  gegebenen 
Systeme,  also  auch  die  (ft  +  l)^  gegebenen  Flächen  von  derselben 
Ordnung  n  sind,  und  dass  nebstbei  die  (ji  4- 1)*  Flächen  so  gegeben 
seien,  dass  die  Symbole  Z,^  und  F^^  stets  eine  und  dieselbe  Fläche 
bezeichnen  (die  aber  infolge  der  Bedeutung  der  hier  eingeführten  Be- 
zeichnung in  den  Systemen  Sq  und  Sa  nicht  sich  selbst  entsprechend 
ist),  so  nennt  man  die  Vereinigung  dieser  (/x  -|-  1)  Systeme  einen 
„symmetrischen  Complei  /t-ter  Stufe  und  n-ter  Ordnung". 

23* 
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§.  347. 

Den  einfachsten  Fall  eines  symmetrischen  Complexes 
bietet  die  Vereinigung  zweier  projecti vischen  Plächenbüschel  n-ter  Ord- 
nung, welche  eine  Fläche  (die  jedoch  nicht  sich  selbst  entspricht) 
gemein  haben. 

Setzen  wir  voraus ,  das  eine  Büschel  sei  durch  die  beiden  Flächen 
F^^  und  jP,,,  das  zweite  Büschel  dagegen  durch  die  beiden  Flächen 
Fgi  und  jP,2  gegeben,  wobei,  der  Voraussetzung  gemäß,  jP,,  und  F^^ 
eine  und  dieselbe  Fläche  bedeuten,  so  bilden  diese  beiden  Büschel 
einen  symmetrischen  Complex  erster  Stufe  und  n-ter 
Ordnung,  welchen  wir  durch  das  Symbol 

bezeichnen  wollen. 

Da  die  Fläche  F^^  eh  F^^  beiden  Büscheln  angehört,  so  enthält 
dieselbe  auch  die  Basiscurven  beider  Büschel  und  deren  n' Schul tt- 
punkte,  d.  s.  die  gemeinschaftlichen  Funkte  der  drei  Flächen  F,^, 
^1«  (^^ü,)  und  F^. 

Das  Erzeugnis  des  Complexes,  als  welches  wir  das  Erzeugnis  der 
beiden  projectivischen  Büschel  (F^^,  F^^)  und  (F^^,  F^^)  bezeichnen, 
ist  (nach  Satz  192)  eine  Fläche  P  der  2n-ten  Ordnung,  welche  die 
Basiscurven  der  beiden  Büschel  enthält. 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  überdies  die  eben  genannte 
Fläche  P  längs  der  Basiscurve  des  Büschels  (F^,  F^^)  von  der 
Fläche  F,,,  und  längs  der  Basiscurve  des  Büschels  {F^^,  F^^)  von  der 
Fläche  Faa  berührt  wird. 

Sei  nämlich  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Basiscurve  von  (/\i,  F,^. 
Eine  durch  x  gehende  beliebige  Ebene  e  schneidet  das  Büschel  (F,,,  F,^) 
in  einem  Curvenbüschel,  für  welches  x  ein  Basispunkt  ist.  — 
Ferner  schneidet  die  Ebene  e  das  Büschel  {F^^,  F^)  in  einem  Curven- 
büschel,  in  welchem  jene  Curve  C2  durch  x  geht,  welche  sich  als 
Schnitt  von  e  mit  F.j^  ergibt.  (Da  F^^  die  Basiscurve  von  (F^,,  F„) 
enthält.) 

Berücksichtigt  man  einerseits,  dass  diese  beiden  Curven- 
büschel  projectivisch  sind,  indem  sich  in  ihnen  jene  Curven  ent* 
sprechen,  welche  Schnitte  der  Ebene  mit  entsprechenden  Flächen  der 
beiden  projectivischen  Flächenbüschel  (F„,  F^,)  und  (F,,,  F^) 
repräsentieren,  und  beachtet  man  andererseits,  dass  das  Erzengnia 
dieser  beiden  Curvenbüschel  gleichzeitig  den  Schnitt  der  Ebene  e  mit 
der  Fläche  P  vorstellt,    so  findet  man    vnach   Satz   59),    dass   die 
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Curve,  in  welcher  P  von  e  geschnitten  wird,  im  Punkte  x  von  jener 
Curve  C,  berührt  werde,  in  welcher  e  die  Fläche  J",,  (als  die  der 
Fläche  Fjj  entsprechende)  schneidet. 

Aus  der  beliebigen  Lage  der  durch  x  gehenden  Ebene  und  aus 
der  beliebigen  Wahl  des  Punktes  x  auf  der  Basiscurve  von  (F„,  F^^ 
folgt  unmittelbar,  dass  die  Fläche  P  von  der  Fläche  F^^  längs  dieser 
Basiscurve,  und  in  gleicher  Weise  von  der  Fläche  F^^  längs  der  Basis- 
curve des  Büschels  (P^p  F^^)  berührt  wird. 

Beachtet  man  nun,  dass  sich  die  beiden  Basiscurven,  da  sie  auf 
derselben  Fläche  P,,  (^eP^^)  liegen,  in  w*  Punkten  schneiden,  und 
dass  in  jedem  dieser  Punkte  die  Fläche  P  sowohl  von  der  P^^,  als 
auch  von  der  P^g,  kurz  von  zwei  verschiedenen  und  einander 
nicht  berührenden  Flächen  tangiert  wird,  so  erkennt  man,  dass 
jeder  der  n^  Punkte  ein  Doppelpunkt  der  Fläche  P  sein 
müsse. 

Die  n'  gemeinsamen  Punkte  der  beiden  Basiscurven 
können,  da  sie  die  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  n-ter  Ordnung 
[P„,  P35  und  P,5  (i^PjJ]  sind,  als  Basispunkte  eines  Flächen- 
netzes  n-ter  Ordnung  betrachtet  werden. 

Jene  Flächen  dieses  Netzes,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
X  von  P  gehen,  bilden  ein  Flächenbüschel,  dessen  Basiscurve 
Cx  durch  X  und  durch  die  rfi  Punkte  geht. 

Beachtet  man  weiters,  dass  jeder  der  n'  Punkte,  als  Doppel- 
punkt von  P,  im  Schnitte  zweifach  zu  zählen  ist,  so  folgt,  dass  die 
letztgenannte  Basiscurve  mit  der  Fläche  P  im  ganzen 

Punkte  gemein  hat,  dass  sie  mithin  in  ihrer  Gänze  der  Fläche  P  an- 
gehören muss. 

Jede  Fläche  des  vorbezeichneten  durch  den  Punkt  x  individuali- 
sierten Flächenbüschels  hat  also  mit  der  Fläche  P  die  durch  x  gehende 
Basiscurve  n'^-ter  Ordnung  dieses  Büschels,  und  folglich  noch  eine 
zweite  Curve  n^-ter  Ordnung  gemein. 

Dieser  Betrachtung  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass  jede  Fläche 
«-ter  Ordnung,  welche  durch  die  n'  Doppelpunkte  von  P  gelegt  wird, 
diese  letztgenannte  Fläche  P  in  zwei  getrennten  Curven  w*-ter  Ord- 
nung schneidet,  welche  außer  den  n^  Doppelpunkten,  keine  Punkte 
mehr  gemeinsam  haben. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  von  P  geht  stets  eine  solche  Curve 
n^*ter  Ordnung,  und  durch  zwei  beliebige  derartige  Curven  kann  stets, 
da  dieselben  die  P unkt gruppe  n^  gemein  haben,  (nach  Satz  237), 
eine  Fläche  w-ter  Ordnung  gelegt  werden. 
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§.  348- 


Im  VorhergegaDgenen  haben  wir  gesehen,  dass  eine  Curve  n^-ter 
Ordnung  auf  der  Fläche  P,  welche  gleichzeitig  durch  die  n*  Dop- 
pelpunkte von  P  geht,  jederzeit  die  Basiscurve  eines  Elächen- 
büschels  w-ter  Ordnung  repräsentiere. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  solche  Curven  Cj**  und  C,"*  auf  P 
angenommen,  so  können  die  ihnen  entsprechenden  Büschel  derart  pro- 
jectivisch  auf  einander  bezogen  werden,  dass  sie  die  Fläche  P 
erzeugen.  Denn  eine  beliebige  durch  Cj*»*  gelegte  F^*^  schneidet  die 
P  noch  in  einer  zweiten  Curve  n'-ter  Ordnung,  welche  mit  der 
Basiscurve  C«"'  durch  eine  P,"  verbunden  werden  kann.  Auf  gleiche 
Weise  können  sämmtliche  F^*"  und  F^*"  der  beiden  Büschel  ein- 
ander projectivisch  zugeordnet  werden. 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  sich  auch  durch  die  beiden 
Basiscurven  C,***  und  C,***  dieser  Büschel  eine  P**  legen  lässt,  so  wird 
derselben,  sobald  man  sie  als  Fläche  des  Büschels  C^^*  betrachtet,  im 
Büschel  Cq"^^  eine  Fläche  entsprechen,  welche  (wie  man  vermittelst 
einer  der  Betrachtung  in  §.  347  nachgebildeten  Erörterung  erkennt) 
die  Fläche  P  längs  der  Curve  Cj"'  berührt.  Das  Gleiche  gilt 
von  jeder  anderen  auf  P  liegenden  und  durch  die  Doppelpunkte  gehen- 
den Curve  nMer  Ordnung.    Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

364.  ,,Die  von  zwei  prcjectivischen  Flächenbüscheln  n-ter  Ord- 
nung,  tvelche  einen  symmetrischen  Complex  bilden,  enseugte  Fläche 
ist  von  der  2n4en  Ordnung^  und  besitzt  n^  Doppelpunkte.  Durch 
diese  n^  Doppelpunkte  kann  man  unendlich  viele  Curven  n'^-ter  Ord-- 
nung  auf  der  genannten  Fläche  legen.  Durch  je  zwei  der  besagten 
Curven  kann  eine  Fläche  n-ter  Ordnung  gelegt  werden.  Jede  auf  der 
obbezeichneten  Fläche  liegende  Curve  n^-ter  Ordnung  ist  durch  die  An- 
gäbe  eines  Putzes  bestimmt.  Längs  dieser  Curve  unrd  die  Flache 
von  einer  gewissen  Fläche  n-ter  Ordnung  jenes  Netzes^  dessen  Basis 
die   n^   Doppelpunkte  bilden,   und   insbesondere   von    allen   Flächen 

P,i,  Pga berührt.  Im  letzteren  Falle  liegen  die  Berührungscurven 

von  Pjj  und  F^^  auf  P,j.'* 

§.  349. 

Denken  wir  uns  drei  projectivische  .  Flächennetze  n-ter 
Ordnung  durch  je  drei  Flächen  P„,  P,„  F^^;  P„,  F^,  P^j;  und 
■^3t'  -^33)  -^33  gegeben,  und  setzen  wir  gleichzeitig  voraus,  dass  diese 
drei  Netze  einen  symmetrischen  Complex  zweiter  Stufe  und 
n-ter  Ordnung   bilden,   d.   h.  dass   die   Flächen   F^  und  Pg,; 
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JF'gi  ^nd  JP,3;  JPig  und   F^^^    identisch   seien,   ohne  jedoch   in   den 
Netzen  sich  selbst  zu  entsprechen. 

Das  Erzeugnis  dieser  drei  Netze  ist  (nach  Satz  213)  eine  Fläche  77 
der  3n-ten  Ordnung,  welche  folgendermaßen  auf  eine  besondere 
Art  erzeugt  werden  kann. 

Die  beiden  Flächen  F^,^  und  F^^  des  Netzes  (F^i»  ^m»  -^53)  =^  -^5 
bestimmen  ein  Flächenbüschel,  welchem  im  Netze  (F3,,  F^^,  F^)  ~  N^ 
jenes  Büschel  entspricht,  welches  durch  die  den  Flächen  Ft^^nndF^ 
entsprechenden  Flächen  F^^  und  F.^  bestimmt  ist. 

Nachdem  in  diesen  beiden  projectivischen  Büscheln  F^^^  =  F^^ 
vorausgesetzt  wurde,  so  bilden  sie  einen  symmetrischen  Complex 
erster  Stufe,  dessen  Erzeugnis  (nach  Satz  364)  eine  Fläche  P^  der 
2n-ten  Ordnung  ist,  die  von  F^  längs  der  Basiscurve  des  Büschels 
(JP32,  ^33)  berührt  wird. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  die  beiden  projecti- 
vischen Büschel  (JF\j,  7^,3)  und  (F^^y  F^^)  einen  symmetrischen  Complei 
bilden,  dessen  Erzeugnis  eine  Fläche  P^^  der  2n-ten  Ordnung  ist, 
die  von  JP33  längs  der  Basiscurve  des  Büschels  (1^31,1^33)  berührt  wird. 

Bilden  wir  ferner  auch  die  beiden  projectivischen  Büschel  (i^a,,  F^^) 
und  (JP3,,  F33),  deren  Erzeugnis  eine  Fläche  P,2  der  2n-ten  Ord- 
nung ist,  welche  gleichzeitig  die  Basiscurven  der  beiden  Büschel 
(JK,^,  F^)  und  (F3,,  7^33)  enthält. 

Die  letztere  Fläche  P,„  ist  überdies  auch,  wie  aus  dem  Satze  192) 
mit  Eücksicht  auf  die  Identitäten  Fjg-^JRj,  5  ^,3  =  2^3^;  ^«3  —  ^221 
hervorgeht,  das  Erzeugnis  der  beiden  projectivischen  Büschel  (2^,^,  7^13) 
und  (F32,  JP33).  Besagte  Fläche  enthält  daher  auch  die  Basiscurven 
der  Büschel  (JP,„  ^,3)  und  (P3,,  F^). 

Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Fläche  F^ 
die  Fläche  P^,  (=  P,,)  in  einer  Curve  2n'-ter  Ordnung  schneidet, 
welche  in  jene  beiden  Curven  n*-ter  Ordnung  zerfällt,  welche  durch 
die  Basiscurven  der  Büschel  (P13,  P33)  und  (F^^,  F^)  repräsentiert 
erscheinen. 

Die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Curven,  d.i.  die  n^  Basis- 
punkte des  Netzes  (P,,,  P^,,  P33)  ~  (P31,  F^^  F^)  ^^  N^  sind 
mithin,  als  Doppelpunkte  des  Gesammtschnittes  beicler 
Flächen  P33  und  P^,,  Berührungspunkte  dieser  beiden  Flächen. 
Hiemach  ersehen  wir,  dass  die  Fläche  P33  von  den  drei  Flä- 
chen Pf,,  P,2  ^°d  ^S2  i^  ^^^  ^^  Basispunkten  des  Netzes 
(P,3,  P,3,  P33)  -=^  (P3,,  P3,,  P33)  berührt  wird. 

Der  Übersichtlichkeit  wegen  wollen  wir  die  eben  gewonnenen 
Resultate  kurz  wiederholen: 
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Pjj     wird  erzeugt  durch  die  beiden  entsprechenden  Büschel  ( F^^  F^) 
und  (F3,,  2^33)  der  Netze  N^  und  ^3; 

P^q    wird  erzeugt  durch  die  beiden  entsprechenden  Büschel  (-Fjp  ^53)* 
und  (Fgp  F^)  der  Netze  N^  und  ^3; 

Pg^     (identisch  mit  P,,)  wird  auch  erzeugt  durch  die  entsprechen- 
den Büschel  (P,g,  Pja)  und  (P32,  P33)  der  Netze  N^  und  JV,  und 

Pqq    wird  erzeugt  durch  die  beiden  entsprechenden  Büschel  (P,,,  F^^) 
und  (P3,,  /gj)  der  Netze  N^  und  ^3. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  werden  durch  alle  anderen  Paare  ent- 
sprechender Büschel  in  den  Netzen  N^  und  -^3  unendlich  viele 
Flächen  P^^  und  P,,  erzeugt,  welche  (nach  Satz  212)  wieder  ein 
Netz  N*  bilden,  und  von  welchen  jede  derselben  demjenigen  Paare 
von  Büscheln,  dem  sie  ihre  Entstehung  verdankt,  als  entsprechend  zu- 
geordnet betrachtet  werden  kann.  Ebenso  erzeugen  alle  Paare  ent- 
sprechender Büschel  der  Netze  N^  und  ^3  unendlich  viele  Flächen 
Pg,  und  Pjj,  die  ein  Netz  N"  bilden.  Jede  dieser  Flächen  kann  gleich- 
falls wieder  den  beiden  Büscheln,  durch  welche  die  betreffende  Fläche 
erzeugt  wird,  als  entsprechend  zugeordnet  angesehen  werden. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  auch  diese  beiden  neuen  Netze  N*  und  N" 
projectivisch  sind,  indem  man  jene  Flächen  derselben,  die  einem 
und  demselben  Büschel  des  Netzes  N^  ihre  Entstehung  verdanken,  als 
^^entsprechende"  betrachten  kann.  Unter  anderen  werden  sich  daher 
auch  die  Flächen  P^,  und  P^^  entsprechen,  da  sie  beide  durch  das 
Büschel  (P53,  P33)  des  Netzes  N^  erzeugt  werden  und  wird  ein 
Gleiches  von  den  Flächen  P,,  und  P^^  gelten,  indem  deren  Entstehung 
dem  Büschel  (F3,,  P33)  von  JV3  zuzuschreiben  ist. 

Dies  zugrunde  gelegt,  müssen  aich  aber  auch  die  beiden  Büschel 
(Pi, ,  P^j)  und  (Pjp  Pjg),  in  den  neuen  projectivischen  Netzen  JV'und  N" 
entsprechen.  Diese  Büschel  sind  von  der  2n-ten  Ordnung,  haben  die 
Fläche  P„^j  P2,  gemeinschaftlich,  und  bilden  daher  einen  symme- 
trischen Complex  erster  Stufe  und  2n-ter  Ordnung. 

Das  Erzeugnis  dieser  beiden  Büschel  wird  daher  (nach  Satz  364) 
eine  Fläche  77'  der  4«-ten  Ordnung  sein,  welche  von  den  Flächen 
P,j  und  P22  längs  jener  Curven  (2  n)Mer  Ordnung  berührt  wird,  die 
die  Basiscurven  der  Büschel  (P„,  P^,)  und  {P^^,  F^^)  repräsentieren 
und  welche  (2n)^-ten  Doppelpunkte,  d.i.  die  Schnittpunkte  dieser 
beiden  Basiscurven  besitzt. 

Es  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  diese  Fläche  77' in  die  früher 
genannte  Fläche  77  [Erzeugnis  des  Complexes  (A'i  No  NJ]  und  in  die 
Fläche  P33  zerfällt. 
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Die  beiden  einander  entsprechenden  Flächen  P^^  und  P^,  der 
Büschel  (P^,,  Pjg)  und  (Pj,,  P53)  schneiden  sich  in  einer  Curve 
(2  w)*-ter  Ordnung,  welche  der  Fläche  71'  angehört.  Berücksichtigen 
wir  aber,  dass  die  beiden  Flächen  P,,  und  Pg,  durch  die  Büschel 
(P^g,  Pjj)  und  (F35,  P33),  respective  durch  die  Büschel  (Pj^,  P,,) 
und  (Pg,,  P33)  erzeugt  werden,  und  dass  infolge  dessen  (da  F„^~F^n 
ist)  beide  die  Basiscurve  w*-ter  Ordnung  des  Büschels  (Pg^,  P33) 
enthalten^  so  findet  man,  dass  die  Schnittcurve  4  n*-ter  Ord- 
nung dieser  beiden  Flächen  P^^  und  P,,  in  die  obgenannte  Curve 
{P53,  P33)  der  »*-ten  Ordnung  und  in  eine  weitere  Curve 
3n'-ter  Ordnung  zerfällt. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  x  auf  dieser  letzteren  Curve 
an.  Da  der  besagte  Punkt  x  auf  P,,  liegt,  gehen  durch  denselben 
zwei  entsprechende  Flächen  der  Büschel  (F^y  F^)  und  (P,^^  ^33)» 
und  nachdem  er  auch  auf  Pg^  liegt,  so  müssen  durch  denselben  weiters 
noch  zwei  entsprechende  Flächen  der  Büschel  (P,j,  P,3  und  Pg^,  P33) 
führen,  mithin  drei  einander  entsprechende  Flächen  der  ursprünglichen 
<irei  Netze  N^,  N^  und  N^  gehen.  Derselbe  gehört  somit  der  Fläche  JT, 
welche  durch  diese  drei  Netze  erzeugt  wird,  an. 

Da  das  Gleiche  von  jedem  beliebigen  anderen  Punkte  x  der 
fraglichen  Curve  gilt,  so  können  wir  behaupten,  dass  der  Schnitt 
der  beiden  entsprechenden  Flächen  P^  und  Pt^^  der  Büschel 
(P,i,  P22)  und  (P21,  Pga),  in  eine  Curve  w'-ter  Ordnung,  welche 
auf  der  Fläche  P33  liegt,  und  in  eine  Curve  3n'-ter  Ordnung, 
welche  der  Fläche  77  angehört,  zerfällt 

Auf  demselben  Wege  finden  wir,  dass  sich  die  beiden  einander 
entsprechenden  Flächen  P,g  und  P^^  der  Büschel  (P,,,  Pj^)  und  (P^,,  P„j) 
in  einer  Curve  schneiden,  die  ebenfalls  in  eine  auf  P33  liegende  Curve 
fi'-ter  Ordnung  und  in  eine  auf  77  liegende  Curve  Sn^-tev  Ordnung 
zerftUt. 

Nehmen  wir  nun  ganz  allgemein  zwei  einander  entspre- 
chende Flächen  in  den  beiden  Büscheln  (PipPt8)nnd(P3|,P25) 
an,  und  bezeichnen  wir  dieselben  mit  Pi^  und  Pg^.  Die^e  beiden  Flächen 
werden  sich  auch  in  den  Netzen  N^  und  N**  entsprechen,  also  einem 
und  demselben  Büschel  Ssq  des  Netzes  ^3  ihre  Entstehung  verdanken. 

Hieraus  folgt  aber  einerseits,  dass  sie  die  auf  P33  liegende  Basis- 
oarve 9»Mer  Ordnung  dieses  Büschels  gemein  haben,  und  dass  sie  sich 
andererseits  noch  in  einer  Curve  3n'-ter  Ordnung  schneiden,  welche 
nothwendig  auf  77  liegt,  nachdem  sich  jeder  Punkt  x  derselben 
auf  drei  einander  entsprechenden  Flächen  des  Büschels 
Bz^  im  Netze  ^3  und  der  beiden  dem  letzteren  entsprechenden  Büschel 
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B^Q  und  -Bjp  in  den  Netzen  N^  und  N^  vorfindet,  oder  kurz,  auf  drei 
entsprechenden  Flächen  der  Netze  N^y  N^  und  N^  liegt. 

Das  Erzeugnis  IT  der  beiden  Büschel  (P„,  Pj^)  und  (P^,,  Pj^) 
ist  mithin  eine  Fläche  4n-ter  Ordnung,  welche  mit  der  Fläche 
P33  unendlich  viele  Curven  w'-ter  Ordnung,  mit  der  Fläche 
n  dagegen  unendlich  viele  Curven  3n*-ter  Ordnung  ge- 
mein hat,  und  mithin  in  diese  beiden  Flächen  F^^  und  77  zerfällt. 

Da  aber  die  Büschel  (Pj,,  Pjj)  und  (P^,,  Pg,)  einen  Complex 
bilden ,  so  hat  ihr  Erzeugnis  (P33  +  ^)9  ™i^  Zugrundelegung  des 
Satzes  364),  (4n)^  Doppelpunkte,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  drei 
Flächen  P„,  P,«  (r-  P^J  und  P^j. 

Die  von  diesen  (4n)^  Schnittpunkten  auf  die  Fläche  77  entfallen- 
den geben  offenbar  die  Zahl  derDoppelpunkte  dieser  Fläche  an. 

Die  Flächen  P„,  P^^  (=  P^J  und  P,,  berühren  die  Fläche  P,3, 
berühren  sich  also  auch  untereinander  in  n^  Punkten;  jeder  dieser 
Berührungspunkte  zählt  aber  im  Schnitte  der  drei  Flächen  P^jP^^Pj^ 
vierfach,  so  dass  von  den  vorgenannten  (2w)^  Schnittpunkten 

(2w)3  — 4n*  =  '4n' 
auf  die  Fläche  77  fallen  und  die  Doppelpunkte  der  letzteren  reprä- 
sentieren. 

Nach  Satz  364)  berühren  die  Flächen  P„  und  P^^  die  Fläche  77 
längs  zweier  Curven  3w'-ter  Ordnung,  welche  gleichzeitig  auch  auf 
der  Fläche  P^^  liegen. 

Dasselbe  gilt  von  all  den  unendlich  vielen  Flächen  P^^,  welche 
auf  gleiche  Weise  wie  P,  ^  und  P^  entstehen. 

Es  ist  endlich  auch  leicht  nachzuweisen ,  dass  die  Fläche  77  der 
geometrische  Ort  der  Doppelpunkte  der  Flächen  P^^  ist. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  beispielsweise  die  Fläche  P^^. 
Die  Doppelpunkte  dieser  Fläche  sind  (nach  Satz  364)  die  n^  Schnitt- 
punkte der  Basiscurven  der  beiden  Büschel  (i^„,  F^)  und  {F^,  F^) ; 
es  gehen  daher  durch  jeden  dieser  Doppelpunkte  alle  Flächen 
dieser  Büschel. 

Den  letzteren  entspricht  aber  auch  im  Netze  N^  ein  Büschel 
(JF\g,  2^,3),  und  in  diesem  Büschel  gibt  es  stets  eine  Fläche,  welche 
durch  den  einen  oder  den  anderen  der  vorgenannten  Doppelpunkte  geht. 
Es  ist  mithin  jeder  Doppelpunkt  von  P|p  als  Schnittpunkt  dreier  ein- 
ander entsprechender  Flächen  der  Netze  ^1,  JV,  und  ^3,  ein  Punkt 
der  Fläche  77.  Die  Besultate  aller  dieser  Betrachtungen  zusammen- 
gefasst  liefern  den  Satz: 

365,  j^Das  Erzeugnis  dreier  projectivischer  Flächenmtze  n-ter 
Ordnung  y  welcJie  einen  symmetrischen  Complex  "bilden^  ist  eine  Fläche 
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3  n  '  ter  Ordnung  y  welche  4  n^  Doppelpunkte  besitzt.  Diese  Fläche 
wird  von  unendlich  vielen  Flächen  Pqq  Zn-ter  Ordnung  längs 
Curven  Sn^-ter  Ordnung  berührt,  welch  letztere  sämmtlich  durch  die 
4n^  Doppelpunkte  gehen.  Endlich  ist  die  genannte  Fläclie  auch  der 
geometrische  Ort  der  Doppelpunkte  aller  Flächen  Pq^." 

Von  den  Flächen  F^^  wird  die  in  Bede  stehende  Fläche  in  n^ 
Punkten  berührt,  welche  die  Basis  eines  Netzes  von  Flächen  Fq^j  vor- 
stellen. 

§.  350. 

Endlich  wollen  wir  noch  den  symmetrischen  Complex 
dritter  Stufe  und  w-ter  Ordnung  betrachten,  welcher  aus  der  Ver- 
einigung von  vier  projectivischen  linearen  Systemen  n-ter  Ordnung,  ge- 
geben durch  die  Quadrupel  entsprechender  Flächen  i^„,  F,,,  2^,3,  J^,^; 

-^21»    ^ZV    -^«3»    -^04*»     ^31»    -^3«i    -^33»    -^84    ^^^    ^41'  ^48?  ^^431  -^44>    hörVOr- 

geht ,  sobald  man  voraussetzt ,  dass  F^^  ^^  F^^\  F^^  ee=  F^^  ;  F^^  e=  F^,  ; 

^23  =  ^3Q;    ^24=J^4«    ^nd    ^34=^43     ^St. 

Die  vier  diesen  Complex 

F     F^   F     F 

•^  II?    •'■  15»    ■'  13»    ■'  14 

■*^ap  -^aa»  -*^23>  -^34 

-^^311    -''33»    -^83»    "^34 
-*^41»   •''4«»    -*^43»    -^^44 

bildenden  linearen  Systeme,  die  wir  kurz  mit  S^,  S^,  ^3,  S^  be- 
zeichnen wollen ,  erzeugen  (nach  Satz  220)  eine  Fläche  O  der  4  n-teu 
Ordnung,  welche  auf  eine  besondere  Art  construiert  gedacht  werden 
kann. 

ä)  Die  drei  projectivischen  Netze  (/^j,  7^3,  F^)  =  N^; 
(^sw  ^331  ^34)  =  -^3  und  (/^a»  ^431  ^44)  =  ^4  erzeugen,  da  sie  in- 
folge  von  F^  ^  F3,,  i^24  ^^  ^42  ^^^  ^z\  ^^  ^43  ^^^^^  symmetri- 
schen Complex  bilden  (nach  Satz  365)  eine  Fläche  77^,,  welche, 
von  der  Fläche  P  der  3n-ten  Ordnung  erzeugt,  durch  die  beiden  einen 
Complex  bildenden  Büschel  (F33,  ^34)  und  (F43,  F^^,  längs  einer 
Curve  8n'-ter  Ordnung  berührt  wird.  Die  letztere  liegt  auch 
auf  den  durch  die  Büschel  (^,3,  F^^  und  (^^3,  F^^  oder  {F^^,  F^ 
und  {F^^y  2^44)  erzeugten  Flächen,  und  ist  gleichzeitig  der  Ort  jener 
Punkte,  durch  welchen  je  drei  entsprechende  Flächen  der  Büschel 
(i^«3.  ^«4)1  (^33»  ^34)  und  (F43,  ^44)  gehen. 

b)  In  gleicher  Weise  erzeugen  die  drei  Netze  (F,i,  ^,3,  F^^ 
(^sp  -^"33^  ^34)  und  (/;„  7^43,  7^44)  eine  Fläche  U^^  der  3n.ten  Ord- 
nung, welche  von  der  vorgenannten  Fläche  P  längs  einer  Curve  3n'-ter 
Ordnung  berührt  wird,  die  gleichzeitig  auch  auf  den  durch  die  Büschel 
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(^181  ^u)  lind  (F34,  7^44)  oder  (/<;„  i^^J  und  (F^,,  F^J  erzeugten 
Flächen  liegt,  und  das  Erzeugnis  der  drei  projectivischen  Büschel 
(^13'  ^14)1  (^Iv  ^'34)  ^nd  (F43,  F4,)  repräsentiert. 

c)  Die  drei  Netze  (F^i,  ^ia,  F^^),  (F3,,  F33,  F34)  und  (F^,,  F^a,^^^), 

oder  mit  Rücksieht  auf  die  Gleichheiten  von  F,,  eiz  F,2  hz 

und  Beachtung  des  Satzes  213)  auch  die  drei  Netze  (F,^,  F,,,  F,^), 
(F35,  Faa,  7^34)  und  (F45,  F43,  F44)  erzeugen  eine  Fläche  n,^  oder  ii, 
der  3  n-ten  Ordnung,  welche  mit  der  Fläche  P  die  beiden  in  a)  und  b) 
genannten  Curven  3  n'-ter  Ordnung  gemein  hat. 

d)  Die  gemeinschaftlichen  Punkte  dieser  beiden  Curven  sind  der- 
art beschaflFen,  dass  durch  jeden  derselben  vier  entsprechende  Flächen 
der  vier  Büschel  (F,3,  F,4) ,  (F.g,  F^^),  (F33,  F34),  (F43,  F44)  gehen; 
ihre  Zahl  ist  mithin  durch  4n^  ausgedrückt. 

Andererseits  repräsentieren  aber  diese  Schnittpunkte  Doppel- 
punkte des  Gesammtschnittes  der  Flächen  P  und  ü^^,  also  Berüh- 
rungspunkte dieser  zwei  Flächen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Fläche  P 
in  den  genannten  4w^  Punkten  von  allen  drei  Flächen  ^^^  (siehe  a), 
Jljjj  (siehe  b)  und  TIi^  (=  JIj,)  berührt  wird. 

e)  Die  Flächen  iT,i,  JJ,,  bestimmen  ein  Büschel,  welches  dem 
Büschel  (F42,  F^^)  projectivisch  zugeordnet  werden  kann.  Nennen  wir 
nämlich  F4p  eine  beliebige  Fläche  des  Büschels  (F42,  F4,),  so  werden 
derselben  in  den  Büscheln  (F32,  Fjj),  {F^q,  F^^)  und  (F,2,  F,,)  drei 
Flächen  entsprechen,  welche  Fg^,  Fg^  und  F,q  heißen  mögen.  Es  er- 
zeugen somit  die  drei  Netze  (Fa^,  Fgg,  F24),  (F^q,  F33,  F34)  und 
{F^Q,  F43,  F44)  eine  Fläche  11^^  der  3 n-ten  Ordnung,  welche  mit  den 
Flächen  iZu  und  77,3  J®"®  Curve  gemein  hat,  welche  durch  die  drei 
Büschel  (F23,  Fg4) ,  (F33,  F34)  und  (F43,  F44)  (siehe  a)  erzeugt  wird, 
also  dem  Büschel  (TT,,,  77,,)  angehört. 

f)  In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  der  Fläche  F^^  des 
Büschels  (F4J,  F4,)  eine  Fläche  II^q  im  Büschel  (773,,  7733)  entspricht, 
und  zwar  jene,  welche  durch  die  drei  Netze 

(F,„  F,3,  F,4);  (F3,,  F33,  F34)  und  (F4,,  F43,  F,4) 

erzeugt  wird. 

Da  die  Büschel  (77„,  77, ,)  und  (71^,,  7730),  wie  soeben  gezeigt 
wurde,  zu  dem  Büschel  (F43,  F4,)  projectivisch  sind,  so  sind  sie 
es  auch  untereinander;  die  entsprechenden  Flächen  71,^und722^ 
werden  sich  daher  in  Curven  (3n)'-ter  Ordnung  schneiden,  welche 
(nach  Satz  192)  sämmtlich  auf  einer  Fläche  6»-ter  Ordnung 
liegen.  Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Fläche  in  die  zu 
untersuchende  Fläche  O  und  in  die  Fläche  P  zerfällt. 
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Betrachten  wir  nämlich  die  Schnittcurve  der  beiden  entspre- 
chenden Flächen  n^Q  und  n^Q^  so  finden  wir,  dass  dieselbe  einerseits 
in  jene  Curve  3n'-ter  Ordnung,  welche  die  Büschel  (F53,  F^^)  und 
(F33,  F^)  erzengen  und  auf  der  Fläche  P  liegt,  und  andererseits  in 
eine  Curve  6n^-ter  Ordnung  zerfällt.  Die  letztere  ist  sodann  der  Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Flächen  der  vier  projectivischeu  Netze 

(^ic»  -^131  -^14)1  (^ae»  -^23»  -^w)»  i^'dQ^  -^33»  -^34)  ^'^^^  (^A9f  ^43»  -^44) 
(siehe  e  und  f),    und    gehört,  da  diese  Netze  sich  auch  in  den  vier 

Systemen  Ä^p  S^,  S3,  und  S^  entsprechen,  der  Fläche  O  an. 

Wir  haben  somit  nachgewiesen,  dass  das  Erzeugnis  der  beiden 
Büschel  (JIip  J7,g)  und  (77,,,  il,,)  unendlich  viele  Curven  mit 
den  Flächen  P  und  O  gemein  hat  und  daher  in  diese  zerfallen  muss. 

Die  beiden  Büschel  (77,,,  IIi^)  und  (iZ,|,  Il^q)  bilden  aber,  da 
n^^  ^  /Jj,  ist,  einen  Oomplex,  dessen  Erzeugnis  (P+  0)  auf  Grund 
des  Satzes  364)  (3n)^  Doppelpunkte,  d.  h.  die  Schnittpunkte  von 
77|p  i7|,  und  U^^  besitzt. 

Berücksichtigt  man,  dass  sich  diese  drei  Flächen,  nach  (2),  in 
4n'  Punkten  von  P  berühren,  welche  im  ganzen  4.4n^  gemein- 
schaftliche Punkte  repräsentieren,  und  beachtet  man  ferner,  dass  die 
Fläche  P  selbst  als  Erzeugnis  der  Büschel  (^33,  F^)  und  (P43,  F^) 
n^  Doppelpunkte  besitzt,  so  entfallen  auf  die  Fläche  4> 

(3n)3  —  4.4.W«  —  w«  =  lOw» 

Doppelpunkte.    Nach  dem  oben  angezogenen  Satze  364)  berühren 

die  Flächen  77,  ^  773, ,  sowie   alle   ähnlichen  77^^   die  Fläche  O, 

da  diese  ihr  theilweises  Erzeugnis  ist,  in  den  vorgenannten  Curven 
6M'-ter  Ordnung,  welche  demnach  nothwendig  (nach  Satz  364)  durch 
die  10. n^  Doppelpunkte  von  O  gehen  müssen. 

,  Da  sich  die  Flächen  11^^  zu  <Z>  genau  so  verhalten,  wie  die 
Flächen  Pqq  (in  Satz  365)  zur  Fläche  7T,  so  folgt  endlich  auch,  dass 
0  der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Flächen  71,,,  TIjj.... JJ^^  sei. 

Mithin  erhalten  wir  den  Satz: 

366.  Javier  projectimsche  lineare  Systeme  dritter  Stufe  und 
n-ter  Ordnung,  welche  einen  symmetrischen  Complex  bilden,  erzeugen 
eine  Fläche  4n4er  Ordnung  mit  10. n^  Doppelpunkten.  Diese  Fläche 
wird  von  unendlich  vielen  Flächen  3  n-ter  Ordnung  77,,,7T,j,7752,...77^y^ 
längs  Curven  6n^'ter  Ordnung  berührt,  welche  sämmtlich  durch  die 
10  n^  Doppelpunkte  gehen.  Besagte  Fläche  ist  zugleich  der  OH  der 
Doppelpunkte  aller  Flächen  IIq^."^ 
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XV.  Capitel. 


Eigenschaften  der  Heseiana  und  Steineriana  oder  der  conjugierten 
Kernflächen  einer  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung. 

§.  351. 

Sei  F^  eine  beliebige  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  welche 
wir  ohne  vielfache  Punkte,  d.  i.  punktallgemein  voraussetzen 
wollen. 

Die  ersten  Folarflächen  aller  Punkte  des  Saumes  in  Bezug 
auf  F"  bilden  ein  lineares  System  dritter  Stufe  (n — l)-ter  Ordnung. 
Die  Jacobiana  dieses  Systems,  welche  (nach  Satz  343)  gleichzeitig 
den  geometrischen  Ort  der  Doppelpunkte  aller  Flächen  dieses  Systems 
vorstellt,  ist  eine  Fläche  4(n  —  2)-ter  Ordnung. 

Besitzt  aber  die  erste  Polarfläche  irgend  eines  Punktes  x  bezüg- 
lich F^  einen  Doppelpunkt  in  j/,  so  wird  die  Quadripolar fläche 
[(n  —  2)-te  Polarfläche]  von  y  (nach  Satz  293)  einen  Doppelpunkt  in 
X  haben  und  daher  einen  Kegel  zweiten  Grades  mit  x  als  Scheitel 
repräsentieren. 

Die  obgenannte  Fläche  4(w  —  2)-ter  Ordnung  ist  mithin  auch 
der  geometrische  Ort  jener  Punkte  y^  deren  Quadripolarflä- 
chen,  bezüglich  2^,  Eegel  zweiten  Grades  sind. 

Man  pflegt  diese  Fläche  die  „Eernfläche^,  die  Hess e'sche 
Polarfläche^  oder  die  „Hessiana*^  der  Fundamentalfläche 
F^  zu  nennen. 

Aus  dem  vorher  angezogenen  Satze  343)  folgt  gleichzeitig,  dass 
die  Uessiana  von  i^'S  die  Jacobiana  von  vier  beliebigen 
ersten  Polarflächen  der  F^  sei  und  nebstbei  den  geometri- 
schen Ort  jener  Punkte  vorstelle,  deren  Polarebenen  in  Beziig 
auf  die  vier  genannten  ersten  Polarflächen  (richtiger  in  Bezug  auf 
alle  ersten  Polarflächen  von  F*^)  sich  stets  in  einem  Punkte  schneiden. 

Diese  gegenseitige  Beziehung  wollen  wir  nun  näher  unter- 
suchen. 

Seien  a,  6,  c,  d  vier  beliebige  Punkte  des  Raumes;  Fa^  Fbj  Fe 
und  Fd  deren  erste  Polarflächen  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche  F^. 

Die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  des  Baumes  in  Bezug  auf 
diese  vier  Flächen  bilden  vier  projectivische  lineare  Systeme, 
welche  sich,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  zu  einem  symmetrischen 
Complex  vereinigen  lassen. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  diese  vier  Systeme  mit  Sa ,  /S'^, 
Sc  und  Sd* 
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Unter  den  Flächen  des  Systemes  Sa  befinden  sich  auch  jene, 
welche  die  ersten  Polarflächen  Fab,  Fae^  Fad  der  drei  Punkte  b,  c,  d 
in  Bezug  auf  die  Fläche  Fa  vorstellen.  Nun  ist  aber  die  erste  Fab 
dieser  drei  Flächen  (nach  Satz  267)  identisch  mit  der  ersten  Polar- 
fläcbe  Fba  des  Punktes  a  in  Bezug  auf  die  Fläche  Fb^  und  gehört 
somit  auch  dem  Systeme  8b  an.  Analoges  gilt  von  all  den  anderen 
vorgenannten  Flächen,  so  dass  in  den  vier  Systemen  Sa,  Sb,  Se  und 
Sd  stets  F^ff  und  F^^  eine  und  dieselbe  Fläche  bedeuten. 

Dem  Erzeugnisse  0  dieser  vier  Systeme,  welches,  der  obigen 
Auseinandersetzung  gemäß,  die  ^Hessiana^  von  J^  vorstellt,  ent- 
sprechen daher  (nach  Satz  366)  eine  gewisse  Zahl  von  Doppelpunkten 
und  erscheint  diese  Anzahl  von  Doppelpunkten  durch  10  (n  —  2)' 
ausgedrückt. 

Dem  eben  citierten  Satze  entnehmen  wir  weiters,  dass  diese 
Heffsiana  0  von  unendlich  vielen  Flächen  iT,,...  der  3(w — 2)-ten 
Ordnung  längs  Curven  6(»  —  2)*-ter  Ordnung  berührt  wird,  welch' 
letztere  sämmtlich  durch  die  10  (n  —  2)^  Doppelpunkte  gehen. 

Die  Bedeutung  dieser  Flächen  n  ist  im  vorliegenden  Falle  leicht 
zu  erkennen. 

Die  ersten  Polarflächen  der  vier  Punkte  a,  b^  c,  d  in  Bezug  auf 
die  Flächen  jT«,  Fb^  Fe  und  Fd  mögen  beziehungsweise 

•*^aaj      •*■  ab  ^      -^ac^      J-ad^ 


Fbay 

Fbbj 

Fbe, 

Fbd, 

1 

Fcai 

Fcbi 

Fe  €9 

Fcd 

und 

Fdaf 

Fdb'i 

Fdci 

Fdd 

heißen. 

In 

denselben 

ist    Fab 

-  ~  ^bat     ^ a  c 

und 

allgemein 

F^^..=  Fff^^  womit  der  symmetrische  Complex  vollständig  be- 
stimmt ist 

Die  Buchstaben  a^  &,  o,  d  vertreten  im  vorliegenden  Falle  die 
Indexe  1,  2,  3,  4,  welche  in  den  vorausgeschickten  Betrachtungen 
(§.  350)  verwendet  wurden. 

Dies  im  Auge  behaltend,  erkennt  man  sofort,  dass  die  Fläche 
Haa  diejenige  ist,  welche  durch  die  drei  projectivischen  Netze: 

{Fba^    Fbc^   Fbd)}    {Fcay   Fce^   Fcd)    Und    {Fdat   Fdct   Fda) 

oder  durch  die  drei  Netze 

{Fab9   Fac,   Fad),    {Fcb,   Fee,   Fed)    UUd    {Fdb,   Fdc,   Fdd) 

erzeugt  wird. 

Diese  drei  Netze  sind  aber  die  Polarnetze  der  drei  Punkte  a,  c 
und  d  in  Bezug  auf  die  Flächen  jenes  Netzes,  welches  durch  die  drei 
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Flächen  JFj,  Fe  und  Fd  bestimmt  wird,  d.  i.  in  Bezug  auf  die  ersten 
Polarflächen  aller  Punkte  der  Ebene  hcd  bezüglich  der  Funda- 
mentalfläche F^. 

Ebenso  leicht  gelangt  man  zu  der  Überzeugung,  dass  die  ersten 
drei  Netze  von  den  ersten  Polarebenen  der  Punkte  der  Ebene  hcd  in 
Bezug  auf  die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  der  Ebene  acd  bezüg- 
lich der  F*^  gebildet  werden. 

Die  Fläche  /Tab,  als  Erzeugnis  der  zweiten  oder  der  ersten  drei 
Netze,  ist  mithin  der  geometrische  Ort  der  Pole  der  Ebene 
acd  in  Bezug  auf  die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  der  Ebene 
hcd  und  umgekehrt  auch  der  Ort  der  Pole  der  Ebene  hcd  in 
Bezug  auf  die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  der  Ebene  acd  be- 
züglich der  jP~. 

Nehmen  wir  nun  auf  der  Fläche  Hab  einen  beliebigen  Punkt  x  an. 

Die  Ebene  acd  ist,  wie  eben  nachgewiesen  wurde,  die  Polar- 
ebene [(w  —  2)-te  Polarfläche]  von  x  in  Bezug  auf  die  erste  Polar- 
fläche irgend  eines  Punktes  y  der  Ebene  hcd. 

Dies  zugrunde  gelegt,  ist  aber  (nach  Satz  267)  die  Ebene  acd 
gleichzeitig  die  erste  Polarfläche  von  y  in  Bezug  auf  die  Quadripolar- 
fläche  [(n  —  2)-te  Polarfläche]  des  Punktes  x  bezüglich  der  JP»,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  Ebene  acd  ist  die  Polarebene  von  y  in 
Bezug  auf  die  Quadripolarflä&he  von  x. 

Die  Ebene  acd  und  die  durch  y  gehende  Ebene  hcd  sind  mit- 
hin ^conjugiert"  in  Bezug  auf  die  eben  genannte  Quadripolarfläche. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Fläche  llah  der  geometrische  Ort 
jener  Punkte  x  ist,  deren  Quadripolarflächen  in  Bezug  auf  F^  die 
beiden  Ebenen  acd  und  hcd  als  „conjugierte^  Ebenen  besitzen. 
Wir  nennen  diese  Fläche  Tlab  die  ^gemischte  Polarfläche*^  der 
Ebenen  acd  und  hcd  bezüglich  der  gegebenen  F^. 

Der  früher  angestellten  Betrachtung  (§.  850)  entnehmen  wir 
ferner,  dass  die  Fläche  77a a  durch  die  drei  Netze: 

{Fbb^    Fbc^    Fbd)y    (R:6»    Fca    Fcd)    UUd    {Fdby    Fdoj    Fdd) 

erzeugt  wird. 

Diese  drei  N^bze  werden  beziehungsweise  von  den  ersten  Polar- 
flächen der  Punkte  der  Ebene  hcd  in  Bezug  auf  die  ersten  Polar- 
flächen aller  Punkte  derselben  Ebene  bezüglich  der  F^,  gebildet.  Das 
Erzeugnis  77« a  derselben  ist  daher  der  geometrische  Ort  der 
Pole  der  Ebene  hcd  in  Bezug  auf  die  ersten  Polarflächen 
aller  Punkte  dieser  Ebene  bezüglich  der  F",  Die  Ebene  hcd  ist 
inithin  die  Polarebene  [(m  —  2)-te  Polar  fläche]  eines  jeden  Punktes  x^ 
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Ton  73^a  in  Bezug  auf  die  erste  Polarfläche  eines  anderen  Punktes  y 
von  hcd  bezüglich  der  i^,  oder  (nach  Satz  267)  die  Polarebene  eines 
ihrer  Punkte  y  in  Bezug  auf  die  Quadripolarfläche  des  Punktes  Xy 
also  die  Berührebene  der  Quadripolarfläche  im  Punkte  y. 

Hieraus  ist  zu  entnehmen ,  dass  die  Fläche  Ilaa  der  geome- 
trische Ort  jener  Punkte  x  ist,  deren  Quadripolarflächeu 
bezüglich  F^,  die  Ebene  hcd  berühren. 

Ebenso  ist  die  Fläche  776  5  der  geometrische  Ort  aller  Punkte^ 
deren  Quadripolarflächeu  die  Ebene  acd  berühren.  Diese  beiden 
Flächen  77aa  und  JJtb  pflegt  man  die  ;,gemeinen  Polarflächen^ 
der  Ebenen  hcd  und  acd  in  Bezug  auf  die  Fläche  F^  zu 
nennen« 

Da  die  beiden  Ebenen  acd  lAid  hcd  infolge  der  willkürlichen 
Annahme  der  vier  Punkte  a,  h,  c^  d  eine  allgemeine  (willkürliche) 
Lage  im  Baume  sowohl,  als  auch  gegen  die  gegebene  F^  haben,  so 
folgen,  mit  Bücksicht  auf  Satz  366),  aus  den  vorstehenden  Betrach- 
tungen folgende  Sätze: 

367.  „Die  j^Hessiana^  einer  Fundamentalfläche  ip-ter  Ordnung ^ 
d,  i.  der  geometrische  Ort  der  Doppelpunkte  aller  ersten  Polarftächeny 
oder  der  geometrische  Ort  jener  Punkte,  deren  Quadripolarflächen  Kegel 
aweiten  Grades  sind,  ist  eine  Fläche  4  {n  —  Zj-ter  Ordnung  mit 
10  (n  —  Zf  Doppelpunkten.^ 

368.  j^Die  gemeine  Polar  fläche  einer  Ebene  bemglich  einer 
Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  d.  i.  der  geometrische  Ort  jener 
Punkte,  deren  Quadripolarflächen  diese  Ebene  berühren,  ist  eine 
Fläche  3  (n  — '  2)'ter  Ordnung;  dieselbe  berührt  die  Hessiana  der 
Fundamentalfläche  in  einer  durch  die  10  (n  —  2y  Doppelpunkte 
gehenden  Curve  6  (n  —  2)^'ten  Ordnung,  welche  gleichzeitig  den  Ort 
der  Doppelpunkte  in  jenem  Netze  vorstellt,  das  von  den  ersten  Potar- 
flächen  der  Punkte  der  gegebenen  Ebene  gebildet  wird.^ 

369.  yfDie  gemischte  Polarfläche  zweier  Ebenen  in  Bezug  auf 
eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  d,  i.  der  Ort  jener  Punkte, 
deren  Quadripolarflächen  jene  beiden  Ebenen  als  y^conjugierte  Ebenen"^ 
besüaen,  ist  eine  Fläche  3{n  —  2yter  Ordnung,  die  die  Hessiana  in 
jenen  beiden  Curven  6(n  —  5)'-fer  Ordnung  schneidet,  welche  die 
Berührungscurven  der  gemeinen  Polarflächen  der  beiden  Ebenen  mit 
der  Hessiana  repräsentieren.^ 

§.  352. 

Nehmen  wir  wieder  drei  Punkte  a,  b  und  c  im  Baume  beliebig 
aUy  und  seien  Fa^  Fb  und  Fe  die  ersten  Polarflächen  derselben  in  Be//Ug 
auf  eine  Fundamentalfläche  F^. 

Petchka,  Darstellende  n.  projective  Geometrie.   IL  24 
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Die  ersten  PolariBächen  aller  Punkte  der  Ebene  ahc  in  Bezug 
auf  diese  drei  Flächen  F«,  Fh,Fe  bilden  drei  projectivische  Netze, 
die  sich  zn  einem  symmetrischen  Complex  vereinigen  lassen, 
da  die  Flächen  Fab  und  Fta  etc.  identisch  sind. 

Das  Erzeugnis  dieser  drei  Netze,  welches,  wie  wir  im  Vorher- 
gehenden gesehen  haben,  die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene  bezüglich 
der  JF*  vorstellt,  ist  (nach  Satz  365)  eine  Fläche  3  (w  —  2)-ter  Ord- 
nung, welche  4  (n  —  2)*  Doppelpunkte  besitzt. 

Die  letztbezeichnete  Fläche  wird  von  unendlich  vielen  Flächen 
Paa^Pak^  Pw,,.2(»  —  2)-ter  Ordnung,  längs  Curven  3(n  —  2)'-ter 
Ordnung,  welche  durch  die  4(w  —  2)*  Doppelpunkte  gehen,  berührt. 

Die  Bedeutung  der  ebengenannten  Flächen  Paet  Pah  ....ergibt 
sich  aus  folgender  Betrachtung.     * 

Fixieren  wir  auf  einer  Geraden  h  zwei  Punkte  y  und  js,  deren 
erste  Polarflächen  bezüglich  F^,  F,  und  F,  heißen  mögen,  und  nehmen 
wir  ferner  an,  ein  beweglicher  Punkt  x  durchlaufe  eine  zweite  gegebene 
Gerade  g. 

Dies  vorausgesetzt,  werden  die  ersten  Polarflächen  F^x  und  Fmx 
des  variablen  Punktes  x  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen  Fy  und  Fg 
zwei  projectivische  Büschel  bilden,  deren  Erzeugnis  eine  Fläche 
^  (n  —  2)-ter  Ordnung  ist,  welche  (nach  Satz  347)  den  geometrischen 
Ort  jener  Punkte  repräsentiert,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  die 
Flächen  des  Büschels  (Fy,  F,)  (welches  von  den  ersten  Polarflächen 
aller  Punkte  von  h  bezüglich  F^  gebildet  wird)  durch  die  Gerade  g 
gehen. 

Ist  demnach  oc  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche,  so  wird  seine 
Polarebene  [(n —  2)-te  Polarfläche]  bezüglich  der  ersten  Polarfläche  Fß 
irgend  eines  Punktes  ß  von  h,  in  Bezug  auf  die  gegebene  7^,  also 
(nach  Satz  267)  die  erste  Polarfläche  (Polarebene)  von  ß  in  Bezug 
auf  die  Quadripolarfläohe  [(n  —  2)-te  Polarfläche]  von  a  bezüglich 
der  F^y  durch  g  gehen.  Jedem  Punkte  a  der  gefundenen  Fläche  ent- 
spricht demnach  bezüglich  der  gegebenen  F*"  eineQuadripolarfläche 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Polarebene  eines  gewissen  Punktes 
von  h  durch  g  geht,  dass  also  die  der  Geraden  h  conjugierte 
Gerade  ^^  da  sie  in  der  genannten  Polarebene  liegt,  die  Gerade  g 
schneidet.  Es  ist  einleuchtend,  dass  sodann  auch  umgekehrt  die  der 
Geraden  g,  bezüglich  der  obigen  Quadripolarfläohe  conjugierte  Gerade  g' 
die  Gerade  h  schneiden  wird. 

Wir  finden  daher,  dass  die  früher  erzeugte  Fläche  2  (n  —  2)-ter 
Ordnung  der  geometrische  Ort  jener  Punkte  ist,  denen  in  Bezug  auf  F^, 
Quadripolarflächen  von  solcher  Beschaffenheit  entsprechen,  dass  die  der 
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gegebenen  Geraden  h  conjugierte  Gerade  die  zweite  gegebene  Gerade  g 
schneidet,  und  umgekehrt. 

Wir  nennen  diese  Fläche  die  ^gemischte  Polarfläche"  der 
beiden  Geraden  g  und  h  in  Bezug  auf  die  Fundamental- 
fläche. 

Fallen  die  beiden  gegebenen  Geraden  g  und  h  zusammen, 
d.  h.  hat  man  es  bloß  mit  einer  gegebenen  Geraden  zu  thun, 
so  wird  diesfalls  die  obgenannte  Fläche  2  (n  —  2)-ter  Ordnung 
den  Ort  jener  Punkte  vorstellen,  welchen  Quadripolarflächen 
von  der  Eigenschaft  zukommen,  dass  die  der  gegebenen  Geraden  g 
conjugierte  Gerade  g'  von  g  selbst  g^chnitten  wird,  d.  h.  dass  die 
betreffende  Quadripolarfläche  die  Gerade  g  berührt. 

In  diesem  Falle  heißt  die  Fläche  2  (n  —  2)-ter  Ordnung  die 
„gemeine  Polarfläche"  der  gegebenen  Geraden  g  in  Bezug 
auf  die  Fundaraentalfläche  F^ 

Kehren  wir  nun  zu  unseren  früheren  Betrachtunjen  zurück. 

Die  Fläche  P^ö  wird  (nach  Satz  365;  respective  nach  der  dem- 
selben Yorangehenden  Betrachtung)  von  den  beiden  Büscheln  {Ftaj  Fbe) 
und  {Fca,  Fcc)  oder  von  den  Büscheln  (Faj,  Fcc)  und  {Feh,  Fee)  erzeugt, 
repräsentiert  daher,  mit  Bücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Flächen 
Fah,  Fae  ••.•>  ^^^  ^^^  Geraden  ac  und  ab  die  gemischte  Polar- 
fläche  dieser  beiden  Geraden.  Ebenso  findet  man,  dass  die 
Fläche  Paa  die  gemeine  Polarfläche  von  hc  etc  ....  vorstellt. 

Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  die  Punkte  a,  b  und  c  ganz 
willkürlich  gewählt  wurden,  also  auch  die  Geraden  ac,  ab,  bc  in  der 
Ebene  abc  als  willkürlich  gewählt  betrachtet  warden  können,  so  er- 
geben sich  nunmehr  die  Sätze; 

370,  jfDie  gemeine  Polarfläche  einer  Geraden  in  Beetig  auf  eine 
Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  d.  L  der  Ort  jener  Punkte,  deren 
Quadripolarflächen  diese  Gerade  berühren,  ist  eine  Fläche  2{n  ■^2)'ter 
Ordnung.    Dieselbe  besitzt  {Satz  364)    (n  —  2)^  Doppelpunkte,^ 

371,  j^Die  gemischte  Polarflüche  zweier  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  d.  i.  der  Ort  jener  Punkte, 
denen  Quadripolarfläclien  von  solcher  Beschaffenheit  entsprechen,  dass 
die  der  einen  gegebenen  Geraden  beziiglich  einer  solchen  Quadripolar- 
fläche  conjugierte  Gerade,  die  zweite  gegebene  Gerade  schneidet,  ist 
eine  Fläche   2{n  ^  2)-ter  Ordnung.^ 

372,  ^Die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  bezüglich  einer 
Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  wird  von  der  gemeinen  Polarfläche 
einer  jeden  in  dieser  Ebene  liegenden  Geraden  längs  einer  Ourve 
3  [n  —  2)^'ter  Ordnung  berührt,  welcJie  durch  die  4{n  —  2)^  D.oppeU 
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punkte  der  erstgenannten  Polarfläche  geht,  und  den  geometrischen  Ort 
der  Pole  jener  Ebene  in  Bezug  auf  die  ersten  Polarftächen  der  Punkte 
der  Geraden  vorstellt.  Die  Berührungscurven  der  gemeinen  Pdar^ 
flächen  zweier  Geraden  der  Ebene  liegen  gleichzeitig  auf  der  ge- 
mischten Polarfläche  dieser  beiden  Geraden.*^ 

§.  353. 

Setzen  wir  weiters  eine  Fundamentalfläche  F*  und  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  g  zwei  Punkte  a  und  b  als  gegeben  voraus.  Die 
ersten  Polarflächen  dieser  Punkte  bezüglich  der  P^  mögen  Fa  und  Fj, 
heißen. 

Die  ersten  Polarflächen  Fax,  F^x  aller  Punkte  x  von  g^  in  Bezug 
auf  die  beiden  Flächen  Fa  und  i^j,  bilden  zwei  projectivische 
Büschel,  welche  sich  zu  einem  symmetrischen  Gomplex  ver- 
einigen lassen,  da  die  Flächen  Fat  und  Fi,a  (nach  Satz  267) 
identisch  sind. 

Das  Erzeugnis  dieser  Büschel  ist  die  gemeine  Polarfläche 
der  Geraden  g  in  Bezug  auf  JP*.  Aus  dem  Satze  347)  folgt  nämlich^ 
dass  dieses  Erzeugnis  eine  Fläche  2(n —  2)-ter  Ordnung  ist,  welche 
den  geometrischen  Ort  jener  Punkte  vorstellt,  deren  Polarebenen 
in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  {Fa,  Ft)  (d.  i.  in  Bezug  auf 
die  ersten  Polarflächen  der  Punkte  von  g,  bezüglich  JF^)  durch  g 
gehen. 

Ist  daher  x  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Fläche,  so  wird  seine 
Polar  ebene  [(n  —  2) -te  Polarfläche]  bezüglich  der  ersten  Polar- 
fläche eines  gewissen  Punktes  y  von  g^  also  (nach  Satz  347)  auch  die 
erste  Polarfläche  (Polarebene)  von  y  in  Bezug  auf  die  (n  —  2)-te 
Polarfläche,  d.  u  Qu adripolarf lache  von  x,  durch  g  gehen.  Die 
Gerade  g  wird  somit  durch  die  Quadripolarfläche  von  x  berührt. 

Dies  zugrunde  gelegt,  ist  aber  die  vorbezeichnete  Fläche  mit  der 
gemeinen  Polare  von  g  identisch.* 

Mit  Rücksicht  auf  Satz  364)  finden  wir  nun  unmittelbar,  dass 
diese  Polarfläche  (n  —  2)^  Doppelpunkte  besitzt,  und  von  den 
Flächen  Faay  Fbb,  d.  i.  von  den  zweiten  Polarflächen  der  Punkte  a 
und  fc,  längs  zweier  Curven  (n — 2)*-ter  Ordnung  berührt  wird,  wobei 
gleichzeitig  diese  beiden  Berührungscurven  auf  der  Fläche 
i^at^J^ta,  d.  i.  auf  der  gemischten  zweiten  Polarfläche  der 
Punkte  a  und  b  liegen. 

Die  Fläche  Fta^Fah  kann  in  analoger  Weise  wie  die  ge- 
mischten Polarflächen  von  Geraden  und  Ebenen  definiert 
werden. 
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Nehmen  wir  auf  der  zweiten  gemischten'  Polarfläche  Fah  der 
Punkte  a  und  h,  d.  i.  auf  der  ersten  Polarfläche  des  Punktes  h  in 
Bezug  auf  die  erste  Polarfläche  jP«  von  a  einen  beliebigen  Punkt  x 
an,  so  geht  dessen  Polarebene  in  Bezug  auf  Fa  (nach  Satz  269) 
duFch  h.  Hierauf  gestützt,  geht  aber  auch  (nach  Satz  267)  die  Polar- 
ebene des  Punktes  a ,  in  Bezug  auf  die  (n  —  2)  -te  Polarfläche  oder 
die  Quadripolarfläche  von  x,  durch  6;  es  sind  somit  a  und  h  conju- 
gierte  Punkte  in  Bezug  auf  diese  Quadripolarfläche. 

Fällt  speciell  a  mit  h  zusammen,  d.  h.  hat  man  es  mit  der 
gemeinen  zweiten  Polarfläche  Faa  von  a  zu  thun,  so  findet 
man  in  gleicher  Weise,  dass  die  Fläche  Faa  auch  den  geometri- 
schen Ort  jener  Punkte  darstellt,  deren  Quadripolarflächen  durch  a 
gehen ;  ein  Besultat,  welches  bereits  in  dem  Satze  268)  in  allgemeinerer 
Torrn  gefunden  wurde. 

Man  erhält  sonach  auf  Grundlage  der  vorstehenden  Betrachtungen 
and  mit  Bezugnahme  auf  Satz  364)  die  Sätze : 

S7S,  „  Die  0weite  gemischte  Polarfläche  zweier  Funkte  in  Bezug 
auf  eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  ist  auch  der  geometrische 
Ort  jener  Punkte^  welchen  Quadripolarflächen  von  solcher  Beschaffen- 
heit zukommen^  dass  die  beiden  Punkte  in  Bezug  auf  jede  derartige 
Quadripolarfläche  conjugiert  sind.^ 

374.  „Die  gemeine  Polarfläche  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
eine  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung,  ist  eine  Fläche  2{n-'2yter 
Ordnung  mit  (n — 5)^  Doppelpunkten^  welche  von  der  zweiten  Polar- 
fläche  eines  jeden  Punktes  der  Geraden  längs  einer  durch  die  (n — 2y 
Doppelpunkte  gehenden  Curve  (n  —  2)^'ten  Ordnung  (welche  die 
Pdarcurve  der  Geraden  in  Bezug  auf  die  erste  Polarfläche  des  he- 
treffenden  Punktes  repräsentiert)  berührt  wird.  Die  Beriihrungscuroen 
der  zweiten  Polarflächen  zweier  Punkte  liegen  auf  der  zweiten  ge- 
mischten Polarfläche  dieser  zwei  Punkte. 

§.  354. 

In  den  Sätzen  374),  372)  und  369)  ist  unter  anderem  auch  aus- 
gesprochen worden,  dass  die  gemeine  Polarfläche  einer  Gera- 
den die  Enveloppe  der  zweiten  gemeinen  Polarflächen 
aller  Punkte  dieser  Geraden  darstelle,  dass  ferner  die  gemeine 
Polarfläche  einer  Ebene  die  Enveloppe  der  gemeinen  Polar- 
flächen aller  in  dieser  Ebene  liegenden  Geraden  repräsentiere, 
und  endlich,  dass  die  Hessiana  die  Enveloppe  der  gemeinen 
Polarflächen  aller  Ebenen  im  Baume  sei. 
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Wenn  man  weiters  die  BetrachtuDgen,  die  für  symmetrische 
Com pl exe  angestellt  wurden,  und  darunter  namentlieh  die  Bezie- 
hungen der  Flächen  P,,,  P,2,  Pj«...,  /T,i,  II^^,  Jl^^...  zu  einander, 
auf  die  gemeinen  Folarfiächen  von  Oeraden  und  Ebenen  anwendet,  so 
findet  man  ohne  jedwede  Schwierigkeit,  dass  beispielsweise  die  gemeinen 
Folarfiächen  und  die  gemischte  Polai  fläche  zweier  sich  schneidenden 
Geraden  von  der  zweiten  gemeinen  Folai  fläche  des  Schnittpunktes 
dieser  Geraden  in  den  nämlichen  (n  —  2)*  Punkten  (§.  347)  be- 
rührt wird  etc.  etc. 

Die  Hessiana  einer  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung  wurde 
als  Ort  der  Doppelpunkte  aller  ersten  Polarflächen,  oder  was  dasselbe 
ist,  als  Ort  jener  .Funkte  x  deflniert,  deren  Quadripoiarflächeu  Kegel 
zweiten  Grades  sind. 

Die  Scheitel  y  dieser  Kegel,  d.  i.  jene  Funkte,  deren  erste  Folar- 
flächen  einen  Doppelpunkt  x  besitzen,  bilden  nun  eine  zweite  Fläche, 
welche  der  Hessiana  (in  Bezug  auf  x  und  y)  punktweise  entspricht 
und  die  „conjugierte  Kernfläche",  die  „Steiner'sche  Fläche** 
oder  die  „Steineriana^  der  Fundamentalfläche  he.ßt. 

Die  Ordnung  derSteineriana  kann  folgendermaßen  ermittelt 
werden. 

Wir  bringen  mit  der  Fundameutallläche  F*»  eine  beliebige  Gerade 
g  des  Baumes  in  Verbindung.  Die  ersten  Folarflächen  aller  Punkte 
Yon  g  bilden  ein  Büschel  (n  —  l)-ter  Ordnung,  in  welchem  es  (nach 
Satz  321)  4(n  —  2)*  Flächen  gibt,  die  einen  Doppelpunkt 
besitzen. 

Ist  Fx  eine  dieser  Flächen,  welche  in  y  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzt und  die  erste  Polarfläche  eines  gewissen  Punktes  x  von  g  vor- 
stellt, so  wird  (nach  Satz  293)  der  Quadripolar fläche  von  y  iu 
X  ein  Doppelpunkt  entsprechen;  dieselbe  wird  daher  ein  Kegel 
zweiten  Grades  sein^  dessen  Scheitel  x  ist. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  auf  der  Geraden  g  4(n  — 2)^  Funkte 
liegen,  welche  Scheitel  solcher  Kegel  sind;  es  folgt  sonach  der  Satz: 

375.  jfDie  Stdneriana,   d.  i.  der  Ort  jener  Funkte,  deren  erste 
Folarfiächen  einen  Doppelpunkt  besitzen,  oder  auch  der  Ort  der  Scheitel 
jener  Kegel  j  welche  Quadripolarflächen  der  Fundamental  fläche  n^ier 
Ordnung  smd,  ist  eine  Fläche   4(m  —  2f'ter  Ordnung.^ 

§.  355. 

Sei  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Steineriana,  F^  seine  erste 
Folarfläche  und  y  der  Doppelpunkt  der  letzteren.  Ferner  nehmen  wir 
auf  der  Polarebene  Fy  des   Puuktes  y    eiueu   beliebigen  Punkt  5  an. 
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Die  erste  Polarfläche  JP«  dieses  Punktes  geht  (nach  Satz  269) 
durch  y.  Die  beiden  ersten  Polarflächen  Fx  und  F9  bestimmen  ein 
Büschel,  welches  von  den  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  der  Geraden 
sx  gebildet  wird,  und  dessen  Basiscurve  durch  y  geht.  Nachdem  aber 
eine  dieser  Polarflächen  —  F^  —  in  y  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
haben  alle  übrigen  Flächen  dieses  Büschels,  wie  aus  der  Betrachtuug 
eines  beliebigen  durch  y  gehenden  ebenen  Schnittes  des  Flächenbüschels 
mit  Zugrundelegung  des  Satzes  53)  folgt,  in  y  eine  gemeinschaft- 
liche Berührebene  E. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Hess ia na  auch  der  geo me- 
trische Ort  jener  Punkte  ist,  in  welchen  sich  die  ersten 
Polarflächen  berühren;  ein  Besultat,  welches  sich  mit  jenem,  in 
dem  Satze  330)  festgestellten,  in  voller  Übereinstimmung  befindet. 

Die  Polarebene  Py  des  Punktes  y  jst  auch  die  Polarebeue 
von  y  in  Bezug  auf  jenen  Kegel,  welcher  die  Quadripolarfläche 
von  y  in  Bezug  auf  /**  repräsentiert;  dieselbe  muss  daher  durch  den 
Scheitel  x  dieses  Kegels  gehen. 

Die  Ebene  E  ist,  als  gemeinschaftliche  Berührebeue 
aller  Flächen  des  Büschels  (/x,  Fg)  im  Punkte  j/,  gleichzeitig  die 
Polarebene  oder,  da  diese  Flächen  von  der  (w — l)-ten  Ordnung  sind, 
die  (w  —  2)-te  Polarfläche  von  y  in  Bezug  auf  diese  Flächen. 

Wählen  wir  unter  den  besagten  Flächen  beispielsweise  die  Fläche  /i, 
so  wird  die  Ebene  E  die  (n  —  2)-te  Polarfläche  von  y  in  Bezug  auf 
die  erste  Polarfläche  von  s  bezüglich  der  Fundamentalfläche  sein.  Auf 
Grundlage  des  Satzes  267)  ist  die  Ebene  E  auch  die  erste  Polarfläche 
von  s  in  Bezug  auf  die  (n  —  2)-te  Polarfläche  d.  i.  die  Quadripolar- 
fläche von  y  bezüglich  F^. 

Die  genannte  Quadripolarfläche  ist  aber  ein  Kegel  mit 
dem  Scheitel  x\  es  muss  daher  die  erste  Polarfläche  von  s  in  Bezug 
auf  diesen  Kegel,  d.  i.  die  Ebene  JE,  durch  x  gehen. 

Hieraus  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass  die  Gerade  xy  eine 
Tangente  der  Fläche  F^  in  Punkte  y  sei.  Da  ferner  diese  Fläche  J"« 
eine  beliebige  durch  y  gehende  erste  Polarfläche  vorstellt,  so  ist  klar, 
dass  die  Gerade  xy  überhaupt  alle  ersten  Polarflächen, 
welche  durch  y  gehen,  berühren  wird. 

Wir  erhalten  somit  die  Sätze: 

376.  j^Die  Ilessiana  einer  Fundamental  fläche  ist  der  geometrische 
Ort  aller  PunUe^  in  welchen  sich  erste  Polarflächen  der  Fundamen- 
talfläche  berühren.^ 
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577.  yjSind  x  und  y  zwei  einander  entsprechende  Funkle  der 
Steineriana  und  Hessiana,  so  ist  die  Gerade  xy  eine  Tangente  aller 
ersten  Pölarflächen,  welche  durch  y  gehen^  in  diesem  Punkte.*^ 

§.  356. 

Sei  X  wieder  ein  Punkt  der  Steineriana  und  y  der  demselben 
entsprechende  Punkt  der  Hessiana.  Nehnaen  wir  ferner  eine  belie- 
bige Tangente  t  der  Steineriana  im  Punkte  x  an,  d.  h.  ver- 
binden wir  X  mit  jenem  Funkte  x'  der  Steineriana,  welcher  dem 
Funkte  x  in  der  Bichtung  t  unendlich  nahe  liegt;  so  wird  selbst- 
verständlich auch  der  dem  Funkte  x^  entsprechende  Funkt  y'  der 
Hessiana,  dem  Funkte  y  unendlich  nahe  liegen  müssen. 

Die  erste  Folarfiäcbe  von  x  besitzt  in  y  einen  Doppelpunkt,  und 
wird  ebenso  auch  die  erste  Folarfiäcbe  von  rr'  in  y'  einen  Doppel- 
punkt haben. 

Es  ist  hiermit  einleuchtend,  dass  sodann  auch  die  erste  Folar- 
fiäcbe von  X*  durch  den  ihrem  Doppelpunkte  y'  unendlich  nahe  gele- 
genen Funkt  y  gehen  muss. 

Die  Folarebene  von  y  wird  daher  (nach  Satz  269)  sowohl  durch  x, 
als  auch  durch  x*  gehen,  also  die  Tangente  ^  der  Steineriana  im 
Funkte  x  enthalten. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Tangente  t  im  Funkte  x 
willkürlich  gewählt  wurde,  so  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  das- 
selbe von  allen  Tangenten  der  Steineriana  im  Funkte  orgelte, 
dass  also  die  Folarebene  V  on  y,  die  Tangentialebene  der 
Steineriana  in  x  repräsentiere.    Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

578.  jjDie  Polarebene  eines  Punktes  der  Hessiana  berührt  die 
Steineriana  im  entsprechenden  Punkte.^ 

§.  357. 

Vermittelst  der  eben  festgestellten  Eigenschaft  lässt  sich  ohne 
Schwierigkeit  die  TjClassea  der  Steineriana  bestimmen. 

Die  Classe  wird  durch  die  Zahl  n  der  Tangentialebenen 
der  Steineriana,  welche  eine  beliebig  gegebene  Gerade  g  ent- 
halten, ausgedrückt. 

Dsr  Ort  jener  Funkte,  deren  Folarebenen  durch  g  gehen,  ist 
eine  Curve  (n —  l)*-ter  Ordnung,  d.  i.  die  Folarcurve  von  g.  Die- 
selbe trifft  die  Hessiana  im 

4  (n  —  1)'*  (n  —  2) 
Funkten.  Jedem  dieser  Funkte  entspricht  eine  Folarebene,    welche 
einerseits  durch  g  geht,  und  andererseits   (nach  Satz  378)  die  St  ei- 
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neriana  berührt.  Man  findet  also  die  Glassenzahl  aasgesprochen 
durch:   4  (n  —  1)'  (n  —  2)   und  hiernach  den  Satz: 

379.  y^Bie  Steineriana  einer  Fundamentälfläehe  n-ier  Ordnung 
ist  eine  Fläche  4  (n  -  2)^  (n  —  2yter  Classe.*" 

§.  358. 

Wir  wissen  bereits  (Satz  368),  dass  die  gemeine  Polar  fläche 
einer  beliebigen  Ebene,  die  Hessiana  längs  einer  Gurv^e  berührt, 
welch' letztere  durch  die  Doppelpunkte  der  Hessiana  geht  und  den 
Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polarflächen  der  Punkte  jener  Ebene 
vorstellt. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  jeder  Doppelpunkt  y^  der 
Hessiana  gleichzeitig  auch  Doppelpunkt  der  ersten  Polar- 
fläche eines  gewissen  Punktes  x  in  jeder  beliebigen  geführten  Ebene 
sei,  oder  dass  mit  anderen  Worten,  in  jeder  beliebigen  Ebene  ein 
(aber  auch  nur  ein)  Punkt  x  existiert,  dessen  erste  Polarfläche 
einen  Doppelpunkt  in  y^  hat. 

Alle  diese  Punkte  x  entsprechen  auf  der  Steineriana  dem 
Doppelpunkte  y^  der  Hessiana,  und  nachdem  in  jeder  beliebigen 

Ebene  einer  derselben  sich  vorfindet,  so  bilden  die  besagten  Punkte 
eine  gerade  Linie  £,  welche  ganz  auf  der  Steineriana  liegt,  und 
dem  Doppelpunkte y^  entspricht  Dadie  Zahl  der  Doppelpunkte  y^ 
auf  der  Hessiana  (nach  Satz  367)  gleich  10 (n  —  2)'  ist,  so 
erhalten  wir  unmittelbar  den  Satz: 

380.  y^Die  Steineriana  einer  Fundamentalfläche  n-ter  Ordnung 
enthält  10  {n  —  2)^  Geraden^  deren  jede  einem  Doppelpunkte  der  Hes- 
siana  entspricht.^ 

§.  359. 

Als  Folgerung  aus  dem  Satze  378)  gelangen  wir  weiters  zu  dem 
fiesultate,  dass  die  Polarebene  des  Punktes  y^  die  Steineriana 
in  jedem  Punkte  x,  also  längs  der  dem  Doppelpunkte  y^  ent- 
sprechenden Geraden  g  berührt. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  Qua dripolar fläche  eines 
beliebigen  Punktes  y  der  Hessiana  eine  Fläche  zweiten  Grades  sei, 
die  im  entsprechenden  Punkte  x  einen  Doppelpunkt  hat,  so  findet  man 
unmittelbar  auch,  dass  die  Quadripolarfläche  eines  Doppel- 
punktes y^  der  Hessiana,  nachdem  dieselbe  unendlich  viele  Doppel- 
punkte Xf  welche  in  einer  Geraden  $  liegen,  besitzt,  in  zwei 
durch  I  gehende  Ebenen  degenerieren  müsse.  Daher  der  Satz: 
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38L  „Die  Quadripolarfläche  eines  Doppelpunktes  der  Uessiana 
ist  ein  Ebenenpaar^  dessen  Schnittgerade  mit  der  dem  Doppelpunkte 
entsprechenden  Geraden  der  Steineriana  identisch  ist.  Die  Polarebene 
eines  Doppelpunktes  der  Hessiana  berührt  die  Steineriana  längs  der 
diesem  Doppelpunkte  ewtsprecherhden  Geraden.^ 

§.  360. 

Im  Früheren  (Satz  284)  wurde  nachgewiesen,  dass  die  Quadri- 
polarfläche eines  parabolischen  Punktes  der  Fundamen- 
talfiäche  ein  Kegel  sei,  dessen  Scheitel  jedoch  nicht  nodt  dem 
parabolischen  Punkte  zusammenfällt. 

Dieser  Kegelscheitel  gehört  noth wennig  der  Steineriana  der 
Fundamentalfläche,  und  daher  der  vorgenannte  parabolische 
Punkt  der  Hessiana  an. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  einer  punktallgemeinen  Fläche 
n-ter  Ordnung  sämmtliche  Punkte  der  letzteren,  welche  gleich- 
zeitig der  Hessiana  angehören,  parabolische  Punkte  sein  müssen. 

Die  parabolische  Gurveder  Fundamentalfläche  ist  die  Schnitt- 
curve  der  letzteren  mit  der  ihr  zugehörigen  Hessiana  und  folglich 
(wie  bereits  aus  dem  Satze  279  hervorgeht)  eine  ßaumcurve  4n(n — 2)- 
ter  Ordnung.  Hiernach  besteht  der  Satz: 

585.  y^Die  parabolische  Curve  einer  Fläche  n-ter  Ordnung  ist 
die  Schnittcurve  4  n  (n  —  2)'ter  Ordnung  dieser  Fläche  mit  ihrer 
Hessiana,*^ 

§.  361. 

Setzen  wir  schließlich  noch  voraus,  die  Fundamentalfläche  F** 
besitze  eine  Gerade  g. 

Denken  wir  uns  durch  g  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt,  so  hai 
diese  mit  der  Fläche  JP**,  außer  der  Geraden  g^  noch  eine  Curve  O"* 
der  (n  —  l)-ten  Ordnung  gemein,  welche  ihrerseits  wieder  die  Gerade  f/ 
in  w — J  Punkten  schneidet,  welche  die  Doppelpunkte  des  Ge- 
sammtschnittes,  nnd  mithin  Berührungspunkte  der  Ebene  c 
mit  der  Fläche  J^*  vorstellen. 

Legen  wir  durch  die  vorgenannte  Schnittcurve  0~"^  eine  beliebigo 
Fläche  F'^^  der  (n  —  l)-ten  Ordnung ,  so  trifft  diese  die  Fläche  F* 
außer  in  O-^  noch  in  einer  Curve  (7(*»-i)'  der  (n  —  l)*-ten  Ordnung. 

Betrachtet  man  diese  letztere  Curve  als  Basiscurve  eines; 
Flächenbüschels  B""^  der  (n  —  l)-ten  Ordnung,  so  kann  (nach 
Satz  247)  dieses  Bäschel  jB"— ^  mit  dem  Büschel  g  {e^  e, . .)  der  durch 
g  gehenden  Ebenen  derart  in  projectivische  Beziehung  gesetzt  wer- 
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den ,  dass  der  Ort  der  den  Schnittearven  entsprechenden  Elemente  bei- 
der Bfischel  die  gegebene  Fläche  F*^  repräsentiert. 

Hieraus  folgt  nnitiittelbar,  dass  jede  Fläche  des  Büschels  B*""^ 
die  Fläche  F^  (außer  in  der  Basiscurve  C^»«^^)')  in  einer  ebenen 
Curve  C*»—^  der  (« — l)-ten  Ordnung  schneidet,  deren  Ebene  durch  g 
geht. 

Eine  beliebige  durch  g  gelegte  Ebene  e  berührt  (nach  Satz  191) 
3  (n  —  2)'  Flächen  des  Büschels  J5*^-*.  Diesen  Flächen  entsprechen 
im  Ebenenbüschel  g{e.,.)  3(n  —  2)^  Ebenen,  welche  wir  sämmt- 
lioh  mit  e'  bezeichnen  wollen.  Da  ferner  die  Flächen  2^"^  des  Büschels 
JB«-i  als  punktallgemein  vorausgesetzt  sind,  so  ist  (nach  Satz  278) 
ihre  Classe  gleich  (n  —  1)  (n  —  2)*;  es  entsprechen  daher  einer 
Ebene  e' 

(n—  ])  (n  — 2)« 

Ebenen  e,  d.  s.  die  durch  g  gehenden  Tangentialebenen  jener 
Fläche  /^~S  welche  der  Ebene  e'  entspricht. 

Es   wird   daher,    mit  Zugrundelegung  des  Correspoudenzsatzes, 

(n  -  1)  (w  -  2)«  -f  3  (n  —  2)«  =  (n  +  2)  (u  —  2)«-mal 

vorkommen,  dass  zwei  entsprechende  Ebenen  e  und  e*  zusammenfallen, 
oder  mit  anderen  Worten,  es  wird  (n  +  2)  (»  —  2)'*-mal  vorkommen, 
dass  eine  Ebene  des  Büschels  g{e.  .  .)  die  ihr  entsprechende  Fläche 
jF^-*  im  Büschel  B*"-^  berührt  und  folglich  in  einer  Curve  C"-^ 
schneidet,  welche  in  dem  betreffenden  Berührungspunkte  einen 
Doppelpunkt  besitzt.  Wenn  man  nun  berücksichtigt,  dass  diese 
Curve  C"-^  auch  den  Schnitt  der  Ebene  e  mit  der  gegebenen  Fläche 
F~  repräsentiert,  so  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

383.  y^EniMlt  eine  ptinktallgemeine  Fläche  n-ter  Ordnung  eine 
Gerade,  so  können  durch  die  letztere  {n  +  2)  {n  —  2)^  Ebenen  gelegt 
werden,  deren  jede  die  Fläche  in  einem  der  Geraden  nicht  angehören- 
den Funkte  berührt.^ 

§.   362. 

In  dem  Flächenbüschel  B^-^  gibt  es,  wie  wir  bereits  in  dem 
Satze  190)  festgestellt  haben,  2(n  — 2)  Flächen,  welche  die  Gerade  g 
in  Punkten  x  berühren. 

Die  einer  derartigen  Fläche  entsprechende  Ebene  e  schneidet 
mithin  die  Fläche  jP»,  außer  in  der  Geraden  g,  noch  in  einer  Cnrve 
O""*,  welche  in  dem  betreffenden  Punkte  x  die  Gerade  g  berührt. 
Dieser  Punkt  stellt  offenbar  einen  parabolischen  Punkt  der 
Fläche  F^  vor,  indem    der  Schnitt  {g  +  O"^)    von  e  mit  F^  in  x 
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'einen  Doppelpunkt  mit  zwei  in  g  zusammenfallenden  Tan- 
genten besitzt. 

Die  vorgenannten  2  (n  —  2)  Punkte  x  sind  somit  parabolische 
Punkte  der  Fläche  F^. 

Andererseits  ist  uns  aber  auch  bekannt  (Satz  382) ,  dass  die 
4  (w  —  2)  Punkte,  in  welchen  g  von  der  Hess iana  der  Fläche  P*  ge- 
schnitten wird,  parabolische  Punkte  der  Fläche/^  sein  müssen. 
Letzteres  ist  mit  Rücksicht  auf  die  eben  angestellten  Betrachtungen 
offenbar  nur  dann  möglich,  wenn  stets  zwei  von  den  4(n — 2)  Punkten 
mit  einem  der  Punkte  x  zusammenfallen,  wenn  also  die  Hessiana 
und  somit  auch  die  parabolische  Curve  von  F^  die  Gerade  g  in 
den  2  (n  —  2)  Punkten  x  berührt.  Wir  können  demnach  den  Satz 
aufstellen : 

384.  jjEnthäÜ  eine  punJUallgemeine  Fläche  n-ter  Ordnung  eine 
Gerade ,  so  mrd  leidere  in  5  (n  —  2)  Funkten  sowohl  von  der  Hes- 
siana, als  auch  von  der  parabolischen  Curve  der  Fläche  berührt'^  '^) 
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eestimmung   der  Charaktere  und  Singularitäten   einiger  Flächen 
und  Curven,  welche  eich   aus  gegebenen  algebraiechen  Flächen 

ahleiten  laseen. 

§.  363. 

Gegeben  sei  eine  punktallgemeine  Fläche  F*^  der  n-ten  Ordnung, 
welche  von  einer  anderen  punktaUgemeinen  Fläche  F"^  der  nj-tea 
Ordnung  in  der  Curve  O"»  geschnitten  wird. 

Die  Paare  der  Haupttangenten  der  Fläche  F^  in  den  Punkten 
der  Curve  0*»**»  bilden  ein  ein-stufiges  System  von  Geraden,  d.i. 
eine  (im  allgemeinen)  windschiefe  Fläche,  deren  Grad  sich  folgender- 
maßen bestimmen  lässt. 

Es  sei  g  irgend  eine  beliebige  Gerade  und  x  irgend  ein  variabler 
Punkt  derselben.  Die  zweite  Polarfläche  von  x  bezüglich  F^  schneidet 
die  Curve  C"**»  in  nn^(7i  —  2)  Punkten,  deren  jeder  die  Eigenschaft 
besitzt  y  dass  seine  Quadripolarfläche  (nach  Satz  268)  durch  x  geht. 
Die  Polarebenen  dieser  7%n^  (n  —  2)  Punkte,  d.s.  die  Tangentialebenen 
von  F^  in  denselben,  treffen  die  Gerade  g  in  nn^{n  —  2)  Punkten, 
welche  wir  mit  x'  bezeichnen  wollen. 
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Nehmen  wir  weiters  auf  g  einen  Punkt  x'  variabel  an.  Die  erste 
Folarfläche  von  x'  in  Bezug  auf  F^  sehneidet  die  Curve  0**>  in 
wWj  (n  —  1)  Punkten,  deren  Polarebenen  bezüglich  E^  (Satz  269) 
durch  X  gehen  werden.  Jedem  dieser  nn^{n  —  1)  Punkte  entspricht 
eine  Quadripolarfläche ,  welche  g  in  zwei  Punkten  x  trifft,  so  dass 
man  auf  der  Geraden  g  im  ganzen  2nn^{n  —  1)  Punkte  x  erhält. 

Man  erkennt  diesfalls  sofort,  dass  zwischen  den  Punkten  x  und 
x'  eine  Correspondenz  besteht.  Wählt  man  nämlich  auf  der  Curve  (7*^"' 
einen  beliebigen  Punkt,  so  wird  dessen  Quadripolarfläche  die  Gerade  g 
in  zwei  Punkten  x,  und  seine  Polarebene  die  Gerade  g  in  einem 
Punkte  X*  treffen. 

Einem  Punkte  x  entsprechen,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  nn^{n — 2) 
Punkte  x',  und  einem  Punkte  x^  entsprechen  2nn|  (n  —  1)  Punkte  x. 

Dies  zugrunde  gelegt  gibt  es  aber  nach  dem  Correspondenzsatze : 
2nn,  (n  —  1)  +  ^^i  {^  —  2)  =  nn,  (3w  —  4) 

Punkte  auf  der  Geraden  g,  in  welchen  sich  entsprechende  Punkte  x 
und  x*  decken,  oder  mit  anderen  Worten,  durch  welche  sowohl  die 
Quadripolarfläche,  als  auch  die  Polarebene  eines  und  desselben  Punktes 
der  Curve  {>•*»  gehen. 

Nachdem  aber,  wie  unmittelbar  dem  Satze  283)  zu  entnehmen 
ist,  der  Schnitt  der  Quadripolarfläche  und  der  Polarebene  eines  Punktes 
der  jP**,  die  beiden  HaupttaDgenten  in  diesem  Punkte  repräsentieren,, 
so  bestimmt  die  eben  gefundene  Zahl  die  Anzahl  jener  Haupttangenten 
in  den  Punkten  der  O**»,  welche  gleichzeitig  die  Gerade  g  Schneider, 
oder  mit  anderen  Worten,  den  Grad  der  gesuchten  wind- 
schiefen Fläche. 

Die  Curve  O**»  selbst  ist,  nachdem  durch  jeden  Punkt  derselben 
zwei  Erzeugende,  d.  i.  die  beiden  Haupttangenten  von  J^**  gehen,  ein& 
Doppelcurve  der  windschiefen  Fläche. 

Daher  der  Satz: 

385.  ^Die  Haupttangenten  einer  punktallgemeinen  Fläche  n-ter 
Ordnung  in  den  Punkten  ihrer  Durchschnittscurve  mit  einer  Fläche 
n^'ter  Ordnung  bilden  eine  windschiefe  Fläche  nn^{3n  —  4)'ten 
Grades,  für  welche  die  genannte  Schnittcurve  eine  Doppellinie  vor- 
stellt.^ 

Setzen  wir  speciell  n,  =  1,  so  wird  der  Grad  der  Fläche 
der  Haupttangenten  der  F^  in  den  Punkten  ihres  Schnittes  C^ 
mit  einer  Ebene  e  ausgedrückt  durch:    n  (3n  —  4). 
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Der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  der  Ebene  e  besteht  sodann  aus 
der  doppelt  zu  zählenden  Curve  O  und  aus  den  in  der  Ebene  e  lie- 
genden üaupttangenten.    Die  Zahl  der  letzteren  ist  mithin: 

M  (3n  —  4)  —  2n  =  3n  (n  —  2). 

Man  gelangt  somit  zu  dem  bereits  bekannten  Satze: 

386,  j^Eine  beliebige  Ebene  enthält  3n{n  —  2)  Haupttangenten 
einer  punktallgemeinen  Fläche  n-ter  Ordnung.'^ 

Eine  weitere  Specialisierung  erlaubt  der  Satz  385),  wenn  man  für 
die  schneidende  Hilfsebene  /'^i  insbesondere  die  Hessiana  der  Fläche 
F*^  annimmt 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  es  (nach  Satz  382)  mit  der  Fläche 
der  Haupttangenten  von  F^  in  den  Punkten  der  parabolischen  Gurve 
zu  thun.  Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  385)  wäre  der  Grad  dieser 
Fläche,  da  n,  diesfalls  gleich   4(n  —  2)  ist,  ausgesprochen  durch: 

4n(n  —  2)  (3n  — 4). 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  in  einem  jeden  parabolischen 
Punkte  beide  Haupttangeuten  iu  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammen- 
fallen, so  ist  einleuchtend,  dass  sich  die  obangegebene  Zahl  auf  die 
Hälfte  reduciere,  dass  also  diesfalls  derj  Grad   der   Regelfläche 

2n()i  — 2)  (3n  — 4)   sei. 

Weiters  ist  aber  bereits  bekannt,  dass  sich  zwei  auf  einander 
folgende  stationäre  Ebenen  (Tangentialebenen  in  zwei  unendlich  nahen 
Punkten  der  parabolischen  Curve)  iu  einer  Haupttangente  schneiden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  eben  gefundene  Regclfläche  developpabel 
sei  und  mit  der  Enveloppe  der  stationären  Ebenen  (Satz  280) 
identisch  ist.    Daher  gilt  der  Satz: 

387.  ^Ber  Ort  der  Haupttangenten  einer  punktallgemeinen 
Fläche  n-ter  Ordnung  in  den  Punkten  ihrer  parabolischen  Curve  ist 
eine  aufwickelbare  Fläche  2n(n  —  2)  {3n  —  4)-ter  Ordnung,  welche 
gleichzeitig  die  Enveloppe  der  stationären  Berührebeyun  der  Fläche 
repräsentiert,^ 

§.  364. 

Sei  wieder  O»»«  der  Durchschnitt  der  beiden  Flächen  F^  und  2^» 
und  seien  die  Charaktere  jener  Developpablen  zu  bestimmen,  welche 
der  einen  Fläche,  etwa  F",  längs  |der  Curve  C*"»  umschrieben  ist, 
d.  i.  von  den  Tangentialebenen  der  F*  in  den  Punkten  von  C*"»  ge- 
bildet wird. 

Die  erste  Polarfläche  irgend  eines  Punktes  P  im  Baume  bezQg- 
lich  F^  ist  eine  Fläche  (w  —  l)-ter  Ordnung,  welche  die  Curve  0""> 
in  nn,(n  — 1)  Punkten  trifft.   Besagte  Punkte  gehören  sämmtlich  der 
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Berühruugscuryo  von  F''  mit  dem  der  letzteren  aus  B  umHchriebenen 
Kegel  an,  d.  h.  die  Tangentialebenea  der  F"  in  den  nn^{n — 1)  Punkten 
«^ehen  sämmtlich  durch  P.  Andererseits  sind  aber  die  eben  genannten 
Tangentialebenen  auch  Berührebenen  der  gesuchten  Developpablen ; 
es  drückt  daher  die  Anzahl  nn^in—V)  derselben  die  „Classe^  der 
Developpablen  aus. 

Nehmen  wir  ferner  an,  es  sei  g  irgend  eine  beliebige  Gerade 
im  Baume. 

Die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  dieser  Geraden  bezüglich  J"*" 
bilden  ein  Büschel   (n  —  l)-ter  Ordnung,  in  welchem  nach  Satz  341) 

n  w,  (3  n  +  nj  —  6) 

Flächen  existieren,  welche  die  Curve  ^/•"h  berühren.  Die  Bedeutung 
dieser  Flächen  ist  folgende. 

Sei  P  einer  von  den  Punkten  auf  g^  dessen  erste  Polarfläche  die 
Curve  G^^  berührt,  oder  mit  anderen  Worten,  in  nn^{n  —  1)  Punkten 
schneidet,  von  welchen  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgen. 

Die  Tangentialebenen  der  F^  in  diesen  beiden  Punkten  gehen 
durch  P;  ihre  Schnittgerade,  welche  offenbar  eine  Erzengende  der 
fraglichen  Developpablen  ist,  wird  daher  die  Gerade  g  im  Punkte  P 
schneiden.  Die  eben  gefundene  Zahl  gibt  daher  den  „Rang^  der 
Develpppablen,  d.  i.  die  Anzahl  der  Erzeugenden  an,  welche  eine 
beliebige  Gerade  g  schneiden. 

Besäße  die  Developpable  eine  stationäre  Berührebene,  so 
müsste  diese  die  Fläche  F^  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten 
der  Curve  G'*'*«  berühren. 

Letzteres  wäre  aber  selbstverständlich  nur  dann  möglich,  wenn 
C"*^  die  parabolische  Curve  von  F^  berühren  würde.  Da  dies  aber 
im  allgemeinen  nicht  eintreten  wird,  so  folgt,  dass  diesfalls  die  Zahl 
a  der  stationären  oder  Wendeebenen  gleich  Null  sei. 

Hiemit  kennen  wir  drei  Charaktere  der  Developpablen,  nämlich 
ihre  Classe  =wn, (n — 1),  ihren  Eang  =  nn|(3n  +  n^  —  6) 
und  die  Zahl  ihrer  Wendeebenen  a  =  0.  Die  übrigen  Charaktere 
resp.  Singularitäten  können  anstandslos  vermittelst  der  P lücker- 
Cayley'schen  Gleichungen  berechnet  werden. 

Es  folgt  somit  der  Satz: 

388,  j^Die  einer  punktallgemeinen  Fläche  n-ter  Ordnung  längs 
ihres  Durchschnittes  mit  einer  anderen  punktallgemeinen  Fläche  n^^ter 
Ordnung  un^schriebene  Developpable  ist  von  der  nn^{n  —  l)-ten  Classe 
und  vom  nn^ (5 »  -j-  n,  —  Syten  Range ;  dieselbe  besitzt  keine  Wende- 
ebenen,^ 


384 

Setzen  wir  als  schneidende  Fläche  eine  Ebene  j&  voraus,  d.  h.  ist 
n^  =7  1,  so  erh&It  man  den  besonderen  Satz: 

389.  jjTHe  einer  punktallgemeinen  Fläche  n-ter  Ordnung  längs 
eines  ebenen  Schnittes  umschriebene  DeveloppMe  ist  von  der  n  (w — l)-ten 
Glosse  und  vom  n(3  n  —  öyten  Bange;  dieselbe  besitzt  keine  Wende- 
ebenen,^ 

Es  ist  diesfalls  leicht  zu  erkennen,  dass  der  Schnitt  dieser 
Developpablen  mit  der  Ebene  E  aus  der  Carve  n-ter  Ordnung, 
welche  E  und  F*^  gemeinsam  ist,  und  aus  den  3n(n  —  2)  in  E 
liegenden  Haupttangenten  von  F^  bestehe. 

§.  365. 

Ermitteln  wir  nun  weiters  auch  die  Charaktere  der  zwei 
gegebenen  punktallgemeinen  Flächen  n^-ter  und  n^-ter  Ordnung  um- 
schriebenen Developpablen. 

Die  besagte  Fläche  ist  die  Enveloppe  aller  Ebenen,  welche 
gleichzeitig  die  beiden  gegebenen  Flächen  F^  und  F*^  ber&hren. 
Nachdem  diese  Flächen  von  der  nj-ten,  respective  n^-ten  Ordnung  und 
flberdies  punktallgemein  sind,  so  ergeben  sich  ihre  C lassen  beziehungs- 
weise gleich: 

n,  (n^  —  l)*-*  und  n,  (w^  —  1)'. 

Selbstverständlich  werden  diese  Classenzahlen  auch  jene  beiden 
Kegel  besitzen,  welche  aus  einem  beliebigen  Scheitel  P  im  Baume  den 
beiden  Flächen  l^  und  F^  umschrieben  werden  können. 

Die  gemeinschaftlichen  Berührebenen  —  n^  n^  (n^  —  1)'  (n, — 1)' 
an  der  Zahl  —  zind  gleichzeitig  auch  gemeinschaftliche  BerQhrebenen 
von  jP»»  und  F"**  und  mithin  die  Tangentialebenen  derjenigen  Deve- 
loppablen,  welche  durch  P  gehen.  Die  Developpable  ist  also 
von  der 

^1  **«  K  —  0*  (^ü  —  l)'-ten  Classe. 

Nehmen  wir  ferner  die  eine  der  beiden  gegebenen  Flächen,  allen- 
falls JF^i  als  Fundamentalfläche  an,  so  wird  sich  (nach  Satz  312)  als 
Ort  der  Pole  aller  Tangentialebenen  der  zweiten  Fläche  JP*>  eine 
Fläche  (nj  —  1)  n,  (w,  —  l)'-ter  Ordnung  ergeben,  welche  die  JP"»  in 
einer  Curve  C^  der   n^n^  (n^  —  1)  (w«  —  l)'-ten  Ordnung  schneidet 

Bezeichnen  wir  mit  x  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Curve,  so 
wird  derselbe  den  Pol  einer  gewissen  Tangentialebene  T,  von  F^  re- 
präsentieren;  da  er  aber  gleichzeitig  auch  der  Fundamentalfläche  JP*« 
angehört,  muss  die  Ebene  7x  auch  JP*»  berühren  und  wird  diese  Be- 
rührung im  Punkte  x  stattfinden. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  vorgenannte  Curve  (7,  die  Berührungs- 
curve  der  Fläche  F"'^  mit  der  zu  untersuchenden  Developpablen  ist. 

In  gleicher  Weise  findet  man  als  Berührungscurve  der  Develop- 
pablen mit  der  Fläche  JF"»  eine  Curve  CJ,  der  | 

w,  Wg  (n,  —  1)'  (wg  —  l)-ten  Ordnung. 

Aus  früheren  Betrachtungen  wissen  wir  aber,  dass  die  Verbin- 
dungsgerade der  Berührungspunkte  einer  gemeinschaftlichen  Berührebene 
von  F^^  und  JF"«  gleichzeitig  eine  Erzeugende  der  gemeinschaftlich 
umschriebenen  Developpablen  sei.  Hieraus  entnehmen  wir,  dass  die 
beiden  Curven  Q  und  C^  sich  punktweise  projectivisch,  d.  i.  ein- 
deutig entsprechen.  Diese  Eigenschaft  können  wir  benützen,  um  den 
Bang  der  Developpablen  festzustellen. 

Sei  g  eine  beliebige  Gerade  im  Kaume,  welche  wir  als  die  Achse 
zweier  Ebenenbüschel  JB,  und  B^  betrachten;  zwei  Ebenen  dieser 
Büschel  B^  und  B^  sollen  einander  entsprechen,  sobald  sie  durch  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Curven  C^  und  C^  gehen. 

Eine  beliebige  Ebene  e^  des  Büschels  B^  trifft  die  Curve  Q  in 
Wj  w,  (Wj  —  1)  (Wj  —  1)*  Punkten,  denen  eben  so  viele  Punkte  auf  G,, 
also  auch  eben  so  viele  Ebenen  im  Büschel  JBj  entsprechen.  Auf 
gleiche  Weise  findet  man,  dass  eine  Ebene  c,  des  Büschels  B^  stets 
w,  «5  (nj  —  1)'  (Ha  —  1)  Ebenen  des  Büschels  By  entsprechen. 

Die  beiden  Büschel  B^  und  JB,  besitzen  mithin 
n,  n,  in,  -  1)  (w,  -  1)«  +  n.  n,  (n,  -  If  (n.  -  1)  = 
=  Wi  Wj  (w^  —  1)  (Wg  —  1)  (n^  +  w^  —  2) 
Doppel  ebenen,    d.  h.  durch   die    Gerade  g   gehen 

Wi  ng  (Wi  —  1)  {n^  —  1)  (w,  +  Ma  —  2) 
Ebenen,    deren  jede  zwei  entsprechende  Punkte  von  C^  und 
(7s,  also  eine  Erzeugende  der  Developpablen  enthält. 

Die  gefundene  Zahl  drückt  somit  aus,  wie  viele  Erzeugenden  der 
Developpablen  eine  beliebige  Gerade  g  schneiden,  oder  mit  anderen 
Worten:  sie  repräsentiert  die  ßangzahl  der  Developpablen. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  eine  Wendeebene  oder  statio- 
näre Ebene  der  Developpablen  auch  eine  stationäre  Ebene  der  Fläche  F''^ 
sowohl,  als  auch  der  Fläche  F^  sein  müsse,  dass  also  deren  Berüh- 
rungspunkte auf  den  parabolischen  Curven  von  F^^  und  JF"»  liegen 
werden,  so  ist  von  selbst  einleuchtend,  dass  die  Developpable 
keine  stationären  Ebenen  besitzen  könne,  indem  wohl  die 
Curven  C,  und  C^  von  den  parabolischen  Curven  der  bezüglichen 
Flächen  F^^  und  i"'»  in  Punkten  geschnitten  werden,  diese  Punkte 
aber,  infolge  der  allgemeinen  Lage  von  F"^  und  i^»  auf  C^  und  C^y 
sich  nicht  entsprechen  können. 

Peschka,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  U.  1b 
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Mittelst  der  Plücker-Gajley 'sehen  Gleichungen  kann  man  nun 
aus  den  drei  gefundenen  Werten  (Classe,  Bang  und  Anzahl  der  Wende- 
ebenen) die  übrigen  Charaktere  und  Singularitäten  der  Developpablen 
ohneweiters  ableiten.  Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

390.  „DiV  gemeinschaftlich  umschriebene  Developpable  stoeier 
punktallgemeinen    Flächen  n^-ter  und   n^-ter    Ordnung   ist   von   der 

w,  n^  («i  —  i)'  (n^  —  Tj^-ten   Classe,   vom 
w,  n^  (n,  —  1)  (n,  —  /)  (n,  -\-  n^  —  2)'ten  Hange,   und   besitzt  keine 
Wendeebeneyx;   dieselbe  berührt  die  beiden  Flächen  n^-ter  und  n^-ter 
Ordnung   in  Curven  von  den  bezüglichen  Ordnungen 
Mj  na  (n,  —  1)  (nj  —  i)*   und    w,  Wg  (n^  —  i)*  (Wj  —  i)," 

§.  366. 

Ebenso  einfach  lassen  sich  nunmehr  auch  die  Charaktere  und 
Singularitäten  der  Durchschnittscurve  G  zweier  Develop- 
pable n  Dj  und  Do  entwickeln.  Diese  letzteren  mögen  als  Tangen- 
tenflächen  zweier  Raumcurven  C^  und  G,  gegeben  sein. 

Die  Ordnungen  n^  und  n,,  die  Bangzahlen  r^  und  r,  und  die 
Classen  w,  und  m^  von  C,  und  0%  wollen  wir  als  bekannt  vor- 
aussetzen. 

Die  Bangzahlen  r,  und  r,  repräsentieren  aber  gleichzeitig  die 
Ordnungen  der  beiden  Developpablen  D,  und  D^,*  so  dass  wir  als 
Schnittcurve  C  der  letzteren  eine  Cur ve  r,  r^-ter  Ordnung  erhalten^ 

Da  ferner  jene  Punkte,  in  welchen  die  Cuspidalcurve  einer  Deve- 
loppablen eine  zweite  Fläche  trifft,  Spitzen  der  Durchschnittscurve 
der  letztgenannten  Fläche  mit  der  Developpablen  vorstellen,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  Schnittpunkte  von  D^  mit  Cj  und  von  D,  mit  C, 
die  Spitzen  der  Curve  G  repräsentieren,    dass  demnach  ihre  Anzahl 

/?  =  rj  nj  +  r^  n^ 

sein  wird. 

Nehmen  wir  endlich  eine  beliebige  Gerade  g  im  Baume  an,  und 
lassen  wir  solche  Punkte  x^  und  x^  der  Geraden  g  einander  entsprechen, 
welche  sich  in  ihrem  Schnitte  mit  den  Tangentialebenen  6,  und  e^ 
der  Developpablen  D^  und  D,  in  einem  und  demselben  Punkte  x  der 
Schnittcurve  G  ergeben. 

Die  Correspondenz  der  Pnnkte  x^  und  x^  ist  leicht  festzustellen. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  x^  auf  g  lassen  sich  m^  Tangential- 
ebenen e^  an  D^  fuhren;  die  Berührerzeugende  einer  jeden  dieser 
Ebenen  trifft  die  Developpable  Dg,  also  auch  die  Curve  G  in  r^  Punkten, 
so  dass  die  vorgenannten  Ebenen  die  Curve  C  im  ganzen  in  r^  m, 
Punkten  berühren. 
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Die  Tangentialebenen  e^  der  zweiten  Developpablen  D,  in  den 
Torbezeichneten  Punkten  schneiden  die  Gerade  g  in  m^r^  Punkten a;«^, 
die  sämmtlich  dem  Punkte  x^  entsprechen.  In  gleicher  Weise  findet 
man,  dass  umgekehrt  einem  Punkte  x^  stets  m^  r^  Punkte  x^  ent- 
sprechen. 

Nach  dem  Correspondenzsatze  gibt  es  sonach  r^  m,  -j"  ^s  ^^i 
Coincideuzen  (x^x^  von  rc,  und  Xj,  oder  mit  anderen  Worten,  aufjr 
existieren  r,  m^  -|-  **«  ^i  Punkte  (x^  x^,  durch  deren  jeden  zwei  Ebenen 
e^  und  e,  gehen,  welche  die  Developpablen  D^  und  D,  in  dem  näm- 
lichen Punkte  X  der  Curve  (7  berühren.  Dies  zugrunde  gelegt  muss  aber 
auch  die  Schnittgerade  beider  Ebenen  e^  und  e,  d.  i.  die  Tangente 
der  Curve  G  im  Punkte  x  durch  jenen  Punkt  {x^  x^)  gehen,  woraus 
weiter  folgt,  dass  C  vom  r^m^  -j-  r^mj-ten  Range  ist.  Mithin  ergibt 
sich  der  Satz: 

391,  ffDer  Schnitt  ssweier  Developpablen^  deren  Cuspidallinien 
jsivei  Raumcurven  von  beziehungsweise  w,-  und  n^-ter  Ordnung^  9\'  und 
r^'ten  Ranges,  sowie  w,-  und  m^-ter  Classe  sind,  ist  eine  Raumcurve 
r^r^-ter  Ordnung  und  (^i^j  +  r^m^)'ten  Ranges  mit  r^w,  +  ^2»i 
Spitjgen.^ 

Aus  den  drei  im  vorstehenden  Satze  genannten  Charakteren  der 
Schnittcurve  können  wieder  mittelst  der  Plücker-Cayley 'scheu 
Gleichungen  die  übrigen  berechnet  werden. 

§.  367. 

Die  der  eben  behandelten  Aufgabe  reciprok  gegenüber- 
stehende besteht  darin,  die  Charaktere  jener  Developpablen  zu 
bestimmen,  welche  zwei  gegebenen  Baumcurven  C^  und  C,  ge- 
meinschaftlich umschrieben  ist. 

Da  wir  wissen,  dass  sich  „Ordnung"  und  „Classe^,  „Spitzen" 
und  „Wendeebenen"  reciprok  entsprechen,  und  dass  der  „Bang" 
sich  selbst  entsprechend  ist^  so  erhält  man  unmittelbar  durch  reci- 
proke  Übertragung  aus  dem  Satze  391)  den  folgenden: 

392.  j^Die  Developpable ,  welche  zwei  Raumcurven  von  der 
n^-ten^  resp.  n^4en  Ordnung,  r,-  resp.  r^-ten  RangeSy  und  Wj-,  resp. 
mg-ten  Classe  gemeinschaftlich  umschrieben  werden  kann,  ist  von  der 
r^  r^'ten  Classe,  vom  ^r^  n^  -f  r, n^)4en  Range,  und  besitzt  (r,mj4- ^«w»i) 
Wendecbenen.^ 

§.  368. 

Setzen  wir  endlich  eine  Fläche  F^  der  n-ten  Ordnung,  a,-ten 
Banges  mit  einer  Cuspidalcnrve  c-ter  Ordnung,  und  andererseits  eine 
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Developpable  D,  deren  Cospidalcurve  von  der  n^-ten  Ordnung,  vom 
r^-ten  Bange  und  mj-ter  Classe  sei,  voraus,  und  bestimmen  wir  die 
Charaktere  der  Durchschnittscurve  C  von  F"  und  D. 

Zunächst  ergibt  sich  die  Ordnung  von  C  als  das  Froduct  der 
Ordnungen  von  F^  und  2),  also  gleich:  nr^. 

Da  ferner  jene  Punkte,  in  welchen  die  Cuspidalcurve  der  einen 
Fläche  die  andere  Fläche  schneidet,  Spitzen  oder  stationäre 
Punkte  der  Schnittcurve  sind,  so  besitzt  diesfalls  die  fragliche 
Curve  C  im  ganzen:  r^c -^  nn^  Spitzen. 

Um  den  Rang  der  Curve  C  zu  ermitteln,  werden  wir,  wie  in 
früheren  Fällen,  wieder  vom  Correspondenzpriucipe  Gebrauch  machen, 
und  setzen  zu  diesem  Zwecke  fest,  dass  zwei  Punkte  x^  und  x^  auf 
einer  beliebigen  Geraden  g  sich  dann  entsprechen  sollen,  wenn  x^  der 
Schnittpunkt  von  g  mit  der  Tangentialebene  e^  der  Fläche  F^  in  einem 
Punkte  X  der  Curve  C,  und  x^  der  Schnitt  von  g  mit  der  Tangential- 
ebene e^  der  Fläche  D  in  dem  nämlichen  Punkte  x  der  Curve  C  ist. 

Da  der  aus  einem  beliebigen  Punkte  x^  der  Fläche  F^  um- 
schriebene Kegel  von  der  a-ten  Ordnung  ist,  so  wird  es  auf  der 
Curve  G  ar^  Punkte  x  geben,  in  welchen  die  Fläche  F''  von  Ebenen 
e^  berührt  wird,  die  sämmtlich  durch  x^  gehen.  Die  Tangential- 
ebenen e^  von  D  in  den  nämlichen  ar^  Punkten  treffen  g  in  ar, 
Punkten  x^j  welche  sämmtlich  dem  Punkte  x^  entsprechen. 

Umgekehrt .  kann  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  x^  von  g 
an  die  Developpable  D  m,  Berührebenen  e^  legen.  Die  Berührungs- 
erzeugende einer  jeden  dieser  Ebenen  schneidet  die  Fläche  F*^,  also 
auch  die  Curve  C  in  n  Punkten ,  so  dass  es  im  ganzen  auf  G  nmi 
Punkte  gibt,  in  welchen  D  von  Ebenen  e^  berührt  wird,  die  durch  x^ 
gehen. 

Die  Tangentialebenen  e, . . .  der  Fläche  J^"  in  den  eben  genann- 
ten wiW|  Punkten  treflFengr  in  ebenso  vielen  Punkten  x^,  welche  wieder 
sämmtlich  dem  Punkte  X2  entsprechen. 

Die  Correspondenzsumme  ar,  -f-  nm,  zeigt  sonach  die  Zahl 
jener  Punkte  {x^  x^)  auf  g  an ,  durch  deren  jeden  zwei  Ebenen  e^  und 
60  führen,  von  welchen  die  erstere  die  Fläche  F^  in  einem  Punkte  x 
der  Curve  0,  und  die  zweite  dagegen  die  Developpable  D  in  dem 
nämlichen  Punkte  x  berührt.  Hieraus  folgt  uumittelbar,  dass  auch 
die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen  e^  und  e,,  d.  i.  die  Tangente  der 
Curve  C  im  Punkte  x  die  Gerade  g  in  dem  Coincidenzpunkte  (rc,  x^) 
treffen  müsse.  Die  eben  gefundene  Zahl  ar^  -j-  nm^  drückt  daher 
aus,  wie  viele  Tangenten  von  G  die  Gerade  g  schneiden,  repräsentiert 
somit  den  „Bang"  von  C.    Daher  gilt  der  Satz: 
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393.  „Die  Sclmütcurve  einer  Icrumtnen  Fläche  n-ter  Ordnung, 
a-ten  Ranges  mit  einer  Cuspidalcurve  c-ier  Ordnung ,  und  einer 
Developpäblen ,  deren  Cuspidallinie  durch  eine  Raumcurve  n,  -  ter 
Ordnung y  r^-ten  Ranges  und  m^-ter  Classe  bestimmt  ist^  ist  eine 
Raumcurve  nr^-ter  Ordnung^  {ar^  -]- nmy)'ten  Ranges,  welche 
nn^  -\-  cr^    Spitzen  'besitzt."' 

§.  369. 

Schließlich  mögen  noch  die  Charaktere  jener  Develop- 
päblen bestimmt  werden,  welche  einer  gegebene^  Fläche  jF"  und 
einer  Curve  C  gemeinschaftlich  umschrieben  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  reciprok  zu  der  vorhergehenden;  die  Charaktere 
der  gesuchten  Developpäblen  werden  demnach  erhalten,  wenn  wir 
statt  der  Charakter-Zahlen  in  Satz  393)  unmittelbar  die  ihnen  reci- 
prok entsprechenden  Charaktere  einsetzen. 

Auf  diese  Weise  ergibt  sich,  sobald  man  mit  w,,  r^  und  m, 
wieder  die  Ordnung,  den  Kang  und  die  Classe  der  gegebenen 
Curve  C,  ferner  mit  w'  die  Classe,  mit  a  den  Rang  der  Fläche  F^ 
und  endlich  mit  &  die  Classe  der  Developpäblen,  welche  von 
den  stationären  Ebenen  der  JP"  gebildet  wird,  bezeichnet,  und  weiters 
berücksichtigt,  dass  sich  w,  und  w,,  w  und  w',  c  und  &  reciprok 
entsprechen,  während  a  und  r,  selbstentsprechend  sind  —  die  Classe 
der  gesuchten  Developpäblen  gleich  n'r^\  ihr  Rang:  arj-j-w'n, 
und  die  Anzahl  der  Wende  ebenen:  n'm,  +■  c'r^ 

Die  übrigen  Charaktere  können  mit  Zuhilfenahme  der  Plücker- 
Cayley'schen  Gleichungen  aus  den  drei  eben  gefundenen  unschwer 
abgeleitet  werden.   Die  Ergebnisse  zusammeugefasst,  liefern  den  Satz: 

394:,  y,Die  einer  Fläche  n'4er  Clause  und  Orten  Banges,  welche 
eine  Torse  stationärer  Ebenen  von  der  &'ten  Classe  besitjgt,  und  einer 
Raumcurve  n^-ter  Ordnung y  r^-ten  Ranges  und  m^^ter  Classe  ge- 
meinschaftlich umschriebene  Developpdble  ist  von  der  n'r^^ten  Classe, 
vom  ar,  -\'n^n^'ten  Range  und  besitzt  n^m^  -f-  c^r^  Wendeebenen.^ 


Dritter  Abschnitt. 

Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades. 

XVII.  Oapitel. 
Definition  und  Fundamentaleigenschaften. 

§.  370. 

Unter  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  versteht  man  jede 
Fläche,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden  im  Baume  in 
zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punktengeschnitten  wird. 

Ohne  die  Frage  nach  der  Existenz  solcher  Flächen  gegenwärtig 
näher  zu  erörtern,  wollen  wir  vorderhand  bloß  jene  allgemeinen 
Eigenschaften  entwickeln,  welche  nothwendig  jede  Fläche  zweiter 
Ordnung  besitzen  muss,  also  jene  Eigenschaften  feststellen,  welche 
eine  unmittelbare  Folge  der  oben  aufgestellten  allgemeinen  Defini- 
tion sind. 

Der  ebene  Schnitt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  mit  jeder 
Oeraden  in  seiner  Ebene  offenbar  die  nämlicheuTunkte  gemein  haben, 
in  welchen  diese  '^Gerade  die  Fläche  trifft.  Der  ebene  Schnitt 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  somit  von  jeder  in  seiner  Ebene 
liegenden  Geraden  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten 
getroffen.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  jeder  ebene  Schnitt  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung,  eine  Curve  zweiten  Grades,  d.  h.  ein 
Kegelschnitt  sein  müsse.  Es  kann  hiernach  der  Satz  aufgestellt 
werden : 

395  a).  ^Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  beliebigen 
Ebene  in  einem  Kegelschnitte  geschnitten.^ 

Oder  mit  anderen  Worten: 

395b).  yjÄuf  einer  Fläche  aweiter  Ordnung  lassen  sich  keine 
anderen  ebenen  Gurven  als  nur  Kegelschnitte  zeichnen,^ 
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§.  371. 

Setzen  wir  voraus,  dass  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
eine  gerade  Linie  liege. 

Eine  jede  durch  diese  Gerade  geführte  Ebene  muss  sodann  die 
obgenannte  Fläche  selbstverständlich  noch  in  einer  zweiten  Geraden 
schneiden.  Denn,  da  der  Gesammtschnitt  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung mit  einer  Ebene  eine  Curve  zweiter  Ordnung  liefert,  so  muss, 
sobald  ein  Theil  dieses  Schnittes  durch  eine  Gerade  vertreten  wird, 
nothwendig  auch  der  Best  dieses  Schnittes  eine  Gerade  sein. 

Die  Fläche  selbst  enthält  demgemäß  unendlich  viele  Gera- 
den, ist  daher  eine  windschiefe  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Hieraus  der  Satz: 

396.  ^Enthält  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Gerade^  so 
enthält  sie  deren  unendlich  viele;  dieselbe  ist  somit  nothwendig  eine 
Regel  fläche  zweiter  Ordnung.^ 

Gehen  diese  Geraden  sämmtlich  durch  einen  und  denselben  Punkt, 
so  ist  die  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Kegel  fläche;  ist  dies 
jedoch  nicht  der  Fall,  so  wird  dieselbe  eine  windschiefe  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung  sein.  Durch  Umkehrung  gelangen  wir 
demnach  zu  dem  Satze: 

397a),  y^Soll  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  Teeine  Regelfläche  sein, 
so  darf  sie  auch  Jceine  einzige  Ger  ade  enthalten.^ 

Oder: 

397 i),  „Auf  einer  Nichtregelfläche  zweiter  Ordnung  lässt  sich 
keine  Gerade  ziehen.*^ 

§.  372. 

Denken  wir  uns  weiters  im  Baume  einen  beliebigen  Punkt  P 
angenommen.  Jede  durch  diesen  Punkt  P  gezogene  Gerade  g  trifft 
eine  ebenfalls  gegebene  Fläche  F^  zweiter  Ordnung  in  zwei  Punkten 
a  und  b. 

Suchen  wir  zu  den  drei  Punkten  P,  a,  b  auf  der  Geraden  g  den 
vierten  harmonischen  Punkt  n  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  und  b, 
folglich  auch  P  und  x  „conjugiert  harmonische''  Punkte  seien. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  den  Ort  der  Punkte  x  für  alle 
möglichen  durch  P  gehenden  Geraden  g  zu  ermitteln*  Besagter  Ort 
wird  offenbar  eine  Fläche  und  zwar  eine  Ebene  sein,  da  auf  jedem 
beliebigen  durch  P  gehenden  Strahle  g  ein  solcher  Punkt  tc,  aber 
auch  nur  ein  einziger  liegt.  Zu  demselben  Besultate  gelangen  wir 
auch  durch  folgende  Betrachtung. 
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Selen  ^,,  ^,,  g^'.-.gn  irgend  welche  beliebige  durch  den  festen 
Punkt  P  gezogene  Geraden,  deren  jede  die  Fläche  F^  zweiter  Ord- 
nung in  zwei  Punkten  aj ,  &, ;  a« ,  fc^ ;  «3 ,  63 ; . . .  «n ,  K  schneiden  möge. 
Die  vierten  harnaonischen  Punkte  zu  den  Punktetripeln : 

Pa^b^',     Pa^b^;     Pa^b^ Panbn 

seien  beziehungsweise  3t, ,  ^r^,  7C^.,..jtn. 

Legen  wir  durch  die  beiden  Geraden  g^  und  ^a  eine  Ebene  J?,^, 
so  wird  dieselbe  die  Fläche  F^  zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnitte 
JSr,2  schneiden,  welcher  nothwendig  durch  die  vier  Punkte  a,,  6,,  a^ 
und  bo  gehen  muss. 

Die  Polare  von  P,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K^^^  wird 
folglich  durch  die  Punkte  tc^  und  äj,  da  diese  die  vierten  harmoni- 
schen Punkte  zu  Pa^b^  und  Pa^bo  auf  den  Kegelschnittssecanten  g^ 
und  jr,  sind,  gehen.  Bezeichnete  Polare  wird  also  durch  die  Gerade 
^TjjTj  dargestellt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  irgend  eine  Gerade  y,  welche  durch 
P  in  der  Ebene  E^^  gezogen  wird,  den  Kegelschnitt  if,,,  also  auch 
die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  Punkten  a  und  ß,  und  die  Gerade 
(Polare)  n^%2  in  einem  Punkte  ny  treffen  muss,  so  zwar,  dass  P,  ä^^ 
a  und  ß  vier  harmonische  Punkte  sind.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die 
Polare  3r,  jt^  dem  gesuchten  Orte  angehöre.  In  gleicher  Weise  findet 
man,  dass  die  Gerade  n^%j^  analoge  Eigenschaften  besitze,  dass  also 
auch  diese  dem  gesuchten  Orte  angehören  müsse. 

Wählen  wir  endlich  einen  ganz  beliebigen  durch  P  gebenden 
Strahl  ^„,  welcher  die  Fläche  P*  zweiter  Ordnung  in  den  beiden 
Punkten  a«  und  6«  schneiden  möge. 

Der  vierte  harmonische  Punkt  zu  P,  a„  und  6»  sei  ;r». 

Es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  dieser  Punkt  n^y 
welches  auch  die  Lage  des  Strahles  gn  sein  möge,  in  der  durch  die 
beiden  in  sr,  sich  schneidenden  Geraden  n^n^^  und  n^n^  bestimmten 
Ebene  liegen  müsse. 

Legt  man  nämlich  durch  gn  eine  beliebige  Ebene  c,  welche  die 
Ebenen  E^^  und  JE,,  in  den  durch  P  gehenden  Geraden  y,,  und  ^,3, 
die  Geraden  ä,  jt^  und  rc,  tc^  dagegen  beziehungsweise  in  den  Punkten 
^,2  und  3r,3  trifft  (die  letzteren  liegen  offenbar  gleichfalls  auf  den 
Garaden  y,^  und  7,3),  so  findet  man  sofort,  dass  die  Verbindungs- 
gerade 3r,2:nr,3  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kegelschnitt  K  sei,  in  welchem  die  Ebene  e  die  Fläche  F^  schneidet. 

In  dieser  Eigenschaft  muss  aber  auch  der  Punkt  flr„  auf  der 
Geraden  «,2^,3  liegen;  derselbe  liegt  also  in  der  Ebene  x^n^n^.  Das- 
selbe gilt  natürlich  von  jedem  anderen  durch  P  gezogenen  Strahle  g^- 
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Hiernach  ist  ersichtlich,  dass  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte,  welche  die  von  dem  festen  Punkte  P  ausgehenden  Secanten 
der  Fläche  jF*  zweiter  Ordnung  harmonisch  theilen,  eine  Ebene 
p  ist. 

Diese  Ebene  pflegt  mau  die  „Polarebene"  des  Punktes  P 
in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  nennen.  Um- 
gekehrt heißt  auch  der  feste  Punkt  P  der  „Pol*  der  Ebene  p. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

398.  „Der  geometrische  Ort  aller  Punkte^  welche  die  von  einem 
Punkte  ausgehenden  Secanten  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  Rück- 
sicht auf  diesen  festen  Punkt  harmonisch  theilen,  ist  eine  Ebene, 
Dieselbe  wird  die  Polarebene  des  festen  Punktes  in  Beeug  auf  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  genannt,^ 

Als  Folgerung  aus  der  vorhergehenden  Betrachtung  ergibt  sich 
weiters  auch  der  nachstehende  Satz: 

399,  „Jede  durch  einen  festen^  aber  beliebigen  Punkt  gehende 
Ebene  sdineidet  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnitte 
und  die  Polarebene  dieses  Punktes  in  einer  Geraden^  welche  die  Polare 
desselben  Punktes  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  ist,^ 

§.  373. 

Ein  Punkt  wird  als  „außerhalb**  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung liegend  bezeichnet,  wenn  jene  Tangenten,  die  man,  von  dem- 
selben ausgehend,  an  die  Fläche  ziehen  kann,  reell  sind;  wenn  sich 
also  von  dem  besagten  Punkte  aus  reelle  Taugenten  an  jeden  Kegel- 
schnitt ziehen  lassen,  welcher  als  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  durch 
diesen  Punkt  gelegten  Ebene  resultiert. 

Sind  hingegen  diese  Tangenten  paare  für  jede  Lage  der  durch 
den  Punkt  gehenden  schneidenden  Ebene  imaginär,  d.  h.  liegt  der 
Punkt  innerhalb  aller  Kegelschnitte  ,  in  welchen  durch  ihn 
gelegte  Ebenen  die  Fläche  schneiden,  so  nennen  wir  den  Punkt  einen 
„innerhalb"  dieser  Fläche  liegenden  Punkt. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  einen 
beliebigen  Punkt  P,  welcher  derselben  nicht  angehört. 

Liegt  dieser  Punkt  außerhalb  der  Fläche,  so  entsprechen  seinen 
Polaren  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte,  in  welchen  durch  ihn  ge- 
legte Ebenen  die  Fläche  schneiden,  reelle  Schnittpunkte  mit  diesen 
Kegelschnitten,  also  auch  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung.  Hieraus  folgt 
aber,  dass  die  Polarebene  eines  Punktes,  welcher  außerhalb  einer 
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Fläche  zweiter  Ordnung  liegt,  diese  Fläche  stets  in  einem  reellen 
Kegelschnitte  schneidet. 

Befindet  sich  jedoch  der  Fol  P  innerhalb  der  Fläche,  so  liegt 
er  auch  innerhalb  aller  Kegelschnitte,  in  welchen  durch  ihn 
gelegte  Ebenen  die  Fläche  schneiden. 

Nachdem  aber  die  Polaren  von  Punkten  innerhalb  eines  Kegel- 
schnitteS;  außerhalb  desselben  liegen,  ihn  also  nicht  in  reellen  Punkten 
treffen,  so  folgt  weiters,  dass  die  Polarebene  die  Fläche  zweiter  Ord- 
nung in  diesem  Falle  in  keinem  reellen  Kegelschnitte  schneidet. 
Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

dOO.  „Die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  schneidet  diese  Fläche  in  einem  reellen  oder  einefn 
imaginären  Kegelschnitte,  je  nachdem  der  Punkt  außerhalb  oder 
innerhalb  der  Fläche   liegt, "^ 

§.  374. 

Fassen  wir  insbesondere  den  Fall  ins  Auge ,  in  welchem  ein  ge- 
gebener Punkt  P  außerhalb  einer  gegebenen  Fläche  F^  zwei- 
ter Ordnung  liege.  Die  Polarebene  jp  dieses  Punktes  schneidet  die 
Fläche  in  einem  reellen  Kegelschnitte,  den  wir  mit  K  bezeichnen  wollen. 

Denken  wir  uns  der  Fläche  zweiter  Ordnung  einen  Kegel  mit 
dem  Scheitel  P  umschrieben,  d.  i.  alle  möglichen  Tangenten  von  P 
aus  an  die  Fläche  gezogen. 

Irgend  eine  durch  P  gehende  Ebene  e  möge  die  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  einem  Kegelschnitte  k  schneiden.  Die  Tangenten  t^  und  t^y 
die  von  P  aus  an  diesen  Kegelschnitt  k  gezogen  werden,  sind  selbst- 
verständlich auch  Tangenten  der  Fläche,  also  Erzeugende  des  aus  P 
umschriebenen  Kegels,  während  ihre  Berührungspunkte  a,  und  a.^ 
mit  k  Punkte  jener  Curve  sind,  in  welcher  der  genannte  Kegel  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  berührt.  Nun  ist  aber  die  Gerade  a^a,,  als 
Berührungssehne  der  von  P  aus  an  k  gezogenen  Tangenten  ^,  und  t^, 
nichts  anderes,  als  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt k. 

Nach  Satz  399)  folgt  hieraus,  dass  dieselbe  ihrer  ganzen  Länge 
nach  der  Polarebene  p  des  Punktes  P,  in  Bezug  auf  die  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  angehöre,  dass  also  auch  die  beiden  Berührungspunkte  a^ 
und  a,  auf  dem  Schnitte  K  dieser  Polarebene  mit  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  liegen.  Dasselbe  gilt  von  den  Berührungspunkten  aller 
anderen  von  P  ausgehenden  Tangenten  der  Fläche  P^,  woraus  erhellt, 
dass  die  Berührungscurve  mit  dem  Kegelschnitt  K  zusammenfällt. 
Wir  erhalten  demgemäß  den  Satz: 
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40L  „Die  Berührungscurve  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit 
dem  der  Fläche,  aus  einem  Punkte  außerhalb  umschriebenen  Kegel 
ist  jener  Kegelschnitt,  in  welchem  die  Folarebene  des  Punktes  die 
Fläche  schneidet.^  . 

Da  man  den  genannten  Kegelschnitt  ebensogut  als  ebenen  Schnitt 
des  umschriebenen  Kegels,  als  auch  als  dessen  Leitcurre  auffassen 
kann,  so  folgt  der  weitere  Satz: 

402.  y^Der  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  ei^iem  Punkte 
außerhalb  umschriebene  Kegel  ist  vom  zweiten  Grade.^ 

§.  375. 

Denken  wir  uns  wieder  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  eine 
außerhalb  derselben  liegende,  d.  h.  die  Fläche  in  zwei  nicht 
reellen  Punkten  schneidende  Gerade. 

Wie  bekannt,  erhält  man  die  Tangentialebenen  einer  krummen 
Fläche,  welche  durch  eine  gegebene  Gerade  führen,  als  jene  Berühr- 
ebenen  eines  beliebigen,  der  Fläche  aus  einem  Punkte  der  Geraden 
umschriebenen  Kegels,  welche  durch  die  Gerade  gehen.  Auf  Grund 
des  vorigen  Satzes  gilt  somit  auch  der  nachstehende: 

403.  jjDurch  eine  gegebene  Gerade  kann  man  an  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  zwei  {reelle  oder  imaginäre)  Berührebenen  legen^ 
d.  h.  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  i^t  stets  auch  eine  Fläche  zweiter 
ClasseJ^ 

Eine  Fläche,  welche  gleichzeitig  von  der  n-ten  Ordnung 
und  der  n-ten  Classe  ist,  wird  kurzweg  als  Fläche  n-ten  Grades 
bezeichnet.  Wir  werden  daher  in  der  Folge  nur  von  Flächen  „zweiten 
Grades"  sprechen. 

§.  376. 

Durch  das  Vorausgeschickte  wurde  klargelegt,  dass,  sobald  eine 
Fläche  zweiten  Grades  gegeben  ist,  einem  jeden  Punkte  im  Baume 
eine  Polarebene  in  Bezug  auf  diese  Fläche  entspricht. 

Es  fragt  sich  nun  weiters  darum,  ob  überhaupt  jede  Ebene  des 
Baumes  -als  „Polarebene"  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  gegebene 
Fläche  zweiten  Grades  angesehen  werden  kann. 

Dass  dies  in  der  That  zulässig  sei,  zeigt  folgende  einfache  Be- 
trachtung, aus  welcher  gleichzeitig  einige  wichtige  Eigenschaften  ge- 
folgert werden  können. 

Sei  jF"  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  p  eine  beliebige  Ebene. 
In  dieser  Ebene  nehmen  wir  drei  Punkte  P,,  P,  und  P^  beliebig  an, 
und  denken  uns   ihre  Polarebenen  p, ,  p^  und  ^3   in  Bezug   auf  die 
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Fläche  F^  construiert.  Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P. 

Zieht  man  die  Geraden  FP^,  PP„  und  PP.i,  welche  die  Fläche 
F^  beziehungsweise  in  den  Punktepaaren  a,,  &, ;  «„,  h^  und  a^,  63 
schneiden  mögen,  so  sind  P,  P,,  a,,  b^  vier  harmonische  Punkte,  da 
P  auf  der  Polarebene  p,  des  Punktes  P,  liegt  Aus  gleichen  Gründen 
werden  auch  P,  P«,  a^  und  K,  sowie  P,  P3,  a^  und  63  harmonische 
Quadrupel  sein. 

Es  ist  daher  vermöge  der  letzteren  Eigenschaften  auch  bewiesen, 
dass  die  Punkte  P, ,  P^  und  P3  der  Polarebene  des  Punktes  P  an- 
gehören müssen,  dass  aber  gleichzeitig  die  besagte  Ebene  keine  andere 
als  die  ursprünglich  gegebene  Ebene  p  sein  könne,  und  dass  sich  mithin 
zu  jeder  Ebene  im  Kaume  ein  zugehöriger  Pol  finden  lasse. 

Nehmen  wir  an,  es  wären  vorerst  die  Punkte  Pj,  P«  und  P3 
gegeben  gewesen,  so  kann  man  das  Ergebnis  der  angestellten  Be- 
trachtungen in  folgenden  Satz  kleiden: 

404.  jfDie  Polarebenen  dreier  beliebigen  Punkte  im  Räume,  in 
Besing  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  welcher  zu  seiner  Polarebene,  in  Bezug  auf  dieselbe  FläcJie, 
die  Ebene  der  erstgenannten  drei  Punkte  haf^, 

und  umgekehrt: 

405.  j^Die  Pole  dreier  beliebigen  Ebenen  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  zweiten  Grades  liegen  in  einer  Ebene^  welche  zu  ihrem  Pole, 
in  Bezug  auf  dieselbe  Fläche^  den  Schnittpunkt  der  erstgenannten 
drei  Ebenen  hat.^ 

§.  377. 

Diese  beiden  Sätze  können  durch  Hinweglassung  eines  oder 
zweier  der  bestimmenden  Punkte  oder  einer,  beziehungsweise  zweier 
der  bestimmenden  Ebenen  in  nachfolgender  Weise  verallgemeinert, 
resp.  erweitert  werden. 

Ist  nämlich  p  eine  feste  Ebene,  P^  ein  beliebiger  Punkt  in  der- 
selben, und  setzen  wir  voraus,  es  sei  P  der  Pol  der  Ebene  p,  wäh- 
rend p^  die  Polarebene  des  Punktes  P,  darstelle.  Die  Gerade  PP^ 
triflFt  die  Fläche  in  zwei  Punkten  a,  und  &, ,  welche  zu  PP^  har- 
monisch liegen,  woraus  sofort  folgt,  dass,  wenn  der  Punkt  P^  in  der 
Ebene  p  liegt,  dessen  Polarebene  p^  durch  den  Pol  P  dieser  Ebene 
gehen  müsse.    Es  gilt  also  der  Satz: 

406.  jjWenn  sich  ein  Punkt  in  einer  festen  Ebene  bewegt,  so 
dreht  sich  seine  Polarebene  um  einen  festen  Funkt,  d,  i.  um  den  Pol 
der  genannten  festen  Ebene,  und  timgekehrt. "^ 
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Mit  Zugrundelegung  dieses  Satzes  ist  es  unzweifelhaft,  dass, 
wenn  sich  ein  Punkt  gleichzeitig  in  zwei  Ebenen  bewegt,  also  die 
Durchschnittsgerade  derselben  durchläuft,  seine  Polarebene  sich  um 
zwei  feste  Punkte,  die  Pole  jener  Ebenen,  mithin  um  die  Verbindungs- 
gerade dieser  Pole  drehen  muss. 

Es  folgt  daher  sofort  der  Satz: 

4:07,  j^Burchläuft  ein  Funkt  eine  Gerade,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  um  eine  zweite  Gerade,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu 
zwei  Punkten  der  ersten  Geraden  die  Polarebenen  construiert  und 
diese  zum  Schnitte  bringt.^ 

§.  378. 

Vorher  wurde  vorausgesetzt,  dass  ein  Punkt  P  eine  Gerade  tc 
durchlaufe,  und  i^chgewiesen ,  dass  seine  Polarebene  sich  um  eine 
Gerade  7t^  drehe,  die  nach  der  im  Satze  407)  angegebenen  Weise  con- 
struiert wird. 

Es  fragt  sich  jetzt^  wenn  ein  Punkt  die  zweitgenannte  Gerade  7t^ 
durchläuft,  ob  dessen  Polarebene  sich  auch  um  die  erstere 
Gerade  yt  drehe  oder  nicht.  Dass  dem  wirklich  so  ist,  lässt 
sich  leicht  nachweisen. 

Sind  Pj  und  P,  zwei  beliebige  Punkte  von  ;r,  so  entsprechen 
denselben  zwei  Polarebenen  .jpj  und^^,  welche  sich  in  der  vorgenannten 
Geraden  ^,  schneiden.  Durchläuft  demnach  ein  Punkt  P  die  Gerade  ;r,  so 
dreht  sich  seine  Polarebene  um  7t^,  Nehmen  wir  nun  aber  einen  Punkt  P, 
auf  7t^  an,  und  nennen  wir  seine  Polarebene  jPj. 

Nachdem  der  Punkt  P^  auf  der  Geraden  iwTj,  also  auch  auf  der 
Ebene  jp,  liegt,  muss  seine  Polarebene  p^  nothwendig  durch  den  Pol  P 
von  Pi  gehen  (Satz  406).  P^  liegt  aber  auch  in  der  Ebene  p^\  seine 
Polarebene  muss  deshalb  auch  durch  den  Pol  P^  dieser  Ebene  gehen. 

Dies  heißt  aber  nichts  anderes,  als  dass  die  Polarebeue  eines 
Punktes  auf  der  Geraden  JC^  durch  die  Verbindungsgerade  tc  der 
Punkte  P,  und  Pj  gehen  müsse. 

Der  vorhergehende  Satz  kann  daher  noch  folgendermaßen  ergänzt 
werden : 

408,  n  Wenn  sich  die  Polarebene  eines  Punktes^  der  eine  Gerade  tc^ 
durchläuft^  um  die  zweite  Gerade  sr^  dreht^  so  wird  sich  gleichzeitig 
auch  die  Polarebene  eines  Punktes,  welcher  die  zweite  Gerade  n^ 
durchläuft,  um  die  erstere  Gerade  n^  drehen,^ 

Die  beiden  Geraden  7t^  und  7t^  können  folglich  immer  mit  ein- 
ander (als  Punktreihe  oder  EbenenbQschel  aufgefasst)  verwechselt 
werden.  Man  nennt  daher  auch  die  eine  dieser  Geraden  die  „Polare^ 
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der  auderen  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades,  oder 
man  bezeichnet  beide  als  „conjugierte*'  oder  einander  „zuge- 
ordnete Polaren"  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades. 

§.  379. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  ä,  und  tt^  zwei  conjugierte  Pola- 
ren in  Bezug  auf  eine  Fläche  jP*  zweiten  Grades,  und  es  treffe  die 
Gerade  jr^  diese  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten  A  und  B. 

Wählen  wir  auf  ic^  einen  beliebigen  Punkt  Pj,  so  führt  dessen 
Polarebene  jpj  durch  die  Gerade  jr^.  Besagte  Ebene  wird  daher  die 
Fläche  F^  in  einem  Kegelschnitte  \  schneiden,  welcher  einerseits 
durch  die  Punkte  A  und  B  und  andererseits  die  Berührungscurye  des 
der  Fläche  aus  dem  Scheitel  P,  umschriebenen  Eegels  darstellt  Es 
ist  mithin  P,  A  eine  Tangente  der  Fläche  F^  im  Punkte  A  und  Pj  B 
eine  Tangente  der  Fläche  F^  im  Punkte  B. 

Lässt  man  nun  den  Punkt  P^  die  Gerade  ?t,  durchlaufen,  so 
wird  sich  die  Gerade  P,  A  um  den  Punkt  A  drehen,  ohne  dabei  ihre 
Eigenschaft  als  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  A  zu  verlieren.  Dieses 
Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Gerade  P,  A  die 
Tangentialebene  der  Fläche  F^  im  Punkte  A  erzeuge,  und  dass  diese 
Tangentialebene  die  Gerade  ^,  enthalte. 

Ebenso  findet  man,  dass  die  Gerade  P,  B,  sobald  der  Punkt  P^ 
die  n^  durchläuft,  die  Tangentialebene  der  Fläche  F^  im  Punkte  B 
erzeuge  undj  dass  diese  gleichfalls  die  Gerade  jt^  enthalte.  Hieraus 
folgt  aber,  dass  die  beiden  Ebenen  (jt^  A)  und  {pCi,B)  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  F^  in  den  Punkten  A  und  B  reprä- 
sentieren. 

Sind  die  Punkte  A  und  B  nicht  reell,  d.  h.  schneidet  die 
Gerade  n^  die  Fläche  nicht,  so  sind  auch  die  Tangentialebenen  durch 
9r,  nicht  reell.  Es  ergibt  sich  mithin  der  Satz:^ 

409,  y^THe  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades^  welche 
durch  eine  gegebene  Gerade  gehen  ^  berühren  die  Fläche  in  jenen 
PanJcten,  in  welchen  die  Fläche  von  der  Polaren  dieser  Geraden  ge- 
schnitten ivird.^ 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  ergibt  sich  unmittelbar 
auch  der  mit  dem  letzt  angeführten  Satze  in  directer  Verbindung 
stehende  Satz: 

4:10.  j^Die  BerührungsJcegelschnitte  aller  jener  Kegel,  tvelche  einer 
Fläche  zweiten  Grades  aus  PunJcten  einer  und  derselben  Geraden 
umschrieben  sind,  schneiden  sich  in  den  nämlichen  zwei  PutüUen^  in 
tvelchen  die  Polare  der  genannten  Geraden  die  Fläche  trifft.^ 


399 

§.  380. 

Alle  Punkte,  welche  in  der  Polarebene  eines  Punktes  liegen, 
werden  als  diesem  Punkte  ^conj  ugiert''  bezeichnet.  Ebenso  nennt 
man  alle  in  der  bezüglichen  Polarebene  liegenden  Geraden  dem 
betreffenden  Pole  conjugiert.  Weiters  sind  alle  Ebenen  und 
Strahlen,  welche  durch  irgend  einen  Punkt  gehen,  conjugiert 
zu  den  Punkten  und  Strahlen  in  der  Polarebene  dieses  Punktes. 
Endlich  nennt  man  auch  die  Punkte  auf  einer  Geraden  und  die 
Ebenen  durch  die  Gerade  conjugiert  den  Ebenen  und  Punkten, 
welche  durch  deren  Polare  gehen,  respective  auf  ihr  liegen. 

Man  nennt  somit,  um  kurz  zu  sprechen,  je  zwei  gleichar- 
tige oder  ungleichartige  Baumelemente  einander  conju- 
giert in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades,  wenn  das  eine,  einem 
beliebigen  Baumelemente,  das  zweite  dagegen  dem  ihm  polar  entspre- 
chenden Elemente  incident  ist. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  Fläche  F^  zweiten  Grades.  Die  Polar- 
ebene eines  beliebigen  Punktes  P^  im  Baume,  in  Bezug  auf  diese 
Fläche,  sei  jp, .  Ein  in  der  Ebene  p^  beliebig  gewählter  Punkt  sei  P^. 
Die  demselben  entsprechende Polarebenei?^  geht  (nach  Satz 406)  durch  P,. 
Diese  Polarebene  p^  möge  die  frühere  Polarebene  in  der  Geraden  7t^^ 
schneiden.  Endlich  nehmen  wir  noch  auf^j,  einen  Punkt  P3  an.  Die 
Polarebene  j^^  dieses  Punktes  geht  sodann  (nach  Satz  406)  sowohl 
durch  P,,  als  auch  durch  P^,  da  der  bezeichnete  Punkt  gleichzeitig  in 
den  Polarebenen  p^  und  p^  dieser  Punkte  liegt.  Die  Polarebene  p^ 
wird  die  Ebene  p^  in  einer  durch  P^  gehenden  Geraden  x^^  schneiden, 
welche  ihrerseits  wieder  die  Gerade  inr,j  in  einem  Punkte  P^  treffen  mag. 

Wir  wollen  versuchen,  die  diesfälligen  Ergebnisse  zu  erläutern 
uud  möglichst  übersichtlich  zusammenzustellen. 

Heben  wir  zunächst  den  Punkt  P^  hervor,  dessen  Polarebene  i^j 
ist.  In  dieser  letzteren  liegen  die  drei  Punkte  P^,  P3,  P^ ;  die  Polar- 
ebene i^Q  des  ersten  geht  durch  P^  und  schneidet  die  Ebene  p^  in  der 
Geraden  ä,,;  die  Polarebene  p^  des  zweiten  dieser  drei  Punkte  geht 
ebenfalls  durch  P,,  gleichzeitig  aber  auch  durch  P,,  und  schneidet  die 
Ebene  p^  in  der  durch  Pg  gehenden  Geraden  ^43,  welche  endlich  die 
Gerade  ^r,,  in  dem  Punkte  P^  trifft. 

Es  führen  daher  durch  den  Punkt  P^  die  Polarebenen  jj,  ,  p^  und 
2>3  der  drei  Punkte  P,,  P^  und  P3;  der  Punkt  P^  ist  also  (nach 
Satz  404)  der  Pol  der  durch  diese  drei  Punkte  bestimmten  Ebene, 
welche  wir,  der  Analogie  wegen,  mit  p^  bezeichnen. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  vier  Punkte  Pj,  P,,  P3  und  P4 
die  besondere  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  Polarebene  p^ ,  p^^  p^  undi)4 
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eines  jeden  derselben  durch  die  drei  übrigen  hindurchgebt,  oder  was 
dasselbe  ist,  wir  erhalten  vier  Ebenen  p^,  p^,  p^  und  p^  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  der  Pol  P, ,  Pj,  P3  und  P4  einer  jeden  derselben 
den  Schnittpunkt  der  drei  übrigen  repräsentiert. 

Vier  Punkte  oder  vier  Ebenen,  welche  in  der  eben  angedeu- 
teten Weise  zusammenhängen,  pflegt  man  ein  „Quadrupel  von  vier 
harmonischen  Punkten^,  oder  beziehungsweise-,  „ein  Quadrupel 
von  vier  harmonischen  Ebenen»  in  Bezug  auf  die  Fläche 
zweiten  Grades  zu  nennen,  und  das  von  ihnen  gebildete  Tetraeder 
ein  „Polartetraeder"  oder  ein  „sich  selbst  conjugiertes  Tetra- 
eder" der  Fläche  zweiten  Grades  zu  heißen. 

Wenden  wir  weiters  unsere  Aufmerksamkeit  noch  den  sechs 
Kanten  dieses  Tetreaders  zu. 

Der  Kürze  halber  bezeichnen  wir  jene  Kante,  welche  die  Eckpunkte 
Px  und  Py  nicht   enthält,   also   der   Kante  Px  Py  gegenüber    liegt, 

mit  Ttxy. 

Nach  dieser  Bezeichnung  ist  also:    P3  P^  =  äj^;  P,  P^^=je^^; 

P2  -P3  =  ^14;  ^1  ^4  =  ^wl  Pi  ^3  =  ^24  ^"d  Pi  -P«  =  ^34- 

Heben  wir  nun  ein  derartiges,  jedoch  ganz  beliebiges  Paar  ein- 
ander gegenüberliegender  Kanten,  beispielsweise  jenes  tc^^  und  x^^ 
heraus.  Die  erstere  derselben  enthält  die  Punkte  Pg  und  P^ ;  die  letztere 
dagegen  die  beiden  übrigen  Punkte  P,  und  P3.  Nachdem  aber  P^  P,  P3 
die  Polarebene  des  Punktes  P^  und  P,  P3  P^  die  Polarebene*  des 
Punktes  P^  darstellt,  so  ist  (nach  Satz  407)  die  Schnittgerade  P^P^  =  7t^^ 
dieser  beiden  Polarebenen  die  Polare  der  Verbindungsgeraden  ^Tjg  der 
Punkte  P„  und  P^. 

Dasselbe  gilt  natürlicherweise  auch  von  den  anderen  Paaren 
gegenüberliegender  Kanten,  so  dass  sich  hierauf  gestützt  der  Satz 
ergibt: 

411>  j^Li  jedem  Polartetraeder  shid  die  Paare  gegenüberUege)ider 
Kanten  conjugierte  Polaren."* 

§.  381. 

Bevor  wir  in  unseren  diesbezüglichen  Betrachtungen  weiter  vor- 
gehen, sei  noch  eine  wichtige  Eigenschaft  eines  Paares  conju- 
gierter  Polaren  einer  Fläche  zweiten  Grades  entwickelt. 

Sei  /^  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades  und  seien  7t ^  und ^3 
zwei  conjugierte  Polaren  desselben.  Denken  wir  uns  ferner  zwei  be- 
liebige Punkte  Pj  und  Pg  von  n^  und  ä,  mit  ^einander  verbunden; 
diese  Verbindungsgerade  P^Pg    treffe  die   Fläche  in  den  Punkten  A 
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und  JB.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  vier  Punkte  P^,  P^,  A  und  B 
harmonisch  sind;  denn  die  Polarebene  p^  des  Punktes  P,  auf  tt^  geht 
durch  die  Gerade  jt^,  enthält  somit  nothwendig  den  Punkt  P^.  Daher 
der  Satz : 

412,  jfDie  Verbindungsgerade  zweier  beliebigen  Punkte  eines 
Paares  conjugierter  Polaren  einer  Fläche  zweiten  Grades  schneidet 
diese  Fläche  in  zwei  Punkten^  welche  mit  den  ersten  beiden  Punkten 
harmonisch  liegen,"' 

§.  382. 

Denkt  man  sich  durch  eine  Gerade  ;r,  eine  Ebene  e  gelegt^ 
welche  die  Polare  jr,  dieser  Geraden  in  dem  Punkte  P,  und  die  Fläche 
zweiten  Grades  in  dem  Kegelschnitte  K  schneidet,  so  ist  klar,  dass  P, 
den  Pol  der  Geraden  7t^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  darstelle. 

Denn,  zieht  man  durch  P,  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  die 
Gerade  ;r,  in  P^  und  den  Kegelschnitt  in  Ä  und  B  schneidet,  so  sind 
die  vier  Punkte  Pj,  P,,  Ä  und  B  nach  dem  vorstehenden  Satze  har- 
monisch.   Es  ergibt  sich  demnach  der  wichtige  Satz: 

413.  y^Sind  ä,  wnd  n^  zwei  beliebige  conjugierte  Polaren  in 
Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  legt  man  durch  eine  der- 
selben eine  beliebige  Ebene ,  welche  die  zweite  in  einem  Purste  P, 
und  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte  K  schneidet,  so  ist  P^  der 
Pol  der  Geraden  %^  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt,^ 

§.  383. 

Gestützt  auf  das  vorstehende  Resultat  ergibt  sich  durch  nach- 
stehende Überlegung  ein  weiterer  ebenso  wichtiger  Satz. 

Vorausgesetzt,  es  seien  j«r,  und  jt^  wieder  harmonische  Polaren 
einer  Fläche  F^  zweiten  Grades.  Durch  eine  derselben ,  etwa  n^ ,  sei 
eine  Ebene  e  gelegt,  welche  die  zweite  in  einem  Punkte  P,  und  die 
Fläche  F^  in  einem  Kegelschnitte  K  schneiden  möge. 

Auf  Grund  des  vorhergehenden  Satzes  413)  ist  Pj  der  Pol  von 
infj  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K, 

Denken  wir  uns  die  Ebene  e  mit  den  obgenannten  Gebilden 
(;r,,  P^,  K)  als  Zeichnungsebene  angenommen,  und  sei  weiters  P^ 
ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Polare  n^.  Die  Polarebene  dieses  Punktes 
geht  (nach  Satz  407)  durch  die  Gerade  ^tj,  schneidet  daher  die  Ebene  e 
(Zeichnungsebene)  in  einer  durch  den  Punkt  P^  gehenden  Geraden  g. 
Es  muss  nun  jede  durch  P^  gehende  Secante  der  Fläche  P»;  also  auch 
jede  Secante  des  Kegelschnittes  K^  welche  durch  Pj  geht,  von  dieser 

Feschka,  Darstellende  n.  projective  Geometrie.   II.  26 
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Polarebene  harmonisch  getheilt  werden.  Hieraus  folgt  aber,  dass  g  die 
Polare  des  Punktes  7,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  sein  müsse. 

Lassen  wir  ferner  den  Punkt  P,  die  Gerade  n^  durchlaufen,  so 
dreht  sich  dessen  Polarebene  um  ^2  und  daher  auch  die  Gerade  g!,  in 
welcher  diese  Polarebene  die  Zeichnungsebene  schneidet,  um  P, ,  und 
zwar  derart,  dass  sie  unverändert  die  Polare  des  Punktes  P^  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  K  darstellt. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wissen  wir  aber,  dass  das 
Strahlenbüschel,  welches  die  Polare^  eines  Punktes P,  beschreibt, 
sobald  dieser  Punkt  eine  Punktreihe  (Gerade  ;r,)  durchläuft,  zu  der 
letzteren  projectivisch  sei.  Nachdem  aber  dieses  Strahlenbüschel 
der  Schnitt  des  von  der  Polarebene  des  Punktes  P,  beschriebenen 
Ebenenbüschels  mit  der  Ebene  e  (Zeichnungsebene)  ist,  muss  dieses 
Ebenenbüschel  gleichfalls  zur  Reihe  des  Punktes  P,  auf  der  Gera- 
den jTj  projectivisch  sein.    Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

414.  „Durchläuft  ein  Punkt  eine  gerade  PunJctreihe,  so  erzeugt 
seine  Polarebene  ein  eu  dieser  Punktreihe  prqjcctivisches  Ebenen- 
hüschel,    dessen  Achse   die  Polare  des  Trägers  jener  Punktreihe  ist.*^ 

§.  381 

Weiters  ist  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekannt,  dass 
der  Punkt  P3,  in  welchem  die  Gerade  g  die  Gerade  n^  trifft,  mit 
dem  Punkte  P,  ein  conjugiertes  Punktepaar  einer  gewissen  involu- 
torischen  Punktreihe  auf  x^  repräsentiert,  und  dass  die  (reellen 
oder  imaginären)  Punkte  x^  und  x^y  in  welchen  diese  Gerade  sr,  die 
Kegelschnittscurve  R  begegnet,  die  Doppelpunkte  dieser  In- 
volution sind. 

Andererseits  ist  aber  der  Punkt  P3  gleichzeitig  derjenige,  in 
welchem  die  Polarebene  des  Punktes  P,  die  Gerade  jt^  schneidet. 
Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

415.  y^Durchläuft  ein  Punkt  eine  gerade  Punktreihe ^  so  fec- 
stimmt  seine  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades, 
auf  dem  Träger  dieser  lieihe  eine  zweite,  ihr  projectivische  Reihe; 
beide  Reilien  bilden  zusammen  eine  Involution,  in  welcher  einem 
Punkte  derjenige  conjugiert  ist,  tvelcher  seiner  Polarebene  angehört. 
Die  Doppelpunkte  der  Involution  sind  die  Schnittpunkte  des  Trägers 
mit  der  Fläche  zweiten  Grades.^ 

§.  385. 

Projiciert  man  die  Punktreihe  1\  (Taf.  JI ,  Fig.  26),  vom 
Punkte  P|  aus  als  Scheitel,  durch  ein  Strahlenbüschel,  so  ist  dieses 
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letztere^  wie  bereits  bekannt,  mit  dem  Strablenbüscbel  der  den  Punk- 
ten P,.  • .  entsprechenden  Polaren  g  projectivisch.  Beide  Strablen- 
büscbel bilden  zusammen  eine  Strableninvolution,  in  welcher 
conjugierte  Strahlenpaare  solche  sind,  welche  aus  einer  Polare  ^ 
und  dem  nach  ihrem  Pol  gehenden  Strahle  bestehen. 

Diese  Strahlenbüschel  P,  (Pa . . .)  und  P,  (P,. . .)  können  als  die 
Schnitte  der  Ebene  e  mit  jenen  beiden  Ebenenbflscheln  betrachtet 
werden ,  von  welchen  das  eine  von  den  Polarebenen  des  veränderlichen 
Punktes  P,  gebildet  wird,  das  andere  aber  jenes  ist;  welches  die  Po- 
lare n^  der  Geraden  7t^  zur  Achse  hat,  und  die  Beihe  P,  .  .  .  auf  a^ 
projiciert. 

Einer  beliebigen  Ebene  in  dieser  Ebeneninvolution  entspricht 
als  conjugierte  Ebene  diejenige,  welche  den  zugehörigen  Pol  aus  der 
gemeinschaftlichen  Achse  n^  projiciert. 

Hiernach  ist  zu  ersehen,  dass  diese  Ebeneninvolution  dadurch 
entsteht,  dass  man  die  Punktinvolution  auf  x^  aus  der  Achse  tc^ 
projiciert.  Die  Doppelpunkte  der  Punktinvolution  auf  n^  liefern  mit 
»2  die  Doppel  ebenen  der  Ebeneninvolution. 

Nachdem  aber  die  Doppelpunkte  der  Punktinvolution  auf;r^  die- 
jenigen sind,  in  welchen  diese  Gerade  die  Fläche  zweiten  Grades  trifft, 
so  folgt  aus  Satz  409),  dass  die  Doppelebenen  der  vorgenannten  Ebenen- 
involution jene  Tangentialebenen  der  Fläche  sind,  die  durch  ;r,  gehen. 

Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

416.  j^Projiciert  man  die  Funkte  einer  Geraden  aiis  der  Polare 
dieser  Geraden  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  ein 
Ebenenbüschel,  so  hildct  dieses  mit  dem  Büschel  der  Polarebenen 
jener  Punkte  ehie  EbeneninvoliUion.  Einer  beliebigen  Ebern  ist  diC" 
jenige  conjugiert ,  welche  durch  deren  Pol  geht.  Die  Doppelebenen 
der  Involution  sind  die  durch  die  Achse  derselben  gelegten  Tangential- 
ebenen der  Fläche  aweiten  Grades',^ 

§.  386. 

Stellt  PiPqPsf\  ein  beliebiges  Polartetraeder  einer  Fläche 
F'  zweiten  Grades  dar,  so  können  nicht  alle  vier  Eckpunkte  desselben 
außerhalb  der  genannten  Fläche  liegen. 

Sind  nämlich  P, ,  P3,  P^  drei  außerhalb  der  Fläche  liegende 
Eckpunkte,  so  muss  der  vierte  Punkt,  da  dieser  der  Pol  der  durch 
die  drei  ersteren  bestimmten  Ebene  ist,  nothwendig  im  Inneren  der 
Fläche  gelegen  sein.  Ebenso  leicht  kann  man  aber  auch  umgekehrt 
nachweisen,   dass  ein  Eckpunkt  des  Tetraeders  stets  im  Inneren  der 

26* 
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Fläche  zweiten  Orades  liegen  mtlsse,  dass  er  aber  auch  der  einzige 
Punkt  sei,  welcher  diese  Eigenschaft  besitzt,  dass  daher,  mit  anderen 
Worten,  drei  Eckpunkte  des  Polartetraeders  immer  außerhalb 
der  Fläche  liegen  werden. 

Ist  nämlich  P,  ein  Eckpunkt  des  Polartetraeders,  welcher  sich 
im  Inneren  der  Fläche  vorfindet,  so  kann  kein  einziger  Punkt 
seiner  Polarebene  im  Inneren  der  Fläche,  also  auf  Grund  des 
Vorausgeschickten,  auch  keiner  der  drei  noch  übrigen  Eckpunkte  P,, 
P3,  P4  daselbst  liegen. 

Setzen  wir  nun  eine  Fläche  F^  zweiten  Grades  voraus^ 
deren  Polar tetraeder  Pj  P^  P3  P^  sei. 

Angenommen,  es  befinde  sich  der  Pankt  P^  außerhalb  der 
Fläche,  so  wird  einer  der  drei  Punkte  P,,  P3  oder  P^,  etwa  P,,  im 
Inneren  der  Fläche  liegen  müssen.  Die  Ebene  P,  P,  P^  schneidet  daher 
die  Fläche  zweiten  Grades  in  einem  reellen  Kegelschnitte  K]  der 
Punkt  P,  liegt  sodann  auch  im  Inneren  dieses  Kegelschnittes,  die 
Punkte  P3  und  P^  hingegen  außerhalb. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  das  Dreieck  P^P^P^ 
(Taf.  U,  Fig.  27)  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes  K  ist.  Offenbar 
wird  es  genügen,  zu  zeigen,  dass  einer  von  den  drei  Punkten,  allen- 
falls Pg,  der  Pol  derjenigen  Geraden  ist,  welche  die  beiden  anderen 
Punkte  P3  und  P4  verbindet.  Das  Gleiche  gilt  selbstverständlich  auch 
ftlr  die  übrigen  Eckpunkte  des  Dreieckes  und  den  gegenüberliegenden 
Seiten. 

Der  Punkt  P,  ist  der  Pol  der  Ebene  P,  P3P4.  Es  wird  daher 
(nach  Satz  399)  jede  durch  P,  gehende  Ebene  die  Fläche  in  einem 
Kegelschnitte  und  die  Polarebene  P,  PaP4  von  P,  in  einer  Geraden 
schneiden,  so,  dass  letztere  die  Polare  des  Punktes  P,  in  Bezug 
auf  diesen  Kegelschnitt  darstellt.  Eine  solche  durch  P,  gelegte  Ebene 
ist  eben  auch  die  Ebene  P,  P3  P^.  Dieselbe  schneidet  die  Fläche  in 
dem  Kegelschnitte  K^  und  die  Polarebene  P,  P3  P^  in  der  Geraden 
-^3^4?  6S  muss  daher,  was  zu  beweisen  war,  P,P4  die  Polare  des 
Punktes  P,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  E  sein.  Dies  gibt  den  Satz : 

417  a).  „Jede  Seüenebene  eines  Polartetraeders  einer  Fläche  zwei- 
ien  Grades  schneidet  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte,  für  welchen 
das  van  den  drei  in  dieser  Ebene  liegenden  Tetraedereckpunkten  ge- 
bildete Dreieck  ein  Polardrekck  ist.^ 

Der  vorstehende  Satz  ist  übrigens  noch  einer  Umformung,  resp. 
Erweiterung  fähig. 

Wählen  wir  den  Eckpunkt  des  Polartetraeders,  etwa  P, 
von  vorneherein,   so  ist  auch  die  ihm  gegenüberliegende  Seitenebene 
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P^P^P^  des  Polartetraeders,  da  sie  die  Pol ar ebene  j9|  von  P,  reprä- 
sentiert, bereits  ebenso  wie  der  Kegelschnitt  Ä,  in  welchem  die  be- 
sagte Ebene  die  Fläche  zweiten  Grades  schneidet,  gegeben. 

Was  die  drei  übrigen  in  der  Ebene  p^  liegenden  Eckpunkte  des 
PoIartetrae(}ers  anbelangt,  so  können  dieselben  unendlich  viele  Lagei? 
annehmen,  und  kann  man  auf  Grund  des  eben  bewiesenen  Satzes  417  a) 
für  Pg,  P3  und  P^  die  Eckpunkte  jedes  einzelnen  der  unendlich  vielen 
Folardreiecke  des  Kegelschnittes  K  wählen. 

Da  endlich  die  drei  Kanten  P,  P,,  Pi  P3  und  P,  P4,  nachdem 
sie  die  Eckpunkte  eines  Polardreieckes  von  K  aus  dem  Punkte  P^ 
als  Scheitel  projicieren,  auch  drei  conjugierte  Polaren  (Durch- 
messer) jenes  Kegels  sind,  welcher  aus  dem  Scheitel  P,  den  Kegel- 
schnitt K  projiciert,  also  der  Fläche  zweiten  Grades  längs  K  um- 
schrieben ist,  so  folgt  der  Satz: 

417b).  j^Drei  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehende  con- 
jugierte  Geraden  einer  Fläche  zweiten  Grades,  d.  i.  drei  durch  einen 
Eckpunkt  gehende  Kanten  eines  Polartetraeders  sind  stets  drei  conju- 
gierte  Durchmesser  (Polaren)  des  der  Fläche  aus  jenem  Punkte  als 
Scheitel  umschriebenen  Kegels."' 

Aus  den  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades  erhält  man  durch  Specialisierung  der  Lage  des  Poles 
oder  der  Polarebene  eine  ganze  fieihe  der  wichtigsten  und  für 
die  constructive  Behandlung  dieser  Flächen  wertvoll- 
sten Eigenschaften. 

§.  387. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  der  Pol  eine  besondere  Lage 
gegen  die  Fläche  zweiten  Grades  besitze,  dass  derselbe  also  beispiels- 
weise auf  der  Oberfläche  selbst  liege. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wissen  wir,  dass  die  Polare 
eines  Punktes  auf  einem  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt durch  die  Tangente  des  Kegelschnittes  in  dem  betreffenden 
Punkte  dargestellt  wird.  Dieser  Fall  tritt  thatsächlich  hier  ein.  Legen 
wir  durch  einen  Punkt  P  auf  einer  Fläche  F^  zweiten  Grades  eine 
beliebige  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  in  einem  durch  P 
gehenden  Kegelschnitte  und  die  Polarebene  des  Punktes  P  (nach 
Satz  399)  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  sein  muss,  also  keine  andere  als  die 
Tangente  t  des  Kegelschnittes  K  im  Punkte  P  sein  kann.  Nachdem 
das  Gesagte  für  jede  beliebige  durch  P  gehende  Ebene  gilt,  und  nach- 
dem andererseits  die  Tangenten  aller  durch  P  gehenden  auf  der  Fläche 
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liegenden  Kegelschnitte  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte  P  bilden,  so  folgt,  dass  diese  Tangentialebene  die  Polarebene 
ihres  BerQhrungspunktes  sei.    Mithin  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

418,  y^Bie  Polarebene  eines  Punktes  auf  einer  Fläche  zweiten 
Grades  in  Bezug  auf  die  letztere  ist  dessen  Tangentialebene^ 

and  umgekehlt: 

419.  jjBer  Pol  einer  Berührungsebene  einer  Fläche  zweiten 
Grades  ist  deren  Berührungspunkt,"' 

§.  388. 

Anschließend  an  die  gepflogenen  Erörterungen  wird  nun  auch 
die  Frage  aufgeworfen  werden  können,  welche  Gerade  der  Tan- 
gente einer  Fläche  zweiten  Grades  als  Polare  entspricht. 

Wir  wissen,  dass,  wenn  sich  eine  Ebene  um  eine  Gerade  dreht, 
ihr  Pol  auf  der  Polare  der  Geraden  fortschreitet.  Ist  nun  F^  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  t  eine  Gerade,  welche  die  erstere  im 
Punkte  p  berührt,  so  wird  man  die  Polare  von  t  finden,  wenn  man 
die  Pole  zweier  beliebigen  durch  t  gelegten  Ebenen  durch  eine  Gerade 
verbindet. 

Als  die  eine  dieser  Ebenen  wählen  wir  die  Tangentialebene  der 
Fläche  im  Punkte  p.  Da  der  Pol  dieser  Ebene  deren  Berührungs- 
punkt selbst  ist,  so  muss  die  gesuchte  Polare  der  Geraden  t  durch 
denselben  Punkt  p  gehen. 

Betrachtet  man  ferner  den  Punkt  p  als  Punkt  der  Geraden  t^  so 
muss  nach  Satz  407)  die  Polarebene  desselben,  d.  h.  die  Tangential- 
ebene in  p^  durch  die  Polare  der  Geraden  t  gehen,  oder  mit  anderen 
Worten:  die  Polare  der  Tangente  t  einer  Fläche  zweiten  Grades  in 
einem  Punkte  p  geht  durch  diesen  Punkt  und  liegt  in  der  zugehörigen 
Tangentialebene;  dieselbe  ist  also  wieder  eine  Tangente  der  Flächein 
dem  nämlichen  Punkte. 

Über  die  Bichtung  der  Polare  werden  wir  an  späterer  Stelle  Auf- 
klärung finden.  Auf  Grund  unserer  dermaligen  Untersuchungen  gelangen 
wir  zu  dem  Satze: 

420.*  „Bie  Polare  einer  Tangente  einer  Fläche  zweiten  Grades 
ist  wieder  eine  Tangente  mit  dem  nämlichen  Berührungspunkte.^ 

Denken  wir  uns  wieder  eine  Fläche  zweiten  Grades  F^  durch 
irgend  eine  Ebene  p  in  einem  Kegelschnitte  K  geschnitten.  Der  Pol 
der  Ebene  p,  gleichzeitig  auch  Scheitel  jenes  Kegels,  welcher  die 
Fläche  längs  K  berührt,  sei  P. 
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Ist  a  ein  beliebiger  Punkt  des  Kegelschnittes  K  und  t  die  Tan- 
gente von  K  in  demselben,  so  wird  nach  dem  vorhergehenden  Satze 
die  Polare  von  t  eine  gewisse  Gerade  r  sein,  welche  die  Fläche  F'- 
ebenfalls  in  a  berührt.  Nachdem  aber  die  Ebene  p  durch  die  Gerade 
t  geht;  so  muss  die  Polare  von  t  durch  den  Pol  von  p  führen.  Dieses 
Ergebnis  sagt  aus,  dass  die  Erzeugende  Pa  des  der  Fläche  aus  dem 
Punkte  P  umschriebenen  Kegels,  die  Polare  der  Geraden  t  sei. 

Wir  erhalten  demgemäß,  bezüglich  der  Tangentenschar 
eines  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegenden  Kegelschnittes,  nach- 
stehenden Satz: 

421.  „Den  Tangenten  eines  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
liegenden  Kegelschnittes  entsprechen  als  Polaren  die  durch  deren 
Berührungspunkte  gellenden  Erzeugenden  jenes  Kegels^  welcher  'der 
Fläche  längs  des  genannten  Kegelschnittes  umschrieben  ist.^ 

§.  390. 

Betrachten  wir  zwei  sich  schneidende  Geraden  sr,  und  jr,,  so 
lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  deren  Polaren  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  wieder  zwei  sich  schneidende  Geraden  sein  müssen. 

Ist  nämlich  P  der  Schnittpunkt  von  tti  und  ^r^,  so  müssen  die 
Polaren  n^  und  TI^  dieser  beiden  Geraden  (nach  Satz  407)  in  der 
Polarebene  p  des  Punktes  P  liegen,  sich  also  ebenfalls  in  einem  Punkte 
schneiden,  welchem  als  Polarebene  offenbar  wieder  die  Ebene  der 
beiden  ursprünglichen  Geraden  ^r^  und  tc^  entsprechen  wird.  Mithin 
besteht  der  Satz: 

422.  jfDie  Polaren  zweier  sich  schneidenden  Geraden  sind  wieder 
zwei  sich  schneidende  Geraden;  die  Ebene  des  einen  Paares  ist  die 
Polarebene  des  Schnittpunktes   des   zweiten  Paares  und  umgekehrt,^ 

§.  391. 

Ziehen  wir  von  einem  Punkte  P  außerhalb  einer  Fläche  zweiten 
Grades  zwei  beliebige  Tangenten  t^  und  t^  an  dieselbe.  Die  Berührungs- 
punkte derselben  seien  a,  und  a,. 

Die  Polaren  r,  und  r,  dieser  Tangenten  werden  ebenfalls  zwei 
sich  schneidende  Tangenten  der  Fläche  zweiten  Grades  sein,  welche, 
wie  vorher  nachgewiesen^  die  nämlichen  Berührungspunkte  a^  und  a, 
wie  die  ersteren  besitzen.  Nennen  wir  den  Schnittpunkt  von  r,  und  r, 
beispielsweise  ä,  so  ist  (nach  Satz  422)  %  der  Pol  der  Ebene  (f^t^) 
und  P  der  Pol  der  Ebene  t^x^^  also  die  Verbindungsgerade  Ptc  der 
beiden  Scheitelpunkte  die  Polare  der  Schnittgeraden  a^a^  ihrer  Polar- 
ebenen.   Letzteres  folgt  übrigens  auch  daraus,  dass  die  Berührebenen 
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der  Fläche  F^  in  den  Punkten  a,  und  a^,  da  dieselben  durhc  die 
Tangentenpaare  ^,,r,  und  (5,  tg  bestimmt  sind,  die  Gerade  Pä  ent- 
halten müssen.    Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

428,  „Zwei  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  Tangenten  einer 
Fläche  zweiten  Grades  entsprechen  als  Polaren  wieder  zwei  sich  in 
einem  Punkte  schneidende  Tangenten,  welche  die  nämlichen  Berührungs- 
punkte besitzen,  tvie  die  ersteren;  die  Verbindungsgerade  dieser  Be- 
rührungspunkte ist  die  Polare  der  Verbindungsgeraden  der  Schnitt- 
punkte  beider  Tangentenpaare.^ 

§.  392. 

Durch  die  bisherigen  Betrachtungen  fanden  jene  Fälle  ihre  Er- 
ledigung, in  welchen  der  Pol,  die  Polarebene  und  die  Polare 
besondere  Lagen  gegen  die  Fläche  zweiten  Grades  einnehmen. 

Nunmehr  wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  besagten  Elemente 
besondere  Lagen  im  Baume  selbst,  also  unabhängig  von  der 
Fläche  zweiten  Grades,   einnehmen. 

Wir  haben  also,  mit  anderen  Worten,  das  Verhalten  der 
unendlich  fernen  fiaumelemente  gegen  eine  beliebige  in 
endlicher  Entfernung  gegebene  Fläche  zweiten  Grades 
zu  untersuchen. 

Sei  F^  eine  Fläche  zweiten  Grades  uud  P»  ein  in  unendlicher 
Entfernung  liegender  Punkt,  der  durch  die  Richtung  einer  gegebenen 
Geraden  l  repräsentiert  sein  möge.  Die  Polarebene  p  dieses  Punktes 
Poo  muss,  gemäß  der  Definition,  jeden  durch  P«  gehenden,  also  zu  l 
parallelen  Strahl  g  in  einem  Punkte  %  derart  schneiden,  dass  die 
Punkte  Poo  und  n  mit  den  beiden  Punkten  A  und  JB,  in  welchen  g 
die  Fläche  F^  trifft,  harmonisch  liegen. 

Einer  dieser  vier  Punkte  —  P«  —  ist  aber  unendlich  ferne, 
es  muss  daher  der  ihm  harmonisch  cönjugierte  Punkt  n  die  Strecke 
der  beiden  übrig  bleibenden  Punkte  A  und  B  halbieren.  Wir  erhalten 
demnach  den  Satz: 

424.  j^Die  Halbierungspunkte  aller  zu  einer  beliebigen  Geraden 
2)arallelen  Sehnen  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  in  einer  und 
derselben  Ebene,^ 

§.  393. 

Man  nennt  die  vorbezeichnete  Ebene  die  zu  der  Sichtung 
der  gegebenen  parallelen  Sehnen  „cönjugierte  Durch- 
messerebene" oder  „cönjugierte  Diametralebene"  der 
Fläche  zweiten  Grades. 
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Da  alle  Richtungen  im  Saume  durch  die  Strahlen  eines  räum- 
lichen Strahlenbündels  repräsentiert  werden,  d.  h.  da  ihre  Anzahl 
durch  oo^  ausgedrückt  wird,  so  ist  auch  die  Anzahl  der  Durchmesser- 
ebenen einer  Fläche  zweiten  Grades  gleich  oo'^,  d.  L  sämmtliche 
Durchmesser  erfüllen  ein  System  zweiter  Stufe. 

Nachdem  ferner  einer  jeden  Ebene  im  Baume  ein  Pol  zu- 
geordnet' ist^  so  wird  auch  der  unendlich  fernen  Ebene  des 
Baumes  ein  gewisser  Pol  entsprechen.    Dieser  Punkt  sei  M, 

Jede  durch  M  gehende  Gerade  g  wird  die  Fläche  zweiten 
Grades  in  zwei  Punkten  a  und  6  schneiden  und  die  unendlich  ferne 
Ebene  in  einem  Punkte  :r»  treffen,  so  dass  M^  ^r«,  a  und  h  vier 
harmonische  Punkte  darstellen.  Da  aber  der  Punkt  ;r«  in  der  unend- 
lich fernen  Ebene  liegt,  so  muss  M  nothwendig  in  der  Mitte  der 
Strecke  ah  liegen.  Dasselbe  gilt  von  jeder  anderen  durch  M  gezo- 
genen Geraden,  so  dass  der  Satz  besteht  : 

455.  „I'w»'  iede  Fläche  zweiten  Grades  existiert  ein:  gewisser 
Punkt  y  tvelcher  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  aller  durch  ihn  gehenden 
Sehnen  der  Fläche  ist"^ 

Ein  solcher  Punkt  heißt  bekanntlich  ein  „Mittelpunkt^  der 
Fläche  und  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  ein  „Durchmesser'' 
oder  ein  „Diameter  der  Fläche". 

Da  es  nur  eine  unendlich  ferne  Ebene  gibt,  so  besitzt  eine 
Fläche  zweiten  Grades  auch  nur  einen  einzigen  Mittelpunkt. 

§.  394. 

Die  beiden  vorstehenden  Sätze  bilden  die  Grundlage  für  eine 
größere  Zahl  anderer  Sätze,  die  wir  nun  der  Ordnung  nach  ent- 
wickeln wollen. 

Vor  allem  möge  an  den  allgemeinen  Satz  406)  erinnert  werden, 
nach  welchem  die  Polarebene  eines  Punktes,  der  in  einer  zweiten 
Ebene  liegt,  durch  den  Pol  dieser  Ebene  gehen  muss. 

Wendet  man  dieses  bereits  festgestellte  Besultat  auf  die  unend- 
lich fern«  Ebene  und  den  ihr  als  Pol  entsprechenden  Mittelpunkt  einer 
Fläche  F^  in  der  Form  an,  dass  man  in  der  ersteren  einen  beliebigen 
Punkt  wählt,  so  findet  man,  dass  dessen  Polarebene,  welche,  wie 
vorher  gezeigt  wurde,  eine  Durchmesserebene  ist,  durch  den  Mittel- 
punkt der  Fläche  zweiten  Grades  gehen  muss.  Folglich  gilt  der  Satz: 

426.  y^Sätnmfliche  Durchmessereienen  einer  Fläche  zweiten  Grades 
gelten  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche."" 
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§.  395. 


Denken  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  M  einer  Fläche  zweiten 
Grades  eine  beliebige  Ebene  D  gelegt. 

Besagte  Ebene  wird  offenbar  eine  Durchmesserebene  sein,  da  ihr 
Fol  in  der  Folarebene  des  Mittelpunktes  M^  d.  i.  in  unendlicher  Ent- 
fernung liegt.  Diese  Ebene  schneidet  die  Fläche  zweiten  Grades  in 
irgend  einem  Kegelschnitte  K. 

Ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  M.  in  der  Ebene  D  eine  be- 
liebige Gerade  ä,  so  schneidet  die  letztere  den  Kegelschnitt  K  in  den 
nämlichen  zwei  Punkten  a  und  &,  in  welchen  sie  die  Fläche  trifft. 
Die  Gerade  d  ist  aber,  da  aM=hM  ist,  ein  Durchmesser  der  Fläche, 
woraus  sofort  folgt,  dass  dieselbe  gleichzeitig  auch  ein  Durchmesser 
des  Kegelschnittes  K  sein  wird.  Nachdem  dasselbe  von  jedem  anderen 
in  der  Ebene  D  gezogenen  Flächendurchmesser  gilt,  so  ist  klar,  dass 
M  auch  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K  sei.  Es  besteht  daher 
der  Satz: 

427.  jfDer  Mittelpunkt  einer  Fläche  zweiten  Grades  ist  gleich- 
zeitig  auch  Mittelpunkt  jedes  Kegelschnittes,  in  welchem  eine  Durch- 
messerthene  die  Fläche  schneidet, "^ 

§.  396. 

Aus  olem  allgemeinen  Satze  401),  nach  welchem  die  Berührungs- 
curve  einer  Fläche  JP*  mit  dem  ihr  aus  einem  Punkte  außerhalb,  als 
Scheitel,  umschriebenen  Kegel,  die  Schnittcurve  der  Fläche  mit  der 
Polarebene  dieses  Scheitels  ist,  folgt  für  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  d.  h.  für  einen  der  Fläche  umschriebenen  Cylinder 
der  Satz: 

428.  „Die  Berührungscurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit 
einem  derselben  umschriebenen  Cylinder  ist  derjenige  Kegelschnitt, 
in  tvelchem  die  den  Cylindererzeugenden  conjugierte  Durchmesserebene 
die  Fläche  schneidet.^ 

Dieser  Satz,  sowie  der  mit  ihm  correspondierende  allgemeinere 
Satz  401)  lässt  auch  folgende  für  die  graphische  Darstellung  der  Flächen 
zweiten  Grades  maßgebende  Fassung  zu: 

429.  „Die  Contour  einer  Fläche  zweiten  Grades,  sowie  deren 
sichtbarer  Umriss  für  Central-  oder  Parallelprojection  ist  stets  ein 
Kegelschnitt^ 

Und   weiters: 
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430.  jfDer  Schlagschatten  einer  Fläche  zweiten  Grades  auf  eine 
Ebene  y  sowie  der  Selbstschatten  derselben  bei  centraler  und  parallel^ 
strahliger  Beleuchtung^  ist  imtner  ein  Kegelschnitt*^ 

§•  397. 

Wenden  wir  uns  nun  der  Untersuchung  jener  Eigenschaften  zu, 
welche  die  Polare  einer  unendlich  fernen  Geraden  g»  in  Bezug  auf 
irgend  eine  Fläche  F*  zweiten  Grades  besitzen  muss. 

Da  die  unendlich  ferne  Gerade  g^,  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
liegt,  so  muss  die  Polare  derselben  durch  den  Pol  dieser  Ebene,  d.  i. 
durch  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche  gehen.  Die  Polare  einer  un- 
endlich fernen  Geraden  ist  also  stets  ein  Durchmesser  der  Fläche. 

Umgekehrt  entspricht  selbstverständlich  einem  Durchmesser  der 
Fläche  zweiten  Grades  eine  unendlich  ferne  Gerade. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

431.  y^Einer  unendlich  fernen.  Geraden  entspricht  als  Polare 
stets  ein  Durchmesser  der  Fläche  zweiten  Grades  und  umgekehrt.^ 

§.  398. 

Schneidet  ein  Durchmesser  d  die  Fläche  zweiten  Grades  in  den 
Punkten  a  und  &,  so  ist  bekannt  (Satz  409),  dass  die  Beruhrungs- 
ebenen  der  Fläche  in  diesen  beiden  Punkten  a  und  b  durch  die  Polare 
des  Durchmessers  gehen  müssen.  Nachdem  aber  diese  Polare  in  un- 
endlicher Entfernung  liegt,  so  folgt,  dass  die  beiden  Tangentialebenen 
zu  einander  parallel  sein  müssen.    Somit  besteht  der  Satz: 

432.  „Die  Tangentialebenen  einer  Flachs  ztveiten  Grades  iti 
den  Endpunkten  eines  beliebigen  Durchmessers  sind  zu  einander 
parallel,^ 

§.  399. 

Wenden  wir  den  Satz  413)  auf  den  Durchmesser  einer 
Fläche  zweiten  Grades  und  dessen  unendlich  ferne 
Polare  an. 

Ist  d  ein  solcher  Durchmesser  und  g»  dessen  im  Unendlichen 
liegende  Polare,  und  denken  wir  uns  durch  ^oo  eine  beliebige  Ebene  e 
gelegt,  so  schneidet  diese  die  Fläche  zweiten  Grades  in  einem  Kegel- 
schnitte K  und  den  Durchmesser  d  in  einem  Punkte  o. 

Auf  Grund  des  vorher  angeführten  Satzes  413)  muss  nun  o  der  Pol 
der  Geraden  flr«  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  K  sein.  Nachdem 
aber  g<ß  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  ist  der  Pol  o  insbesondere 
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der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K.  Dasselbe  gilt  für  jede  andere 
durch  ^«  gehende,  also  zu  e  parallele  Ebene,  so  dass  wir  sagen 
können : 

433.  j^Die  MittelpunJcte  aller  Kegelschnitte^  in  welchen  eine 
Schaar  paralleler  Ebenen  eine  Fläche  zweiten  Grades  schneidet,  liegen 
auf  einem  Durchmesser,  und  zwar  auf  jenem ,  welcher  der  unendlich 
fernen,  allen  diesen  parallelen  Ebenen  gemeinschaftlichen  Geraden 
conjugiert  ist.^ 

'  Beachtet  man,  dass  (nach  Satz  409)  auch  die  Tangentialebenen 

in  den  Endpunkten  dieses  Durchmessers  durch  die  nämliche  Gerade  ^« 
gehen,  so  erhält  vorstehepder  Satz  die  folgende  Fassung: 

434,  „Die  Mittelpunkte  aller  zu  einer  festen  Ebene  parallelen 
Schnitte  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  auf  demselben  Durch- 
messer, ivelcher  die  Berührungspunkte  der  zu  der  genanntere  Ebene 
parallelen  Tangentialebenen  der  Fläche  verbindet.^ 

.    %.  400. 

Unter  allen  durch  die  unendlich  ferne  Gerade  g»  gehenden  Ebenen 
ist  diejenige,  welche  gleichzeitig  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche  zweiten 
Grades  enthält,  d.  h.  die  in  dem  Parallelbüschel  jr«  enthaltene  Durch- 
messerebene D,  besonders  hervorzuheben.  Wir  nennen  diese  Ebene, 
„die  dem  Durchmesser  d  der  Fläche  conjugierte  Durch- 
messerebene". 

Umgekehrt  versteht  man  unter  dem  einer  „Durchmesser- 
ebene  conjugierten  Durchmesser^  denjenigen  Durchmesser  dj 
welcher  djer  unendlich  fernen  Geraden  p«  dieser  Ebene  con- 
jugiert ist. 

Es  ist  unschwer  nachzuweisen,  dass  die  zu  diesem  Durchmesser 
parallelen  Sehnen  der  Fläche  von  der  genannten  conjugierten  Durch- 
messerebene halbiert  werden« 

Aus  der  nachstehenden  einfachen  Betrachtung  wird  sich  weiters 
ergeben,  dass  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  „conjugiert"  in  diesem 
Falle  die  nämliche  sei,  wie  die  in  dem  Satze  408)  und  der  darauf 
folgenden  Definition  angeführte. 

Ist  nämlich  F^  die  Fläche  zweiten  Grades,  M  ihr  Mittelpunkt, 
D  eine  beliebige  Durchmesserebene,  ^oo  deren  unendlich  ferne  Gerade, 
und  endlich  d  der  dieser  Geraden,  also  auch  der  Durchmesserebene 
conjugierte  Durchmesser,  so  wird  es  sich,  um  den  besagten  Nachweis 
zu  liefern,  offenbar  nur  darum  handeln,  zu  zeigen,  dass  die  Durch- 
messerebene  D  zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  u  von  d  conjugiert 
sei,  also  dessen  Polarebene  darstelle. 
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Da  d  und  gu  zwei  coDJugierte  Geraden  sind»  so  wird  die  Polar- 
ebene eines  beliebigen  Punktes  der  einen  —  d  —  (nach  Satz  407), 
durch  die  zweite,  d.  h.  durch  gu  gehen.  Liegt  aber  der  Punkt  auf  d 
in  unendlicher  Entfernung,  so  muss  die  Polarebene  außerdem  durch 
den  Mittelpunkt  M  der  Fläche  führen,  und  kann  daher  keine  aiidere, 
als  die  Durchmesserebene  D  selbst  sein. 

Zwischen  dem  Durchmesser  d  und  der  ihm  entsprechenden 
Durchmesserebene  D  besteht  sonach  folgende  Wechselbeziehung: 

455.  „Ist  d  der  der  Durchmesserebe^ie  D  einer  Fläche  zweiten 
Grades  conjugierte  Durchmesser,  so  werden  alle  jm  d  parallelen  Fla- 
chensehnen  durch  D  halbiert,  während  die  Mittelpunkte  aller  zu  D 
parallelen  Flächenschnitte  auf  d  liegen;  die  Berührungspunkte  aller 
zu  d  parallelen  Flächentangenten  liegen  auf  dem  Schnitte  der  Fläche 
mit  D,  und  die  zu  D  parallelen  Tangentialebenen  berühren  die  Fläche 
in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  d." 

§.  401. 

Denken  wir  uns  in  der  einem  Durchmesser  d  conj agierten 
Durchmesserebene  D  einen  beliebigen  Durchmesser  d^  gezogen,  so 
entsteht  die  Frage,  welche  Lage  wohl  der  diesem  Durchmesser  d, 
conjugierten  Durchmesserebene  Z>,  entsprechen  werde. 

Die  fragliche  Ebene  wird  offenbar  die  Polarebene  des  unendlich 
fernen  Punktes  u,  von  d^  sein.  Nachdem  aber  d^  in  der  Ebene  D 
liegt,  so  isi  dieser  Punkt  u,  ein  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden 
g^  von  D;  es  folgt  somit  unmittelbar,  dass  die  Polarebene  des  Punktes 
u,,  d.  i.  die  gesuchte  Durchmesserebene  D,,  durch  die  Polare  von  g^, 
also  durch  den  Durchmesser  d  gehen  müsse.     Mithin  der  Satz: 

436,  ^Zieht  man  in  einer  Durchmesserebene  einer  Fläche  zweiten 
Grades  einen  beliebigen  Durchmesser,  so  geht  die  ihm  conjugierte 
Durchmesser  ebene  durch  den  der  ersten  Ebene  conjugierten  Diameter^ 

und  umgekfhrt: 

437,  jfLegt  man  durch  einen  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten 
Grades  eine  beliebige  Durchmesserebene,  so  liegt  der  derselben  con- 
jugierte Durchmesser  in  der  dem  erstgenannten  Durchmesser  con- 
jugierten Durchmesserebene.^ 

§.  402. 

Verfolgen  wir  den  betretenen  Weg  weiter. 
Wir  haben  in  der  Durchmesserebene  D   einen  Durchmesser  d^ 
beliebig  angenommen  und  gefunden,   dass  die  demselben  conjugierte 
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Durchmesserebene  D,   durch   den  der  Ebene  D   coujugierten   Durch- 
messer d  führt. 

Nun  schneidet  aber  auch  die  Ebene  D,  die  Ebene  D  gleichfalls 
in  einem  Durchmesser  d.^  der  Fläche ;  es  wird  demnach  zu  untersuchen 
sein,  welches  die  diesem  Durchmesser  conjugierte  Durchmesserebene  ist. 

Da  der  Durchmesser  d^  in  der  Durchmesserebene  B  sowohl,  als 
auch  in  der  Durchmesser  ebene  D,  liegt,  so  muss,  auf  Grund  des  vor- 
hergehenden Satzes,  die  ihm  conjugierte  Durchmesserebene  D,  sowohl 
durch  den  Durchmesser  d,  als  auch  durch  den  Durchmesser  d,  gehen. 
Besagte  Ebene  ist  also  diejenige,  welche  durch  d,  und  d  be- 
stimmt wird. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  drei  Durchmesser  d,  d,  und  d,, 
von  welchen  jeder  einzelne  der  durch  die  beiden  anderen  Durchmesser 
gelegten  Durchmesserebene  conjugiert  ist. 

Drei  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten  Grades,  welche  die  her- 
vorgehobene Eigenschaft  besitzen ,  werden  ^drei  conjugierte 
Durchmesser"  der  Fläche  genannt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  zu  einem  jeden  Durchmesser  d  der 
Fläche  unendlich  viele  Paare  von  Durchmessern  d,  und  d,  in  dessen 
Durchmesserebene  B  gefunden  werden  können,  welche  mit  demselben 
drei  conjugierte  Durchmesser  der  Fläche  darstellen.  Dem  Durchmesser 
d,  in  der  Ebene  B  können  alle  möglichen  Lagen  gegeben 
werden.  Der  dritte  Durchmesser  d,  ist  sodann  durch  die  beiden  ersten 
d  und  dj  vollkommen  bestimmt. 

Es  ist  nun  unschwer  nachzuweisen;  dass  irgend  ein  Paar 
von  drei  coujugierten  Durchmessern  einer  Fläche  zweiten  Grades  stets 
auch  conjugierte  Durchmesser  jenes  Kegelschnittes  sind, 
in  welchem  die  durch  sie  bestimmte  Durchmesserebene  die  Fläche 
zweiten  Grades  schneidet. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  an,  es  seien  d,  d,  und  d^  drei 
conjugierte  Durchmesser,  welche  die  Fläche  zweiten  Grades  beziehungs- 
weise in  den  Punktepaaren  a,  h  ;,a,,.  b, ;  a,,  \  schneiden  mögen. 

Da  die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  Endpunkten  a  und  h 
des  einen  Durchmessers  zu  der  coujugierten  Durchmesserebene  {d^d^) 
parallel  sind,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  {dd^)  die  Fläche 
in  einem  Kegelschnitte  K  schneidet^  welcher  durch  Punkte  a  und  h 
geht  und  in  diesen  beiden  Punkten  von  zwei  zu  einander  und  zum 
Durchmesser  d,  parallelen  Geraden  (den  Schnittgeraden  der  Kegel- 
schnittsebene mit  den  oben  genannten  Berührebenen)  tangiert  wird; 
dass  also  d  und  d,  zwei  conjugierte  Durchmesser  dieses  Kegelschnittes 
darstellen.     Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 
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438.  y^  Jedes  Paar  von  drei  conjugierten  Durchmessern  einer 
Fläche  zweiten  Grades  ist  gleichzeitig  ein  Paar  conjugierter  Durch- 
f nesser  für  den  Kegelschnitt^  in  welchem  die  Ebene  des  Paares  die 
Fläche  schneidet^ 

§.  403. 

Die  drei  Ebenen  D,  D,  und  D^,  welche  von  den  conjugierten 
Durchmessern  paarweise  (d^d^^  d^d,  ddi)  bestimmt  werden,  nennt 
man  die  „drei  conjugierten  Durchmesserebenen^  der  Fläche. 

Eine  jede  dieser  Durchmesserebenen  ist  dem  Schnitte  der 
beiden  anderen  conjugiert. 

Denken  wir  uns  eine  Diametralebene  D  beliebig  angenommen, 
so  ist  durch  die  getroffene  Wahl  gleichzeitig  auch  der  ihr  conjugierte 
Durchmesser  d  bestimmt ,  und  denken  wir  uns  ferner  in  dieser  Ebene 
beliebige  Paare  conjugierter  Durchmesser  d^  und  d^  des  in  ihr  liegen- 
den Diametralkegelschnittes  construiert,  so  kann  jedes  derartige 
Paar  d^  und  d^  mit  dem  dritten  Durchmesser  d  zu  drei  conjugierten 
Durchmessern  zusammengefasst  werden. 

Weiters  sind  aber  auch  jene  Durchmesserebenen  (dä|)  und  (dd^), 
welche  irgend  ein  Paar  dieser  conjugierten  Eegelschnittsdurchmesser 
mit  d  bestimmen,  jedesmal  zwei  Ebenen,  welche  mit  der  gegebenen 
Durchmesserebene  D  drei  conjugierte  Durchmesserebenen  repräsen- 
tieren. 

Nachdem  aber  die  conjugierten  Durchmesser  des  Kegelschnittes 
K  bekanntlich  eine  Involution  erzeugen,  so  ergibt  sich  folgender  Satz : 

439.  y^Die  zu  einem  beliebigen  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten 
Grades  gehörenden  Paare  von  Durchmessern ,  welche  mit  demselben 
ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser  der  Fläche  darstellen^  bilden  eine 
Strahleninvolution  in  der  dem  festen  Durchmesser  conjugierten  Durch- 
messerebeney  welche  mit  der  Durchmesserinvolution  des  in  letzterer 
Ebene  liegenden  Kegelschnittes  der  Fläche  identisch  ist.^ 

Beciprok  ergibt  sich  demnach  der  Satz: 

440.  jfDie  zu  einer  beliebigen  festen  Durchmesserebene  einer 
Fläche  zweiten  Grades  gehörenden,  mit  ihr  ein  Tripel  conjugierten 
Durchm^sserebenen  repräsentierenden  Paare  von  Durchmesserebenen, 
bilden  eine  Ebeneninvolution,  deren  Achse  der  der  festen  Ebene  con- 
jugierte  Durchmesser  ist  und  die  feste  Ebene  in  jener  Strahleninvolution 
schneidet,  welche  mit  der  Durchmesserinvolution  des  in  der  letzteren 
Ebene  liegenden  Kegelschnittes  der  Fläche  identisch  ist."" 

Aus  diesen  Ergebnissen  lässt  sich  derjenige  Satz  ableiten,  welcher 
bei  der  graphischen  Verwendung  und  Verwertung  der  Flächen  zweiten 
Grades,  sowie  für  deren  Darstellung  eine  höchst  wichtige  Rolle  spielt. 
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Behufs  Ableitung  des  erwähnten  Satzes  benöthigen  wir  eineu 
Hilfssatz,  der  sich  unschwer  nachweisen  lässt  und  hier  sogleich  an« 
geführt  werden  soll. 

Sei  JP  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades  und  P^  P,  P3  P^ 
ein  Folartetraeder  derselben. 

•  Durch  eine  Kante,  allenfalls  durch  P,  P, ,  dieses  Polartetraeders 
legen  wir  eine  beliebige  Ebene.  Diese  Ebene  schneidet  die  Fläche 
zweiten  Grades   in  einem  Kegelschnitte  K  und   die  Kante  P3P4  in 

einem  Punkte  j>3 ,    das  Tetraeder  Pj P^  mithin  in  dem   Dreiecke 

^i-PgPa-  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dieses  Dreieck  für  den  Kegel- 
schnitt JiTein  Polardreieck  darstelle. 

Zunächst  ist  feststehend  und  einleuchtend,  dass,  weil  P, P2  und 
P3P4  conjugierte  Polaren  sind,  der  Punkt  ^^  (nach  Satz  413)  der 
Pol  der  Geraden  P,  P,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  sei. 

Betrachten  wir  ferner  den  Punkt  P, .  Seine  Polarebene  ist  Pg  P3  P^. 
Die  durch  P,  gehende  Ebene  e  schneidet  diese  Polarebene  in  der 
Geraden  P^^^a,  welche  (nach  Satz  413)  wieder  die  Polare  des  Punktes 
P,  in  Bezug  auf  K  darstellt. 

Ebenso . einfach  lässt  sich  der  Nachweis  liefern,  dass  die  Gerade 
Pj|)3  die  Polare  des  Punktes  P,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  JST 
repräsentiere.  Das  Dreieck  F^T^p^  ist  daher  so  beschaffen,  dass  jede 
Seite  desselben  die  Polare  des  gegenüber  liegenden  Eckpunktes  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  darstellt;  das  Dreieck  'B^'P^p^  ist 
sonach  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes  K.  Hiernach  er- 
gibt sich  der  Satz: 

441.  jJL^gi  ^nan  durch  die  Kante  eines  Polartetraeders  einer 
Fläche  zweiten  Grades  eine  beliebige  Ebene,  so  schneidet  diese  die 
Fläche  in  einem  Kegelschnitte  und  das  Tetraeder  in  einem  Dreiecke^ 
welches   ein   Polardreieck  dieses  Kegelschnittes  ist.^ 

§.  404. 

Ist  nun  F^  eine  Fläche  zweiten  Grades  mit  dem  Mittelpunkte 
M,  und  sind  d,,  d.j  und  d^  drei  conjugierte  Durchmesser  derselben, 
deren  unendlich  ferne  Punkte  C7,,  £/,  und  Ü3  heißen  mögen,  so  ist 
unschwer  einzusehen,  dass  die  vier  Punkte  Jf,  ü,,  U^  und  U^  die 
Ecken  eines  besonderen  Polartetraeders  der  Fläche  darstellen. 

Es  ist  nämlich  in  der  That  die  Polarebene  eines  jeden  dieser  vier 
Punkte  diejenige,  welche  durch  die  übrigen  drei  Punkte  geht.  So  ist  die 
unendlich  ferne  Ebene  (ü^  TJ^  ü^)  die  Polarebene  des  Mittelpunktes  Jf. 
Ferner  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  ü^  die  Durch- 
messerebene (dgdj),  welche  dem  Durchmesser  Mü^  =  di    conjugiert 
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ist.  Diese  Durchmesserebene  enthält  aber  die  drei  Punkte  M,  V^,  U^. 
Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Eckpunkten. 

Weiters  erkennt  man  auch  sofort,  dass  gegenüber  liegende 
Kanten  dieses  Tetraeders  conjugierte  Polaren  sind.  Betrachten 
wir  beispielsweise  die  gegenüber  liegenden  Kanten  Mü^  und  ZJt^U^. 
Die  erstere  repräsentiert  den  Durchmesser  d|,  die  letztere  dagegen  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  ihm  conjugierten  Durchmesserebene  (^,^3). 

Auf  dieses  besondere  Polartetraeder  wollen  wir  nun  den 
vorstehenden  Hilfssatz  anwenden. 

Wir  legen  nämlich  parallel  zu  einer  der  drei  Durchmesserebenen, 
allenfalls  parallel  zur  Ebene  {dqd^  eine  Ebene  e.  Die  Ebene  (d^d^) 
möge  die  Fläche  zweiten  Grades  in  einem  Kegelschnitte  K  treffen, 
während  die  Ebene  e  dieselbe  Fläche  in  einem  Kegelschnitte  k  schnei- 
den mag.  Da  die  Ebene  e  zur  Ebene  (d,  d^  parallel  ist ,  also 
durch  die  unendlich  ferne  Kante  ü,  U^  des  Polartetraders  M  D^  ü^  U^ 
geht,  so  wird  dieselbe  auf  Grund  des  vorausgeschickten  Hilfssatzes 
dieses  Polartetraeder  in  einem  Dreiecke  schneiden,  welches  ein  Polar* 
dreieck  des  Kegelschnittes  K  sein  muss. 

Betrachten  wir  dieses  Dreieck  etwas  näher.  Die  eine  Seite  des- 
selben ist  die  unendlich  ferne  Gerade  U^  U^  selbst,  der  ihr  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  ist  der  Schnittpunkt  m  der  Ebene  e  mit  dem 
Durchmesser  d^.  Die  Dreieckseiten  m  U^  und  m  ü^  sind  die  Schnitt- 
geraden  der  Ebene  e  mit  den  beiden  Durchmesserebenen  (d,  d^)  und 
(d^d^).  Dieses  Dreieck  ist  somit  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes  k. 
Da  aber  eine  Seite,  U^^  U^ ,  des  Dreieckes  in  unendlicher  Entfernung 
liegt,  so  sind  die  beiden  anderen  Seiten,  m  ü^  und  m  ü^ ,  wie  aus  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  bekannt  ist,  conjugierte  Durchmesser 
des  Kegelschnittes  k. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

442.  Legt  man  parallel  zu  einer  von  drei  conjugierten  Durch- 
messerebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte  und  die  beiden  anderen 
Durchmesserebenen  in  zwei  Geraden^  welche  conjugierte  Durchmesser 
dieses  Kegelschnittes  sind.^ 

§.  405. 

Denken  wir  uns  weiters  die  eine  Durchmesserebene  I\  fest^ 
legen  wir  ferner  parallel  zu  derselben  eine  Ebene  e  und  nehmen  wir 
irgend  welche  beliebige  Paare  von  Durchmesserebenen  D^  und  D^  an^ 
welche  mit  der  Ebene  D^  ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser- 
ebenen  darstellen,   so   wird  jedes    Paar   dieser    Ebenen    (nach    dem 

Pasclika,  Darstellende  u.  projective  Geometrie.  II.  27 
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Satze*  442),  die  Ebene  D^  in  zwei  eonjugierten  Darohmessern  d^  and 
d,  des  in  ihr  liegenden  Diametralkegelscfanittes  K,  und  die  Ebene  e 
in  zwei  eonjugierten  Durchmessern  d^  und  8^  des  in  dieser  Ebene 
liegenden  Kegelschnittes  k  der  Fläche  schneiden. 

BerQcksichtigt  man  aber,  dass  infolge  der  Parallelität  der  Ebenen 
Dj  und  6  die  Geraden  d,  und  d,  sowohl,  als  auch  die  Geraden  d^  und 
^3  jedesmal  unter  einander  parallel  sein  mQsseU;  so  folgt  unmittelbar, 
dass  jedes  Paar  conjugierter  Durchmesser  des  Kegelschnittes  k  zu  einem 
Paare  conjugierter  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K  parallel  sein 
müsse. 

Dasselbe  gilt  offenbar  auch  you  jeder  anderen  zur  Ebene  D^ 
parallelen  Ebene  6,,  e,...  und  dem  in  ihr  liegenden  Kegelschnitte 
/c, ,  k^. . .,  so  dass  wir  zu  nachstehendem  Satze  gelangen : 

443  a).  y^Eine  Fläche  zweiten  Grades  wird  durch  sncei  beliebige 
parallele  Ebenen  in  zwei  Kegelschnitten  derart  geschnitten,  dass  jedes 
Paar  conjugierter  Durchmesser  des  einen  Kegelschnittes  zu  einem 
JPaare  conjugierter  Durchmesser  des  anderen  Kegelschnittes  parallel  ist.^ 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  bekannt,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte, deren  sämmtliche  Paare  conjugierter  Durchmesser  untereinander 
parallel  sind,  deren  Durchmesser-Involutionen  also  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  die  nämliche  Punktinvolution  erzeugen,  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  sein  müssen. 

Der  vorstehende  Satz  kann  daher  auch  in  folgender  Form  aus- 
gesprochen werden: 

443  b),  ^Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Flädie  zweiten  Grades 
stets  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten,  deren  Mittel'- 
punkte  auf  dem  diesen  Ebenen  eonjugierten  Flächendurchmesser  liegen 
wnd  deren  Durchmesser- Involutioncfi  sich  als  Schnitte  jener  Durch- 
messer ebenen-  Involution  ergeben,  welche  den  genantUen  Durchmesser 
zur  Achse  hat,^ 

§.  406. 

Als  directe  Folge  des  vorstehenden  Satzes  ergeben  sich  die  nach«^ 
stehenden  Sätze. 

Ist  d  ein  Durchmesser  einer  Fläche  F^  zweiten  Grades,  D  die 
ihm  conjugierte  Durchmesser  ebene,  und  nehmen  wir  an,  es  werde  von 
einem  beliebigen  Punkte  P  dieses  Durchmessers  der  Fläche  ein  Kegel 
zweiten  Grades  umschrieben ,  so  wissen  wir,  dass  die  Berflhrungscurve 
dieses  Kegels  der  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Polarebene  des  Scheitels 
P  ist.  Andererseits  ist  nunmehr  auch  klar,  dass  diese  Polarebene  zu 
der  Durchmesserebene  D  parallel  sein  müsse. 
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Es  wird  somit  (nach  Satz  433)  der  Mittelpunkt  der  Berahrungs- 
curve  auf  dem  Durcbmesser  d  lieigen,  und  die  BerOhrangscurve  selbst 
«in  mit  dem  in  der  Ebene  Z>  liegenden  Kegelschnitte  der  Fläche  ähn- 
licher und  ähnlich  gelegener  Kegelschnitt  sein. 

Denkt  man  sich  den  Kegel  sowohl,  als  auch  die  Fläche  zweiten 
Orades  durch  eine  zur  Diametralebene  D  parallele  Ebene  e  geschnitten, 
so  erhält  man  zwei  Kegelschnitte,  welche  ihren  Mittelpunkt  im  Schnitte 
der  Ebene  e  mit  dem  Durchmesser  d  haben,  und  welche  beide  mit 
dem  BerQhrungskegelsohnitt  des  Kegels  ähnlich  und  ähnlich  ge- 
legen sind. 

Nimmt  man  weiters  verschiedene  andere  Kegel  an,  deren  Scheitel 
P^j  P^  .  .  .  sämmtlich  auf  dem  Durchmesser  d  liegen,  so  gilt  f£Lr 
alle  diese  Kegel  bezöglich  ihrer  Schnitte  mit  der  vorbezeichneten 
Ebene  dasselbe;  es  werden  also  sämmtliche  Schnitte  ooncentrisohe,  ähn- 
liche und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sein.  Mithin  besteht  der  Satz : 

444.  y^Sämmtliche  einer  Fläche  gweiten  Grades  aus  den  Punkten 
eines  Durchmessers  umschriebenen  Kegel  werden  von  jeder  Ebene, 
weiche  zu  der  diesem  Durchmesser  conjugierten  'fiurchmesser ebene 
parallel  ist,  in  concentrischen^  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegel- 
schnitten geschnitten,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Durchstoß'» 
punkt  der  schneidenden  Ebene  mit  jenem  Durchmesser  ist^ 

§.  407. 

Da  zwei  beliebige  parallele  Schnitte  einer  Fläche  zweiten  Grades 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  jenem 
Durchmesser  liegen ,  welcher  der  Stellung  der  schneidenden  Ebene  con- 
jugiert  ist,  und  da  andererseits  durch  zwei  ähnlich  gelegene  K^el- 
schnitte  in  parallelen  Ebenen  sich  stets  zwei  Kegelfläohen  legen  lassen, 
deren  Scheitel  auf  der  Yerbindungsgeraden  der  Mittelpunkte  dieser 
beiden  Kegelschnitte  liegen,  so  folgt  unmittelbar  der  nachstehende 
Satz ,  welcher  übrigens  nur  em  Specialfall  eines  an  späterer  Stelle  zu 
beweisenden  allgemeinen  Satzes  ist: 

445.  y^Durch  zwei  pa/rallele  Schnitte  einer  Fläche  zweiten  OrU" 
des  lassen  sich  stets  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  legen,  deren 
Scheitel  auf  demjenigen  Durchmesser  liegen ,  welcher  der  SteUung 
der  schneidenden  Ebenen  canjugiert  ist,  also  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Kegelschnitte  verbindet,^ 

Oder  umgekehrt: 

446.  jiLegt  man  durch  einen  beliebigeji  Kegelschnitt  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Scheitel 

27* 
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auf  dem  der  schneidenden  Ebene  {eigentlich  der  ihr  parallelen  Durch- 
messerebene)  conjugierten  Durchmesser  Hegt,  so  schneidet  dieser  Kegel 
die  Fläche  noch  in  einem  zweiten  Kegelschnitte^  dessen  Ebene  eu 
jener  des  ersteren  parallel  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  ge- 
nannten Durchmesser  liegt, "^ 

Wählt  man  als  Scheitel  des  Kegels  iDsbeEondere  den  Pol  der 
Eegelschnittsebene,  so  übergeht  der  schneidende  Kegel  in  einen 
Berflhrnngskegel;  und  der  zweite  Kegelschnitt  fällt,  wie  eine  einfache 
Grenzbetrachtung  lehrt;  mit  dem  ersteren  zusammen. 

§.  408. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Durohmesser  d  einer  Fläche 
zweiten  Grades;   D  sei  die  demselben  coojugierte  Durchmesserebene. 

Nach  Satz  439)  ist  jedes  Paar  conjugierter  Durchmesser  des  in 
der  Ebene  D  liegenden  Kegelschnittes  K  der  Fläche,  in  Vereinigung 
mit  dem  Durchmesser  d,  ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser  der  Fläche. 

Jeder  Kegelschnitt  K  besitzt  aber  zwei  Achsen,  d.  i.  zwei  zu  eio- 
ander  senkrecht  stehende  conj  agierte  Durchmesser.  Hieraus  ist  zu  ent- 
nehmeU;  dass  sich  zu  je^em  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten  Grades 
nothwendig  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Durchmesser  finden 
lassen  werden,  welche  mit  demselben  ein  Tripel  conjugierter  Durch- 
messer der  Fläche  bilden. 

Dem  eben  Gesagten  zufolge  skid  dies  die  beiden  Achsen  jenes 
Kegelschnittes,  in  welchem  die  dem  gegebenen  Durchmesser  con- 
jugierte  Durchmesserebene  die  Fläche  schneidet. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  sich  nicht  eine  bestimmte  Lage  des  Duroh- 
messers ä  von  der  Beschaffenheit  finden  lasse,  dass  die  beiden  unter- 
einander senkrechten  Durchmesser  auch  zu  demselben  senkrecht  stehen, 
oder  kurZ;  ob  es  in  einer  Fläche  zweiten  Grades  drei  aufeinander 
senkrecht  stehende  conjugierte  Durchmesser  gebe. 

Dies  wird  offenbar  dann  nachgewiesen  sein,  wenn  wir  zu  zeigen 
vermögen,  dass  ein  Durchmesser  existiert,  dessen  conjugierte  Durch- 
messerebene  zu  demselben  normal  ist,  da  in  diesem  Falle  der  genannte 
Durchmesser  mit  den  beiden  Achsen  des  in  genannter  Diametralebene 
liegenden  Kegelschnittes  der  Fläche ,  ein  solches  System  dreier  zu  ein- 
ander senkrecht  stehender  conjugierter  Durchmesser  darstellen  würde. 

Das  Vorhandensein  eines  derartigen  Systems  lässt  sich  folgender- 
maßen nachweisen. 

Wählen  wir  eine  beliebige  Durchmesserebene  D,  einer  Fläche 
zweiten  Grades,  und  sei  d^  der  ihr  coDJugierte  Durchmesser. 
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In  dieser  Durchmesserebene  Dj  nehmen  wir  einen  beliebigen 
Durchmesser  ä*  an;  die  demselben  conj agierte  Durchmesserebene  D' 
geht  sodann  selbstverständlich  durch  den  Durchmesser  d,.  Legen  wir 
ferner  dnrch  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche  zu  dem  Durchmesser  d* 
die  senkrechte  Durchmesserebene  /i'^  so  schneidet  diese  die  frühere 
(dem  Diameter  d*  conjugierte)  Durchmesserebene  D'  in  einem  Dia- 
meter ^^  welcher  zu  d'  senkrecht  steht. 

Untersuchen  wir  nun  vorerst,  was  der  Durchmesser  8*  erzeugt, 
sobald  der  Durchmesser  d*  die  Ebene  D,  durchläuft,  also  ein  Strahlen- 
büschel beschreibt. 

• 

Vor  allem  ist  eiuleuchtend,  dass  die  dem  Durchmesser  d*  con- 
jugierte Durchmesserebene  D'  ein  zu  diesem  Strahlenbüschel 
projectivisches  Ebenen büschel  mit  d|  als  Achse  erzeugen  wird. 

Aber  auch  die  zu  d*  senkrechte  Ebene  ^*  erzeugt  ein  Ebenen- 
büschel, dessen  Achse  der  zur  Ebene  2),  senkrechte  Durchmesser  ist, 
und  welches  ebenfalls  dem  von  d'  beschriebenen  Strahlenbüschel  pro-^ 
jectivisch  ist. 

Die  Schnittgerade  i*  entsprechender  Ebenen  B*  und  A'  erzeugt 
somit  einen  Eegel  zweiten  Grades  2^,  welcher  folgende  Eigenschaft 
besitzt. 

Nehmen  wir  irgend  eine  Erzeugende  6'  dieses  Kegels  an,  so 
steht  dieselbe  einerseits  auf  einem  gewissen  Durchmesser  d*  in  der 
Ebene  2),  senkrecht,  und  andererseits  liegt  sie  in  der  diesem  Durch- 
messer d'  conjugierten  Durchmesserebene  D'. 

Da  ferner  der  Scheitel  des  Kegels  mit  dem  Mittel- 
punkte der  Fläche  zweiten  Grades  zusammenfällt,  ist  jede 
Kegelerzeugende  gleichzeitig  ein  Durchmesser  der  Fläche. 

Wählen  wir  nun  eine  zweite  Durchmesserebene  D^,  lassen  in 
derselben  den  Durchmesser  ä"  wieder  ein  Strahlenbüschel  beschreiben 
und  denken  uns  in  gleicher  Weise  den  diesem  Strahlenbüschel  ent- 
sprechenden Kegel  Zf*  erzeugt. 

Jede  Erzeugende  d''  dieses  Kegels  xA^  ein  Durchmesser  der  Fläche, 
welcher  auf  einem  gewissen  Durchmesser  d"  in  der  Ebene  D,  senk- 
recht steht,  und  gleichzeitig  in  der  diesem  Durchmesser  d"  conju- 
gierten Durchmesserebene  D**  liegt. 

Die  beiden  Kegel  22f  und  IJf*  schneiden  sich  nun  in  vier  Erzeu- 
genden, von  welchen  mindestens  zwei  reell  sind. 

Heben  wir  nämlich  den  Durchschnitt  d,,  der  beiden  Ebenen  D, 
und  Ds  hervor,  so  kann  die  besagte  Schnittgerade  als  ein  Strahl  in 
dem  Büschel  d*  sowohl,  als  auch  als  Strahl  in  dem  Büschel  (?"  be- 
trachtet  werden.   —  Der   demselben  entsprechende    Durchmesser   8^^ 
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(Schnitt  der  ihm  conjngierten  Durchmesserebene  D„  und  der  auf  ihm 
senkrechten  Durchmesserebene  ^fj,)  gehört  somit  beiden  Kegeln  I^ 
und  2;''  als  Erzeugende  an.  Diese  Kegel  müssen  demnach  mindestens 
noch  eine  reelle  Erzeugende  6a  gemein  haben,  können  aber  auch 
drei  reelle  Erzengende  8^^  81  und  8c  gemeinschaftlich  besitzen. 

Betrachten  wir  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  8a  beider  KegeK 

Als  Erzeugende  des  Kegels  H  aufgefasst,  wird  derselben  in  der 
Durchmesserebene  D^  ein  Durchmesser  A*a  entsprechen,  und  zwar  der- 
art, dass  8a  auf  ä*a  senkrecht  steht  und  in  der  dem  Durohmesser 
ä'a  conjugierten  Ebene  D'a  liegt.  Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  436) 
muss  aber  AU  auch  in  der  dem  Durchmesser  8a  conjugierten  Durch- 
messerebene —  sie  heiße  D«  —  liegen. 

Fassen  wir  weiters  den  Durchmesser  8a  als  Erzeugende  de» 
Kegels  27''  auf,  so  wird  demselben  in  der  Durchmesserebene  D^  ein 
Durchmesser  d''a  deraii;  entsprechen,  dass  8a  einerseits  auf  d"a  senk- 
recht steht,  und  andererseits  in  der  dem  Durchmesser  ä^'a  conjugier- 
ten Durchmesserebene  i)"«  liegt.  Dies  vorausgesetzt,  muss  aber  auch 
umgekehrt  ä''a  in  der  dem  Durchmesser  da  conjugierten  Durchmesser- 
ebene Da  liegen. 

Wir  kennen  somit  zwei  Flächendurchmesser  d'«  und  d"« ,  die  zu 
dem  Durchmesser  8a  senkrecht  stehen,  und  in  der  diesem  Durchmesser 
conjugierten  Durchmesserebene  Da  liegen.  Hieraus  folgt  aber  un- 
mittelbar, dass  diese  Durchmesserebene  Da  auf  dem  ihr  conjugierteu 
Durchmesser  8a  senkrecht  stehe,  dass  also  da  eine  Achse  der 
Fläche  zweiten  Grades  darstelle.  Die  beiden  anderen  Achsen 
sind  die  Achsen  des  Kegelschnittes,  in  welchem  die  Ebene  Da 
die  Fläche  schneidet.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

4:47,  y^Jede  Fläche  eweiien  Grades  hesitst  ein  System  von  drei 
„Hauptachsen^*,  d.  h,  ein  System  von  drei  gegenseitig  auf  einan^ 
der  senkrecht  stehenden  conjugierten  Durchmessern,  Die  durch  die- 
selben  paarweise  bestimmten  Durchmesserebenen  —  die  Hauptebenen 
der  Fläche  —  sind  Ebenen  orthogonaler  Symmetrie  für  die  Fläche.^ 

Es  bedarf  wohl  nicht  erst  eines  besonderen  Beweises ,  dass  die 
drei  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten  Grades,  paarweise  genommen, 
ebenfalls  Achsen  jener  Kegelschnitte  sind ,  in  welchen  die  durch  diese 
Paare  bestimmten  Ebenen,  d.i.  die  Hauptebenen  der  Fläche,  die 
letztere  schneiden.  Mau  pflegt  diese  drei  Kegelschnitte  die  „Haupt- 
schnitte*' oder  die  „Hauptkegelschnitte''  der  Fläche 
zweiten  Grades  zu  nennen. 

Die  Eigenthümlichkeit  der  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten 
Grades  als  conjugierte  Durchmesser  derselben^  welche  gleichzeitig  auf 
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einander  senkrecht  stehen,  bringt  es  mit  sich,  dass  sie,  sowie  die 
durch  sie  bestimmten  Hauptebenen,  sozusagen  die  Träger  der  meisten 
metrischen  Eigenschaften  dieser  Flächen  bilden.  Derartige 
Eigenschaften  werden  wir  in  der  Folge  bei  jeder  einzelnen  hierher  ge- 
hörigen Fläche  näher  kennen  lernen. 

§.  409. 

Nunmehr  wollen  wir  darauf  übergehen,  aus  der  eingangs  ge- 
gebenen Definition  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  und  der  hieran  ge- 
knüpften Betrachtung  über  Flächen  zweiten  Grades,  jene  Eigenschaften 
abzuleiten,  welche  sich  auf  das  gegenseitige  Verhalten  zweier 
oder  mehrerer  derartiger  Flächen  beziehen. 

Irgend  zwei  Flächen  zweiten  Grades  .schneiden  sich  stets  in 
einer  Curve  vierter  Ordnung.  Denn  schneidet  man  beide 
Flächen  durch  eine  beliebige  Ebene,  so  erhält  man  zwei  Kegel- 
schnitte, die  vier  (reelle,  theilweise  oder  durchwegs  imaginäre) 
Punkte  gemein  haben,  welche  gleichzeitig  der  Schnittcurve  bei- 
der Flächen  angehören  müssen. 

Diese  Schnittcurve  vierter  Ordnung  kann  aber  in  Curven  nie- 
derer Ordnung,  namentlich  in  Kegelschnitte  degenerieren. 

So  ist  beispielsweise  der  Fall  denkbar,  dass  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  eine  solche  Lage  im  Baume  annehmen,  dass  sie  durch  einen 
und  denselben  Kegelschnitt  gehen. 

Betrachtet  man  sodann  den  Schnitt  dieser  zwei  Flächen,  so  findet 
man  sofort,  dass  der  genannte  Kegelschnitt  einen  Bestandtheil  der 
zweiten  Ordnung  dieses  Schnittes  repräsentiere,  und  dass  daher  der 
liest  des  Schnittes  gleichfalls  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  also  wieder 
ein  Kegelschnitt  sein  müsse,  welcher  allerdings  auch  imaginär  sein 
kann.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

448,  j^Häben  zwei  beliebige  Flächen  zweiten  Grades  einen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich  j  so  schneiden  sich  dieselben  noch  in  einem 
ztveiten  Kegelschnitt,^ 

§.  410. 

Zwei  Flächen  zweiten  Grades  berühren  sich  in  zwei  Punkten  A 
und  JB,  oder  mit  anderen  Worten:  zwei  Flächen  zweiten  Grades  be- 
sitzen in  A  und  B  gemeinschaftliche  Berührebenen  Ta  und 
T(,  und  fragen  wir,  wie  in  diesem  Falle  der  gegenseitige  Schnitt 
dieser  beiden  Flächen  beschaffen  sei. 

Zunächst  ist  klar,  dass  sowohl  in  A^  als  auch  in  B  zwei  Punkte 
des  Schnittes  vereinigt  sind.     Denn  denken    wir  uns   durch  die  Ge- 
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rade  AB  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt,  so  schneidet  diese  die  beiden 
Flächen  in  zwei  Kegelschnitten  K^  und  K^^  w&hrend  sie  die  beiden 
Tangentialebenen  T«  und  Tt  in  zwei  Geraden  ta  and  U  schneiden  wird. 

Die  Gerade  ta  berührt  nun  sowohl  den  Kegelschnitt  JST,,  als  auch 
den  Kegelschnitt  K^  im  Punkte  Äy  während  die  Gerade  h  mit  den 
beiden  Kegelschnitten  JT,  und  £2  im  Punkte  B  eine  Berflhrung  ein- 
geht. Dies  Ergebnis  in  andere  Worte  gekleidet,  sagt  aus,  dass  sich 
die  Kegelschnitte  £j  und  K^  in  Ä  und  B  berühren.  Hieraus  folgt 
aber^  da  in  jedem  der  Berührungspunkte  A  und  B  zwei  Schnitt- 
punkte vereinigt  sind,  dass  außer  den  beiden  Punkten  A  und  B  in 
der  Ebene  e  keine  weiteren  Schnittpunkte  von  £*,  und  K^  existieren, 
also  auch  keine  weiteren  Punkte  der  Durchschnittscurve  beider  Flächen 
F^^  und  JF^a  sich  ergeben. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  jeder  anderen  durch  die  Gerade  AB 
gelegten  Ebene  e,.  Auch  diese  hat  mit  der  Durchschnittscurve  eben 
wieder  nur  die  beiden  doppeltzählenden  Punkte  A  und  B  gemein. 
Hieraus  erhellt  aber,  dass  die  Punkte  ^  und  JB  zweiDoppelpunkte 
der  Durchschnittscurve  beider  Flächen  sind. 

Es  wurde  gesagt,  dass  eine  jede  durch  AB  gehende  Ebene  mit 
dieser  Curve,  äußert  und  By  keinen  weiteren  Punkt  gemein  habe. 
Von  dieser  Begel  machen  aber,  wie  wir  sofort  zeigen  werden,  zwei 
ganz  bestimmte,  durch  A  B  gehende  Ebenen  eine  Ausnahme. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  es  sei  P  ein  Punkt,  welcher  beiden 
Flächen  gemeinschaftlich  ist,  also  der  Schnittcurve  derselben  ange- 
höre, und  legen  wir  durch  A,  B  und  P  eine  Ebene  E^.  Diese  Ebene 
wird  die  beiden  Tangentialebenen  Ta  und  Tt  in  zwei  Geraden  t'a  und 
z^i,  schneiden. 

Betrachten  wir  den  Kegelschnitt,  in  welchem  die  Fläche  JP|  von 
der  Ebene  E^  getroffen  wird,  so  werden  wir  finden,  dass  derselbe 
durch  die  drei  Punkte  A^  B  und  P  gehen,  und  gleichzeitig  die  Ge- 
raden i/a  und  z*b  iu  A  und  B  berühren  müsse. 

Durch  genau  dieselben  hier  angeführten  Elemente  ist  aber  auch 
der  Kegelschnitt,  welcher  sich  als  Schnitt  der  Ebene  E^  mit  der  zwei- 
ten Fläche  F%  ergibt^  bestimmt.  Es  folgt  also,  dass  dieser  Kegel- 
schnitt (A,  B,  P,  r'a,  r'ö)  beiden  Flächen  gleichzeitig  angehöre,  also 
einen  Bestandtheil  zweiter  Ordnung  des  gegenseitigen  Durchschnittes 
beider  Flächen  JF*,  und  JP^  bilde.  Der  Rest  des  Schnittes  ist  aber 
dann  wieder  ein  Kegelschnitt,  welcher  gleichfalls  durch  die  vorerwähn- 
ten Punkte  A  und  B  führt.  Letzteres  kann  in  voller  Übereinstimmung 
mit  dem  eben  gelieferten  Nachweise  gezeigt  werden ,  indem  man  durch 
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die  Punkte  Ä  und  B  und  einen  beliebigen  Punkt  P'  dieses   zweiten 
Kegelschnittes  eine  Ebene  E^  legt.    Es  folgt  mithin  der  Satz: 

449.  j^Beruhren  sich  ewei  Flächen  zweiten  Grades  in  zwei 
T unkten  j  so  besitzt  die  Durchsehnütscurve  vierter  Ordnung  dieser 
beiden  Flächen  zwei  Doppelpunkte,  d.  h.  dieselbe  zerfäüt  in  zwei 
Kegelschnitte  y  deren  jeder  durch  die  beiden  Berührungspunkte  geht.^ 

Dieser  Satz  gilt  selbstyerständlich  auch  dann,  wenn  eine  oder 
beide  dieser  Flächen  Eegelflächen  (Cylinderflächen)  zweiten  Grades 
sind,  und  nicht  minder  dann,  wenn  sich  die  beiden  Flächen  in  einer 
Curve  schneiden,  welche  nicht  veranschaulicht  werden  kann;  wenn 
also  die  beiden  Kegelschnitte  imaginär  werden. 

§.  411. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  449)  lässt  sich  leicht  ein  anderer, 
nicht  minder  interessanter  Satz  ableiten. 

Sei  nämlich  F^  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades,  und  seien 
S^  und  5,  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume. 

Diese  beiden  Punkte  betrachten  wir  als  die  Scheitel  zweier  der 
Fläche  i^  umschriebenen  Kegel  27|  und  Z^,  deren  Berflhrungs- 
curven  beziehungsweise  durch  K^  und  K^  dargestellt  sein  mögen. 

Nach  Satz  409)  schneiden  sich  diese  beiden  Berührungskegel- 
scbnitte  in  zwei  Punkten  Ä  und  B^  welche  die  Berührungspunkte 
der  durch  die  Yerbindungsgerade  8^82  an  die  Fläche  F^  gelegten 
Tangentialebenen  repräsentieren.  Diese  beiden  Ebenen  berühren  den 
Kegel  2^1  in  den  beiden  Erzeugenden  S^Ä  und  S^B^  den  Kegel  27, 
dagegen  in  den  beiden  Erzeugenden  S^A  und  8^B. 

Hieraus  ist  unmittelbar  zu  ersehen ,  dass  sich  die  beiden  Kegel 
27|  und  2^2  selbst  in  den  Punkten  Ä  und  B  berühren  müssen.  Nach 
dem  vorstehenden  Satze  schneiden  sich  daher  die  beiden  Kegel  in 
zwei  Kegelschnitten,  von  welchen  jeder  durch  die  Punkte  Ä  und  B 
geht.  Hiernach  der  Satz: 

450.  „  Werden  einer  Fläche  zweiten  Grades  zwei  beliebige  Kegel 
umschrieben^  so  schneiden  sich  diese  beiden  Kegel  in  zwei  KegeU 
schnitten  y  welche  durch  jene  Punkte  gehen  ^  in  welchen  die  durch  die 
Verbindungsgerade  der  Kegelscheitel  gehenden  Tangentialebenen  der 
Fläche  zweiten  Grades  diese  letztere  berühren,^ 

§.  412. 

Setzen  wir  voraus ,  es  seien  K^  und  K^  zwei  beliebige  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  F^  liegende  Kegelschnitte,   und   untersuchen. 
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ob  sich  durch  diese  beiden  Carven  eine  Kegelfiäche  zweiten  Grades 
legen  lasse. 

Nehmen  wir  auf  dem  Kegelschnitte  K^  drei  beliebige  Punkte 
a,,  &2  und  c^  an,  und  betrachten  wir  diese  Punkte  als  die  Scheitel 
dreier  Hilfskegel  6^y  6^  und  6^^  welche  sämmtlich  durch  den  Kegel- 
schnitt j£|  gehen.  Je  zwei  dieser  Hilfskegel  schneiden  sich,  da  sie 
bereits  einen  Kegelschnitt  K^  gemein  haben,  noch  in  einem  zweiten 
Kegelschnitte.  Erfolge  also  beispielsweise  der  Schnitt  you  ö^  und  ö„ 
in  einem  Kegelschnitt  ^3;  von  cr^  und  tf,  in  einem  Kegelschnitte  £,» 
und  von  tf,  und  <f^  in  einem  Kegelschnitte  £,.  Die  beiden  Kegel- 
schnitte s^  und  €^  haben  y  da  sie  auf  derselben  Kegelfläche  ü^  liegen, 
zwei  Punkte  S^  und  S^  gemein,  welche  gleichzeitig  allen  drei  Kegel- 
flächen (Tj,  <7q  und  6^,  also  auch  dem  dritten  Kegelschnitte  s^  an- 
gehören. 

Betrachten  wir  einen  dieser  beiden  Punkte,  etwa  /S,.  Da  der- 
selbe den  drei  Kegelflächen  6  angehört,  so  sind  die  Geraden  £>i  a^, 
S^b^  und  SiC<i  Erzeugenden  in  je  einer  der  drei  Kegelfläcben,  also 
kurz  Geraden,  welche  auch  den  Kegelschnitt  K^  in  je  einem  Punkte 
a,,  6,  und  c,  treffen. 

Fassen  wir  den  Punkt  Ä,  als  Scheitel  einer  Kegelfläche  -S,  auf, 
welche  wir  durch  den  Kegelschnitt  K^  führen,  so  sind  die  Geraden 
S^a^^a.,  S^\h^  und  jS, Cj c^  Erzeugende  dieses  Kegels  27,. 

Nachdem  der  besagte  Kegel  mit  der  Fläche  F^  zweiten  Grades 
bereits  einen  Kegelschnitt  K^  gemein  hat,  wird  er  (nach  Satz  448)  P 
noch  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  schneiden  müssen.  You  diesem 
Kegelschnitte  sind  jedoch  drei  Punkte  bereits  bekannt,  nämlich  die- 
jenigen drei  Punkte  a^,  b^  und  c^ ,  in  welchen  die  drei  Kegelerzeugen- 
den 5j  a, ,  Ä|  61  und  S^  c,  die  Fläche  F^  zum  zweitenmale  treffen. 
Durch  die  genannten  drei  Punkte  ist  aber  die  Ebene  des  obbezeich- 
neten  Kegelschnittes  vollständig  bestimmt;  es  kann  dieser  letztere 
somit  kein  anderer,  als  der  Kegelschnitt  £29  i^  welchem  die  vorgenannte 
Ebene  die  Fläche  F^  schneidet,  also  nur  der  ursprünglich  gegebene 
Kegelschnitt  selbst  sein.  Eine  gleiche  Betrachtung  führt  zu  dem 
Resultate,  dass  ebenso  auch  der  Punkt  5,  als  Scheitel  eines  durch 
K^  und  £3  gehenden  Kegels  betrachtet  werdeu  kann.  Daher  der  Satz: 

451.  jfDurch  zwei  beliebige  auf  einer  Fläche  sxveiten  Grades 
liegende  Kegelschnitte  la^ssen  sich  im  allgemeinen  stets  gwei  Kegel- 
flächen  zweiten  Grades  legen. *^ 

§.  413. 

Haben  die  beiden  Kegelschnitte  zwei  Punkte  A  und  B  gemein, 
so  ist  mit  Sücksicht  auf  Satz  449)  klar,  dass  die  beiden  durch  diese 
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Kegelschnitte  K^  und  K^  gehenden  Eegelflächeu    die  Fläche  zweiten 
Grades  in  diesen  Punkten  berühren  müssen. 

Es  lässt  sich  dies  übrigens  auch  direct  nachweisen.  K^  und  K2 
sind  nämlich  Kegelschnitte,  welche  sowohl  auf  der  Fläche  JP",  als 
auch  auf  einer  der  Kegelflächen,  etwa  auf  27^  liegen.  Die  Tangenten 
x\  und  t**a  dieser  beiden  Kegelschnitte  im  Punkte  A  bestimmen  mit- 
hin eine  Ebene  Ta,  welche  sowohl  die  Fläche  jP^  als  auch  den  Kegel 
£i  in  A  berührt.  Dasselbe  gilt  auch  vom  Punkte  B  und  in  überein- 
stimmender Weise  für  die  zweite  Kegelfläche  Z^. 

§.  414. 

Setzen  wir  voraus,  dass  sich  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades  in 
drei  Punkten  A,  B,  C  berühren,  d.  h.  in  den  bezeichneten  Punkten 
eine  und  dieselbe  Tangentialebene  Ta^  Tb  und  Tc  besitzen. 

Da  die  beiden  Flächen  sich  in  zwei  Punkten  A  und  JB  berühren, 
so  schneiden  sie  sich  (nach  Satz  449)  in  zwei  durch  diese  Punkte  A 
und  B  gehenden  Kegelschnitten  K^  und  K^. 

Es  wird  somit  nur  die  Lage  dieser  Kegelschnitte  zu 
untersuchen  sein^  welche  sie  infolge  der  neu  hinzutretenden  Bedin- 
gung (0)  annehmen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  C  in  der  Tangentialebene  Tc 
eine  beliebige  Gerade  to  gezeichnet,  so  ist  diese  sowohl  eine  Tangente 
der  Fläche  JP^ ,  als  auch  eine  Tangente  der  Fläche  2^,  im  Punkte  C\ 
es  gibt  somit  auf  der  Geraden  tc  zwei  einander  unendlich  nahe 
Punkte  C  und  C\  welche  beiden  Flächen  gleichzeitig  angehören. 

Legt  man  nun  durch  A,  B  und  C  eine  Ebene,  so  schneidet 
diese  die  beiden  Flächen  in  einem  und  demselben  Kegelschnitte  JT,, 
und  führt  man  weiters  eine  Ebene  durch  A,  B  und  C,  so  wird  auch 
diese  wieder  beide  Flächen  in  einem  und  demselben  Kegelschnitte  K^^ 
treffen.  Da  aber  die  Ebenen  ABC  und  ABC  infolge  der  unendlich 
nahen  Punkte  C  und  C  selbst  unendlich  nahe  aneinander  liegen,  so 
gilt  dasselbe  auch  von  den  beiden  Kegelschnitten  £,  und  Z,.  Dieses 
Ergebnis  bedeutet  aber  nichts  anderes,  als  dass  sich  beide  Flächen 
F*^  und  F\  längs  eines  Kegelschnittes  (Jf,  und  JKi  sind  als  zu- 
sammenfallend zu  betrachten)  berühren.    Es  folgt  somit  der  Satz: 

452.  jfBerühren  sich  gwei  Flächen  zwdten  Grades  in  drei 
PunJcten,  so  berühren  sich  dieselben  längs  eines  Kegelschnittes.  Dieser 
Kegelschnitt  ist  derjenige,  in  welchen  die  durch  die  drei  Berüh- 
rungspunkte gelegte  Ebene  die  eim  oder  die  andere  Flache  schneidet^ 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  der  zweite  Satz: 
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453,  j^Der  einer  Fläche  zweiten  Grades  umschriebene  Kegel 
zweiten  Grades  und  dessen  BeruhrungsTcegelschnitt  ist  durch  drei 
Punkte  des  letjderen  vollkommen  bestimmt^, 

ein  Satz,   der   übrigens   auch  ohne  jedwede  Schwierigkeit  direct  ab- 
geleitet werden  kann. 

Da  nämlich  einerseits  jede  Ebene,  welche  die  Fläche  F^  in  einem 
Punkte  der  Berührungscurve  tangiert ,  auch  den  umschriebenen  Kegel 
berührt,  und  andererseits  jede  Berührebene  eines  Kegels  durch  dessen 
Scheitel  geht,  so  ist  der  letztere  als  Schnitt  der  Tangentialebenen  in 
den  drei  gegebenen  Punkten  vollkommen  bestimmt.  Der  Berührungs- 
kegelschnitt ergibt  sich  übrigens  auch  als  Durchschnitt  der  Fläche 
zweiten  Grades  mit  der  durch  die  nämlichen  drei  Punkte  gelegten  Ebene. 

§.  415. 

Berühren  sich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  JF,*  und  F^*  längs 
eines  Kegelschnittes  iT,  so  ist  der  Kegel,  welcher  der  einen  dieser 
Flächen  längs  dieses  Kegelschnittes  umschrieben  ist,  auch  der  anderen 
Fläche  umschrieben.  Der  Scheitel  dieses  Kegels  stellt  sodann  den 
Pol  der  Ebene  des  Kegelschnittes  K  sowohl  in  Bezug  auf  die 
eine,  als  auch  in  Bezug  auf  die  andere  Fläche  vor.  Demnach  besteht 
der  Satz: 

* 

454.  j^Berühren  sich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  längs  eines 
Kegelschnittes  y  so  hat  die  Ebene  des  letzteren  in  Bezug  auf  beide 
Flächen  den  nämlichen  Fol,  Letzterer  stellt  gleichzeitig  den  Scheitel 
des  den  beiden  Flächen,  längs  des  genannten  Kegelschnittes y  um- 
schriebenen  Kegels  dar.^ 

§.  416. 

Berühren  sich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  längs  eines  Kegel- 
schnittes Ky  und  schneidet  man  beide  Flächen  F^"^  und  F,^  durch 
eine  zur  Ebene  des  Berührungskegelschnittes  parallele  Ebene  e,  so 
erhält  man  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  (nach  Satz  4436)  mit 
dem  Kegelschnitte  K  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind^  also  auch 
unter  einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sein  müssen. 

Da  ferner  die  Mittelpunkte  aller  zu  K  parallelen  Kegelschnitte 
der  einen,  wie  der  anderen  Fläche  auf  derjenigen  Geraden  liegen, 
welche  der  Ebene  des  Kegelschnittes  K  conjugiert  ist,  also  auf  der 
Geraden  sich  vorfinden,  welche  den  Mittelpunkt  von  K  mit  dem  Pole 
der  Ebene  von  K  verbindet,  so  folgt,  dass  die  beiden  in  der  Ebene  e 
gelegenen  Kegelschnitte  überdies  concentrisch  sind. 
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Zu  demselben  Besultate  gelangt  man  auch,  wenn  man  voraus- 
setsty  dass  sich  Ungs  eines  Kegelschnittes  K  nicht  bloß  zwei,  sondern 
beliebig  viele  Flächen  zweiten  Grades  ber&hren.  Daher  besteht 
der  Satz: 

455.  j^Berühren  sich  mehrere  Flächen  »weiten  Grades  längs  eines 
Kegelschnittes,  so  werden  dieselben  von  jeder  Ebene,  wekhe  der  Ebene 
dieses  Kegelschnittes  parallel  ist,  in  concentrischen ,  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  getroffen.^ 

§.  417. 

Über  Flächen  zweiten  Grades,  welche  sich  längs  eines  Kegel- 
schnittes berühren,  lässt  sich  nun  leicht  auch  der  nachstehende  in- 
teressante Satz  ableiten« 

Setzen  wir  voraus,  mehrere  Flächen  zweiten  Grades  JF\',  F«^ 
2^,'. . . .  berühren  sich  längs  eines  und  desselben  Kegelschnittes  K. 
Die  Mittelpunkte  dieser  Flächen  seien  M^,  Mg,  M^....  Alle  diese 
Flächen  besitzen  längs  des  Kegelschnittes  K  den  nämlichen  umschrie- 
benen Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Scheitel  S  sein  möge. 

Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  o  des  Kegelschnittes  K  mit 
diesem  Scheitel  S  durch  eine  gerade  Linie ,  so  müssen  (nach  §.  406) 
auf  dieser  Geraden  die  Mittelpunkte   aller  Flächen  zweiten  Grades, 

der  Voraussetzung   gemäß   also   auch  die  Punkte  M^,  M^,  M^ , 

liegen,  welche  den  Kegel  längs  des  Kegelschnittes  K  berühran. 

Es  gilt  demnach  der  Satz: 

456.  j^  Berühren  sich  mehrere  Fläclien  0 weiten  Grades  längs 
eines  Kegelschnittes ,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Flächen 
auf  einer  und  derselben  Geraden,  und  zwar  auf  jener,  welche  den 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  mit  dem  Scheitel  des  gemeinschaftlich 
umschriebenen  Kegels  verbindet."' 

§.  418. 

Sind  zwei  Flächen  zweiten  Grades  in  beliebiger  gegenseitiger 
Lage  gegeben,  so  umhüllen  deren  gemeinschaftliche  Tan- 
gentialebenen eine  aufwickelbare  Fläche,  welche  von  der 
vierten  Classe  ist.  Je  vier  dieser  Ebenen  werden  durch  einen 
und  denselben  Punkt  im  Baume  gehen. 

Nehmen  wir  behufs  Klarlegung  des  Gesagten  einen  beliebigen 
Punkt  P  im  Baume  an. 

Die  den  beiden  Flächen  jP,«  und  JP«*  zweiten  Grades  aus  diesem 
Punkte  P  umschriebenen  Kegel  sind  vom  zweiten  Grade  und  haben 
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daher  vier  gemeiüschaftliche  BerOhrebenen«  Jede  dieser  Berührebenen 
ist  aber  eine  Tangentialebene  der  Fl&cbe  F^^  sowohl,  aus  auch  eine 
eben  solche  in  Bes&ug  auf  die  Fläche  F^^,  mithin  auch  eine  Ebene 
der  in  Bede  stehenden  aufwickelbaren  Fläche. 

Es  kann  nun  bei  besonderer  gegenseitiger  Lage  der  beiden  Flä- 
chen F^  *  und  F^^  vorkommen,  dass  diese  auf wiokelbare  Fläche  vierter 
Classe  in  aufwickelbare  Flächen  zweiter  Glasse,  d.  i.  in  E egel- 
flächen zweiten  Grades  degeneriert,  welche  beiden  Flächen 
gemeinschaftlich  umschrieben  ist. 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  es  seien  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  F^^  und  JF^*  einer  und  derselben  Kegelfläche  2^1  einge- 
schrieben. 

Dieses  angenommen,  repräsentiert  sodann  der  bezeichnete  Kegel 
einen  Bestandtbeil  zweiter  Classe  der  den  beiden  Flächen  gemein- 
schaftlich umschriebenen  Developpablen  vierter  Classe.  Der  Best 
dies^  Developpablen  muss  daher  wieder  eine  Enveloppe  zweiter 
Classe,  d.  h.  ebenfalls  ein  Kegel  zweiten  Grades  sein.  Es  folgt 
daher  der  Satz: 

457.  „Sind  0wei  Flächen  zweiten  Grades  einem  und  demselben 
Kegel  e weiten  Orades  eingeschrieben,  so  sind  dieselben  auch  noch 
einem  zweiten  Kegel  zweiten  Orades  eingeschrieben.^ 

§.  419. 

Suchen  wir  nun  die  Bedingung,  welche  die  beiden  Flächen  zweiten 
Grades  bezüglich  ihrer  gegenseitigen  Lage  erfüllen  müssen,  damit 
der  vorher  angefahrte  Fall  eintreten  könne. 

Wir  denken  uns  diesbezüglich  zwei  Flächen  jp\'  und  F^'  zweiten 
Grades,  welche  der  nämlichen  Kegelfläche  zweiten  Grades  27^  ein- 
geschrieben sind.  Die  Berübrungscurven  derselben  mit  diesem  Kegel  Z 
mögen  die  Kegelschnitte  K^  und  K^  sein. 

Nach  dem  vorstehenden  Satze  457)  wissen  wir,  dass  noch  eine 
zweite  K^gelfläche  existiert,  welche  den  beiden  Flächen  JP,*  und  F^^ 
umschrieben  ist.  Die  beiden  Kegelschnitte  K^  und  K^  schneiden  sich, 
da  sie  beide  auf  derselben  Fläche  (Kegelfläche  2^)  li^en,  in  zwei 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  A  und  B. 

Betrachten  wir  die  Ebenen  Ta  und  Tj,  welche  den  Kegel  27j 
längs  der  Erzeugenden  S^  A  und  S^  B  berühren,  so  finden  wir  unmittel- 
bar, dass  dieselben  auch  die  beiden  Flächen  F^^  und  F^  in  den 
nämlichen  Punkten  A  und  B  tangieren,  da  diese  letzteren  beiden 
Berübrungscurven  K^  und  K^  gleichzeitig  angehören. 
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Dies  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  sich  die  beiden 
Flächen  F^^  und  F,^  in  den  Punkten  A  und  B  selbst  berühren. 

Da  nunmehr  die  obverlangte  Eigenschaft  gefunden  und  festgestellt 
ist,  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  ob  dieselbe  eine  hinreichende 
Bedingung  dafür  bietet ,  dass  die  den  beiden  Flächen  zweiten  Grades 
gemeinschaftlich  umschriebene  Developpable  in  zwei  Eegelflächen  zweiten 
Grades  zerfällt.  Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  lehrt  folgende 
Betrachtung. 

Seien  JF,*  und  F^  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  welche  sich  in 
den  beiden  Punkten  A  und  B  berühren.  Die  Tangentialebenen  beider 
Flächen  in  den  genannten  Punkten  seien  Ta  und  T».  Denken  wir 
uns  den  Schnitt  g  dieser  beiden  Ebenen  bestimmt  und  weiters  eine 
beliebige  gemeinschaftliche  Tangentialebene  T  beider  Flächen  F^^  und 
JP,^  angenommen,  welche  die  Schnittgerade  g  von  Ta  und  Th  in  dem 
Punkte  S  treflfen  möge. 

Aus  dem  Punkte  8  umschreiben  wir  der  einen  Fläche  J\*  einen 
Eegel.  Von  dieeem  Kegel  sind  einerseits  die  drei  Tangentialebenen 
Ta ,  Th  und  T,  sowie  andererseits  die  Berührungserzeugenden  8A  und 
SB  der  beiden  ersteren,  da  die  Punkte  A  und  B  der  betreffenden 
Berührungscurven  angehören,  bekannt»  Durch  diese  fünf  Elemente 
ist  somit  der  Berührungskegel  Yollkommen  bestimmt. 

Denken  (Wir  uns  ferner  aus  dem  Punkte  8  auch  der  zweiten 
Fläche  F^  einen  Eegel  umschrieben,  so  ergibt  sich  durch  überein- 
stimmende Betrachtungen,  dass  derselbe  durch  die  gleichnamigen  fünf 
Stücke  Tat  Th,  T^  SA  und  SB  bestimmt,  mithin  mit  dem  erst- 
genannten Eegel  identisch  sei. 

Wir  sehen  also,  dass  der  aus  dem  Punkte  S  der  einen  Fläche 
umschriebene  Kegel  auch  der  zweiten  Fläche  umschrieben  ist,  und 
dass  demgemäß  (nach  Satz  457)  noch  ein  zweiter  Eegel  dieser  Art 
existieren  müsse.  Dieses  Ergebnis  liefert  den  dem  Satze  449)  r e Ci- 
pro k  gegenüberstehenden  Satz: 

458,  j^Berähren  sich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  in  zum 
{reellen  oder  imaginären)  Punkten^  so  lassen  sich  denselben  stets 
zwei  Kegdflächen  zweiten  Grades  umschreiben^  welche  a/ach  von  den 
Tangierungsebenen  der  Flächen  in  den  nämlichen  beiden  FunUen 
berührt  werden.^ 


Vierter  Abschnitt. 

Constractive  Theorie  der  krummen  Linien  und 

Flächen. 

XVIII.   Capitel 

Graphische  Darstellung  der  ebenen  und  Raumcurven. 

§.  420. 

Da  eine  Cunre,  dieselbe  sei  eine  ebene  oder  eine  Kaumcurve, 
eine  stetige  Folge  von  Punkten  bildet,  so  wird  sie  im  Raopie 
vollständig  bestimmt  sein,  sobald  man  die  Lage  eines  jeden  ihrer 
Punkte  anzugeben  vermag. 

Die  Projection  einer  Curve  auf  eine  Ebene  —  die  Bild- 
ebene —  ist  der  geometrische  Ort  der  Projectionen  aller  ihrer  Punkte, 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Schnitt  der  Bildebene  mit  jenem  Kegel 
(oder  Gylindei),  dessen  Leitlinie  die  gegebene  Curve  im  Baume  und 
dessen  Scheitel  das  Projectionscentrum  (oder  beziehungsweise  der 
unendlich  ferne  gemeinschaftliche  Punkt  aller  parallelprojicierenden 
Strahlen)  ist.  Die  Projection  einer  Curve  auf  eine  Ebene 
wird  also  immer  wieder  eine  Curve  sein. 

Wir  wissen  ferner,  dass  ein  Punkt  im  Baume  durch  die  bloße 
Angabe  seiner  Projection  nicht  hinreichend  bestimmt  ist,  indem  auf 
dem  durch  die  Projection  gehenden  Strahle  alle  Punkte  als  dieser  ent- 
sprechend, betrachtet  werden  können.  Um  die  Lage  des  Punktes  zu 
fixieren,  ist,  wie  bekannt,  außer  seiner  Projection  auf  eine  Ebene,  noch 
ein  anderes,  passend  gewähltes  Bestimmungsstück  noth wendig. 

Es  wird  daher  auch  eine  Curve  durch  die  alleinige  Angabe  ihrer 
Projection  noch  nicht  unzweideutig  bestimmt  sein;  es  wird  vielmehr 
jede  Curve,  welche  auf  dem  durch  diese  Projection  ^als  Leit- 
curve"  und  das  Projectionscentrum   „als  Scheitel"  bestimmten  Kegel 
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liegt,    als   eine  solche  Curve  betrachtet  werden  können,   welche  der 
gegebenen  Projectiou  genügt. 

Eine  Curve  wird  somit  erst  dann  yollkommen  bestimmt  sein,  wenn 
für  die  Lage  eines  jeden  ihrer  Punkte  noch  ein  weiteres  Bestimmungs- 
stück vorliegt.  Die  Wahl  dieses  letzteren  wird  sich  jedoch  haupt- 
s&ohliob  auch  darnach  richten,  ob  die  Curve  eine  ebene  oder  eine 
Baumcurve  ist. 

§.  421. 
a)  Darstellnng  ebener  Cnrven* 

Liegen  alle  Funkte  der  darzustellenden  Curve  in  einer  Ebene  E 
(Taf.  n^  Fig.  28  und  29),  so  wird  es  im  allgemeinen  zweckdienlich 
erscheinen,  diese  zunächst  durch  ihre  Tracen  jK,^6  (Taf.  n,  Fig.  28  a) 
oder  beziehungsweise  E^Et  (Taf.  11,  Fig.  286)  resp.  EyE'g  (Taf.  II, 
Fig.  29a)  oder  E,Eh  (Taf.  11,  Fig.  296)  zu  bestimmen. 

Jeder  Punkt  einer  Ebene  E  ist  aber  bekanntlich  seiner 
Lage  nach  vollkommen  bestimmt,  wenn  dessen  Projectiou  auf  die  Bild> 
ebene  als  gegeben  vorliegt. 

Behufs  Bestimmung  einer  ebenen  Curve  wird  es  somit  voll- 
kommen genügen,  wenn  außer  den  Tracen  der  Ebene  derselben 
noch  die  Projectiou  der  Curve  auf  die  Bildebene  gegeben  wird. 

Wird  für  „Parallelprojection**  die  graphische  Bestimmung 
und  DarstelluDg  einer  Curve  auf  zwei  verschiedene  Projectionsebenen 
(Taf.  n,  Fig.  29  a  und  29  &)  (Bildebene  und  Gruudebene)  bezogen,  so 
ist  es  selbstverständlich  ganz  gleichgiltig,  auf  welche  dieser  Ebenen 
die  Curve  projiciert  wurde,  da  man  (auf  bereits  bekannte  Weise)  aus 
der  einen  Projectiou  jedes  beliebigen  Punktes  die  andere  ableiten  und 
daher  aus  der  einen  gegebenen  Projectiou  der  Curve  die  zweite  an- 
standslos bestimmen  kann. 

Ist  somit  die  ebene  Curve  durch  ihre  Projectionen  (c,  C)  ge- 
geben,  so  unterliegt  es  weiters  auch  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit,, 
die  wahre  Größe  und  Gestalt  (o^)  derselben  durch  Umlegung  in 
die  Bild-  oder  Grundebene  zu  ermitteln ,  indem  es  sich  hierbei  bloß 
darum  handeln  wird ,  einzelne  Punkte  der  Curve,  namentlich  die  charak- 
teristischen,  mittelst  bekannter  Methoden  in  die  eine  oder  die  andere 
Projectionsebene,  oder  kurz,  um  die  Bildflächtrace  in  die  als  Bildfläche 
gewählte  Ebene  umzulegen. 

Ist  die  Curve  projectivisch  erzeugt,  so  wird  es  in  den  meisten 
Fällen  auch  möglich  sein,  eine  projectivische  Erzeugung  ihrer  Projec- 
tion  zu  finden,  oder  umgekehrt,  aus  einer  für  ihre  Projection  gelten- 
den projectivischen  Erzeugung  eine  andere,  für  die  ümlegung  giltig» 

Peicbka,  Dantellende  n.  projective  Geometrie.    II.  28 
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zu  entwickeln.  Im  letzteren  Falle  ist  es  selbstverständlich,  dass  man 
nicht  einzelne  Punkte  der  Curve  umlegen  wird,  sondern  andere  in 
der  Gurvenebene  liegende  geometrische  Gebilde,  welche  zu  der  Erzeu- 
gung der  Curve  in  directer  Beziehung  stehen. 

Als  einfaches  Beispiel  ffir  das  eben  Gesagte  dient  allenfalls  die 
Erzeugung  eines  Kreisbildes,  von  welchem  direct  zwei  conjugierte 
Durchmesser  bestimmt  werden,  oder  die  Ermittelung  eines  Paares  con- 
Jugierter  Durchmesser  des  umgelegten  Kegelschnittes,  dessen  Bild 
gleichfalls  durch  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  gegeben  ist. 

Selbstverständlich  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine 
ebene  Curve  durch  die  Tracen  ihrer  Ebene,  sowie  durch  ihre  „üm- 
legung'S  d.  h.  durch  ihre  wahre  Größe,  Gestalt  und  Lage  gegen 
die  Bildfläch-  oder  Grundflächtrace  ihrer  Ebene  gegeben  ist  und  die 
Projection  derselben  bestimmt  werden  soll.  Wie  diesfalls  vorzugehen 
sein  wird,  braucht  hier  wohl  kaum  mehr  erwähnt  zu  werden. 

§.  422. 
b)  Darstellnng  einer  Raumciirve. 

Hat  man  eine  Raumcurve  graphisch,  d.  h.  durch  ihre  Projection 
darzustellen  und  zu  bestimmen,  so  muss  auch  hier,  sowie  für  eine 
ebene  Curva,  außer  der  Projection  derselben  auf  eine  Ebene,  noch  ein 
weiteres  Bestimmungsstdok  fQr  jeden  einzelnen  ihrer  Punkte  vorliegen. 

Als  solches  wählt  man  gewöhnlich  noch  eine  zweite  Projection 
der  Curve,  und  zwar  in  der  centralen  und  freien  Parallelprojection, 
zweckmäßig  eine  Projection  derselben  auf  die  nämliche  Projections- 
ebene,  jedoch  von  einem  zweiten  Projectionscentrum  aus. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  im  allgemeinen  die  Darstellung 
einer  Kaumcucve,  wenn  man  nebst  der  centralen  Projection  e 
(Taf.  II,  Fig.  30)  der  Raumcurve,  noch  deren  orthogonale  Projection  y 
auf  die  Bildebene  angibt. 

Die  centrale  Projection  a  und  die  orthogonale  Projection  a  irgend 
eines  Curvenpunktes  liegen  sodano  einerseits  auf  den  Curvenprojectionen 
c  und  y  und  andererseits,  wie  aus  den  Principien  der  centralen  Pro- 
jection bekannt  ist,  auf  einem  durch  den  Hauptpunkt  A  gehenden 
Strahle   aaÄ. 

Um  weiterö  in  einem  durch  seine  Projectionen  p  und  tt  gege- 
benen Curvenpunkte  die  Tangente  durch  den  „Durchstoßpunkt^ 
und  „Fluchtpunkt"  zu  bestimmen,  werden  wir  uns  bloß  zu  erinnern 
haben,  dass  die  Projection  einer  Curventangente  die  gleichnamige 
Projection  der  Curve  in  jenem  Punkte  berührt,  welcher  sich  als  die 
Projection  des  Berührungspunktes  derselben  ergibt. 
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Hiernach  ist  die  Tangente  t  von  c  im  Punkte  p  die  centrale, 
und  die  Tangente  Tb  von  y  im  Punkte  rt  die  orthogonale  Projeotion 
der  gesuchten  Curventangente. 

Die  Tangente  T»  repräsentiert  aber,  als  orthogonale  Projeotion 
der  Curventangente,  gleichzeitig  auch  die  Bildflächtrace  ihrer  bild- 
flächprojicierenden  Ebene;  die  zugehörige  Fluchttrace  T«  ist  zu  Tb 
parallel  und  geht  durch  A.  Im  Schnitte  von  t  mit  den  genannten 
Tracen  Tb  und  T^  ergeben  sich  sodann  die  gesuchten  Hauptpunkte  d 
und  V  der  Curventangente  t 

%.  423. 

Setzen  wir  nun  allgemein  voraus,  es  wäre  c^  (Taf.IH,  Fig.  31) 
die  Centralprojeotion  einer  Baumcurve  in  Bezug  auf  den 
Punkt  A^  ((7,)  und  o,  die  Projeotion  derselben  Curve  für  ein  zweites 
Projectionscentrum  A^  (C7g). 

Es  fragt  sich  diesfalls  vor  allem  darum,  in  welchem  gegen- 
seitigen Zusammenhange  die  beiden  Centralprojectionen 
eines  und  desselben  Curvenpunktes  zu  einander  stehen. 

Da  die  durch  einen  Punkt  der  Baumcurve  gehenden  Pro- 
jectionsstrahlen  in  einer  und  derselben  Ebene  und  zwar  in  jener 
Ebene  liegen,  welche  auch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Projections- 
centren  enthält,  so  müssen  sich  offenbar  die  Projectionen  a^  und  a^  des 
Curvenpunktes  in  der  Trace  tf«  dieser  Ebene  auf  der  Bildebene  vorfinden, 
d.  h.  in  einer  Geraden  liegen,  welche  durch  den  Durchstoßpunkt  v 
der  Bildebene  mit  der  Yerbindungsgeraden  A^A^  der  beiden  Projections- 
centra  (letztere  ist  um  A^A^  umgelegt  in  Cq'^o'  dargestellt)   geht. 

Es  genügt  somit  durch  v  irgend  eine  beliebige  Gerade  tf,  zu 
ziehen,  um  durch  diese  auf  den  beiden  Curven  c^  und  o,  zwei  zu- 
sammengehörige Projectionen  a^  und  a,  zu  bestimmen. 

Aus  den  letzteren  lässt  sich  auch  leicht  die  orthogonale  Projeo- 
tion a  des  besagten  Curvenpunktes  bestimmen,  indem  dieselbe  einer- 
seits auf  der  Geraden  a^A^^  andererseits  aber  auch  auf  der  Geraden 
a^Aq,  also  im  Schnitte  beider  liegen  muss. 

In  analoger  Weise  wird  man  in  freier  schiefer  Projeo- 
tion eine  Baumcurve  durch  die  schiefe  und  orthogonale, 
oder  beziehungsweise  durch  zwei  verschiedene  schiefe  Pro- 
jectionen darstellen. 

Wählt  man  zur  Darstellung  die  freie  orthogonale  Projeo- 
tion, so  muss  nebst  der  orthogonalen  Projeotion  c  (Taf.  IH,  Fig.  32) 
der  Baumcurve   auch   noch   eine   schiefe  Projeotion  c'  derselben  an- 

28* 
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gegeben  werden,    wobei  selbstverständlich  die  orthogonale  Projection 
d(p  des  schief  projicierenden  Strahles  als  bekannt  vorliegen  mass. 

Zwei  Punkte  a  und  a^  beziehungsweise  auf  c  und  c^  liegend', 
stellen  sodann  die  Projectionen  eines  und  desselben  Curven- 
p  unkt  es  dar,  wenn  diese  auf  einer  Geraden  liegen,  welche  zu  d^ 
parallel  ist. 

Soll  in  irgend  einem  Punkte  (pp')  die  Tangente  der  Curve 
durch  ihre  orthogonale  Projection  und  durch  die  Hauptpunkte  d  und 
V  bestimmt  werden,  so  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  die  Tangente 
t  der  Curve  c  im  Punkte  p  bereits  die  orthogonale  und  die  Tangeute 
Tft  an  &  im  Punkte  p'  die  schiefe  Projection  der  gesuchten  Tangente 
darstellt. 

Nachdem  überdies  Ti,  gleichzeitig  die  Bildflächtrace  einer  Ebene 
repräsentiert,  welche  die  gesuchte  Tangente  enthält  uod  zur  Geraden 
d(p,  als  dem  schiefprojicierenden  Strahle  parallel  ist,  so  ergibt  sich 
die  Fluch ttrace  T«  dieser  Ebene  in  orthogonaler  Projection  unmittel- 
bar durch  bekannte  Einschaltung  einer  zu  dtp  parallelen  Geraden  d'tp\ 

Die  Tracen  T»  und  Tp  dieser  Ebene  treffen  sodann  die  orthogo- 
nale Projection  t  der  Curventangente  bereits  in  deren  Hauptpunkten 
d  nnd  v. 

§.  425. 

Bedient  man  sich  bei  der  Darstellung  derjenigen  Projections- 
methoden,  welche  zwei  Projectionsebenen  (Bildebene  und  Grundebene) 
bedingen,  so  ist  eine  Baumcurve  ebenfalls  durch  zwei  Projectionen, 
und  zwar  durch  ihre  Projectionen  auf  die  beiden  Projectionsebenen 
gegeben. 

So  wird  beispielsweise  eine  Baumcurve  in  orthogonaler  Projection 
durch  ihre  orthogonale  Bildflächprojection  c  und  ihre  orthogonale 
Grnndiläcbprojection  c'  (Taf.  III,  Fig.  33)  vollkommen  bestimmt  sein. 

Die  Projectionen  eines  und  desselben  Curvenpunktes  liegen  dies- 
falls in  einer  zur  Grundlinie  XX  senkrechten  Geraden. 

Die  Tangente  der  Baumcurve  (ooO  in  einem  ihrer  Punkte 
ipp')  ist  sodann  durch  ihre  beiden  Projectionen  t  und  t'  bestimmt, 
welche  die  Tangenten  der  Curven  c  und  c'  in  den  Projectionen  p 
nnd  p*  des  Berührungspunktes  repräsentieren. 

Von  der  eben  besprochenen  Bestimmungsweise  ist  die  Darstel- 
lung einer  Baumcurve  in  schiefer  Projection  mit  Benützung  der  Grund- 
ebene  nicht  wesentlich  verschieden. 
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In  diesem  Falle  ist,  wie  bereits  bekannt,  die  Carve  durch  schiefe 
Projection  (auf  die  Bildebene)  und  durch  die  schiefe  Projection  ihres 
Grundrisses  gegeben. 

Was  bezüglich  des  Zusammenhanges  der  Projectionen  eines  und 
desselben  Curvenpunktes  und  dessen  Tangente  gesagt  werden  könnte, 
stimmt  mit  dem  für  die  orthogonale  Projection  soeben  Entwickelten 
vollkommen  überein,  daher  eine  neuerliche  Erörterung  überflüssig  er- 
scheint. 

Anderweitige  Methoden  für  die  projectivische  Bestimmung  einer 
Baumcurve  werden  wir  iu  der  Folge  kennen  lernen.  An  dieser  Stelle 
mag  nur  noch  bemerkt  werden,  dass  man  in  den  meisten  Fällen  bloß 
solche  Curyen  betrachtet,  welche  aus  anderen  gegebenen  Gebilden 
nach  bestimmten  Gesetzen  erzeugt  werden ^  und  es  ist  klar,  dass  auf 
diese  Weise  die  jeweilige  Curve  schon  durch  die  erzeugenden  Gebilde 
au  und  für  sich  gegeben  erscheint,  ohne  dass  es  für  nothwendig  be- 
funden würde,  dieselbe  Punkt  für  Punkt  zu  construieren  oder  punkt- 
weise zu  entwickeln. 

So  kann  beispielsweise  eine  Curve  als  der  Durchschnitt  zweier 
Flächen  bereits  als  bestimmt  betrachtet  werden,  wenn  diese  Flächen 
gegeben  sind.  Wie  sich  aus  den  später  folgenden  Betrachtungen  er- 
geben wird,  können  sodann  an  und  mit  dieser  Curve  Operationen  vor- 
genommen werden,  ohne  dass  es  nöthig  sein  wird,  dieselbe  durch  ihre 
Projectionen  thatsächlich  festzustellen,  indem  man  die  sämmtlichen 
allenfalls  erforderlichen  Constructionen  für  die  Curve  auf  andere  gleich- 
bedeutende, welche  jedoch  lediglich  auf  den  beiden  gegebenen  Flächen 
selbst  vollzogen  werden  können,  zurückführt. 


XIX.  Capitel. 

Constructive  Theorie  der  Kegel-  und  Cylinderflächen  im 

allgemeinen. 

§.  426. 
Definitionen.  Zusammenhang  der  Kegelflftchen  mit  ilirer  Leitcnrve. 

Eine  Kegelfläche  entsteht,  wenn  sich  eine  Gerade  so  fortbewegt, 
dass  sie  ununterbrochen  durch  einen  und  denselben  festen  Punkt  S 
geht  und  iq  jeder  Lage  irgend  einen  Punkt  mit  einer  krummen  Linie 
(ebenen  oder  Baumcurve)  L  gemein  hat. 
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Der  feste  Punkt  S  wird  der  „Scheitel",  die  „Spitze",  oft 
ancb  der  „Mittelpunkt"  der  Kegelfläche  genannt;  die  Carve  £t 
längs  welcher  sich  die  „Erzeugende"  (gerade  Linie)  fortbewegtt 
pflegt  man  die  „Leitcurve"  des  Kegels  zu  nennen.  Ist  die  letztere 
eine  ebene  Curve,  so  wird  dieselbe  auch  als  „Basis"  des  Kegels 
bezeichnet. 

Als  wesentlich  setzen  wir  diesfalls  voraus,  dass  die  Leitcurve  von 
jeder  der  Erzeugenden  der  Kegelfläche  „im  allgemeinen"  nur  in 
je  einem  Punkte  getroffen  wird,  dass  also  Erzeugende,  welche 
gleichzeitig  zwei-punktige  oder  mehr-punktige  Secanten  der  Curve  vor- 
stellen, bloß  vereinzelt  vorkommen. 

Erwähnt  sei  hier  nebenbei  noch,  dass  die  erzeugende  Gerade  stets 
unbegrenzt  zu  denken  ist,  so,  dass  sich  auch  der  Kegel  selbst  in  das 
Unendliche  erstreckt,  d.  h.  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  einen 
reellen  Schnitt  ergibt. 

Liegt  der  Scheitel  der  Kegelfläche  in  unendlicher  Entfernung^ 
wird  also  die  Fläche  von  einer  Geraden  erzeugt,  welche  in  jeder  Lage 
zu  einer  festen  Geraden  parallel  ist  und  stets  eine  gegebene  Leitcurve 
schneidet,  so  heißt  die  so  entstandene  Fläche  eine  „Cy  lind  er- 
fläche". 

Da  sämmtliche  Erzeugenden  einer  Kegelfläche  durch  den  Scheitel 
gehen,  so  erfüllt  diese  Fläche  die  Bedingung,  dass  jede  Erzeugende 
derselben  von  der  unmittelbar  folgenden  geschnitten  wird.  Jede 
Kegelfläche  ist  somit  eine  developpable  oder  abwickelbare 
Fläche,  deren  Cuspidalcurve  sich  auf  einen  Punkt  reduciert. 

§.  427. 

Eine  Kegelfläche  ist  von  der  n-ten  Ordnung,  wenn  dieselbe 
mit  einer  beliebigen  Geraden  n  Punkte  gemein  hat,  oder  mit  anderen 
Worten,  wenn  n  Erzeugende  derselben  eine  beliebige  Gerade  g 
schneiden. 

Da  diese  n  Erzeugenden  [einerseits  in  der  durch  den  Scheitel  S 
und  durch  die  Gerade  g  bestimmten  Ebene  liegen,  und  anderer- 
seits jede  derselben  einen  Punkt  mit  der  Leitcurve  L  gemein  haben 
muss,  so  folgt,  dass  diese  Erzeugenden  durch  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  {Sj  g)  mit  der  Leitcurve  L  gehen  müssen,  d.  h.  dass  die  letztere 
auch  von  der  n-ten  Ordnung  ist.    Daher  der  Satz: 

459.  „Die  Ordnung  eines  Kegels  ist  gleich  der  Ordnung  seiner 
Leitcurve,^ 
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§.  428. 

Der  ebene  Schnitt  einer  Eegelfläcbe  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Durchstoßpunkte  aller  ihrer  Erzeugen- 
den mit  der  schneidenden  Ebene. 

Ist  mithin  die  Kegelfläche  von  der  n-ten  Ordnung,  so  ist  auch 
ihr  ebener  Schnitt  eine  Curve  der  n-ten  Ordnung,  indem  jede  in  der 
schneidenden  Ebene  angenommene  Gerade  die  Eegelfläche  und  daher 
auch  deren  ebene  Schnittcurve  in  n  Punkten  trifft. 

Geht  die  schneidende  Ebene  durch  den  Scheitel  S  des  Kegels, 
so  degeneriert  die  Schnittcurve  n-ter  Ordnung  in  n  durch  den 
Scheitel  S  gehende  Geraden,  und  zwar  in  jene  n  Erzeugenden,  welche 
den  Scheitel  S  mit  den  n  Schnittpunkten  der  Ebene  und  der  Leitcurve 
verbinden. 

Eine  Gerade,  welche  durch  die  Spitze  S  des  Kegels  geht,  hat 
daselbst  mit  der  genannten  Fläche  n  Punkte  gemein.  Denn  legen  wir 
durch  diese  Gerade  irgend  eine  beliebige  Ebene,  so  schneidet  dieselbe, 
wie  eben  gezeigt  wurde,  den  Kegel  in  n  Erzeugenden,  deren  jede  von 
der  gegebenen  Geraden  in  dem  nämlichen  Punkte  —  dem  Scheitel  S  — 
getroffen  wird.    Daher  der  Satz: 

460.  ytDer  Scheitel  einer  Kegdftäche  n-ter  Ordnung  ist  ein 
n-facher  Punkt  der  Fläche.^ 

§.  429. 

Sei  S  (Taf.  in,  Fig.  34)  der  Scheitel,  L  die  Leitcurve  eines 
Kegels,  a,  ein  Punkt  der  Kegelfl&che  und  S  a,  a^  die  durch  denselben 
gehende  Kegelerzeugende. 

Die  Tangentialebene  des  Kegels  im  Punkte  a,  muss  als  solchf^ 
die  Erzeugende  a^S  enthalten,  und  wird  weiters  dadurch  bestimmt 
werden,  dass  sie  durch  die  Tangente  t^  im  Punkte  a,  an  eine  auf 
dem  Kegel  gezeichnete  durch  a^  geführte  Curve  c,  geht,  d.  h.  gleich- 
zeitig durch  eine  Gerade  geht,  welche  den  Punkt  a,  und  einen  ihm 
unendlich  nahe  —  aber  nicht  auf  Sa^  —  liegenden  Punkt  o,  der 
Kegelfläche  enthält. 

Da  die  Tangentialebene  durch  die  beiden  Geraden  Sa^  und  a^cc^ 
geht,  so  enthält  sie  nothwendig  auch  die  Gerade  /So,,  welche  nichts 
anderes,  als  die  auf  die  Kegelerzeugende  <Sa,  unmittelbar  folgende 
Erzeugende  darstellt.    Daher  der  Satz: 

461,  j^Jede  Tangentialebene  eines  Kegels  enthält  zwei  unmittelhar 
auf  einander  folgende  Erzeugenden  des  Kegels.^ 
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Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  eine  TangentialebeDe  des  Kegels 
diesen  nicht  nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  allen  Punkten 
des  zusammenfallenden  Erzeugendenpaares  berührt. 

um  dies  eindringlicher  zu  zeigen,  nehmen  wir  auf  der  Erzeu- 
genden Sa^  einen  beliebigen  Punkt  ß^  an  uod  denken  uns  durch  den- 
selben in  der  Tangentialebene  {t^Sa^)  eine  beliebige  Gerade  t^ 
gezogen. ' 

Besagte  Gerade  trifft  sodann  selbstverständlich  auch  die  Erzeu- 
gende Sa^^  in  einem  dem  Punkte  ß^  unendlich  nahe  liegenden  Punkte 
ß^.  Die  Gerade  t^  ist  mithin  eine  Tangente  des  Kegels  im  Punkte /3, 
und  die  Ebene  {t^Sa^)  wird  folglich  die  Kegelfläche  auch  in  dem 
beliebig  gewählten  Punkte  ß^  der  Erzeugenden  Sa^,  oder  was 
dasselbe  ist,   in  allen  Punkten  dieser  Erzeugenden  Sa^  berühren. 

Wir  können  demgemäß  den  vorher  aufgestellten  Satz  in  der 
nachstehenden  vollständigeren  Form  aussprechen: 

462.  j^Jede  Tangentialebene  eines  Kegels  enthält  zwei  unmittelbar 
auf  einander  folgende  (eusammenfallende)  Eraeugemlen  des  Kegels, 
und  berührt  denselben  in  allen  Punkten  dieses  zusammenfallenden 
Erzeugendenpaares.  * 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  und  dem  sich  daraus  er- 
gebenden Satze  462)  folgt  unmittelbar  auch,  dass  jede  Tangentialebene 
(unes  Kegels  die  sämmtlichen  auf  der  Kegelfläche  liegenden  Curven 
in  jenen  Punkten,  in  welchen  dieselben  die  „Berührungserzeu- 
gen de  n*^  schneiden,  tangiert;  man  kann  daher  behaupten: 

463.  j^Geht  eine  Ebene  durch  den  Scheitel  eines  Kegels  und  be- 
rührt dieselbe  irgend  eine  auf  der  Kegelfläche  liegende  Gurve,  so  ist 
die  vorgenannte  Ebene  eine  Tangentialebene  der  Kegelfläche.^ 

§.  430. 

Unter  der  „Classe"  einer  Kegelfläche,  sowie  überhaupt 
unter  der  Classe  irgend  einer  developpablen  Fläche  versteht 
man  die  Anzahl  der  Tangentialebenen,  welche  durch  einen 
beliebig  gegebenen,  nicht  auf  der  Fläche  liegenden  Punkt  gehen. 

Diese  Zahl  ist  immer  gleich  der  Classenzahl  oder  der  Bang- 
zahl der  Leitcurve,  je  nachdem  dieselbe  eine  ebene  oder  eine 
llaumcurve  ist. 

Ist  die  Leitcurve  eine  ebene  Curve  w-ter  Classe,  so  zeigt 
folgende  Betrachtung  die  Bichtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung. 

Die  Tangentialebenen  des  Kegels  (S,  L),  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  P  gehen,  müssen  die  Verbindungslinie  PS  dieses 
Punktes  P  mit  dem  Kegelscheitel  S  enthalten. 
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Trifft  diese  Gerade  PS  die  Ebene  E  der  Leitlinie  L  in  einem 
Funkte  ^,  so  wird  jede  von  den  m  Tangenten,  die  sich  von  zf  an  L 
ziehen  lassen,  mit  dem  Scheitel  S  eine  Tangentialebene  bestimmen 
(Satz  463),  welche  nebstbei  die  Gerade  S^P,  also  auch  den  Punkt  P 
enthält. 

Ist  die  Leitlinie  L  eine  Baumcurve  m-ten  Banges,  d.h. 
eine  Gurve,  von  der  je  m  Tangenten  eine  beliebige  Gerade  schnei- 
den, so  werden  die  m  Tangenten  derselben,  welche  die  Gerade  SP 
treffen,  mit  dem  Scheitel  S  aucfti  ebenso  viele  Tangentialebenen  des 
Kegels  bestimmen,  welche  alle  die  Gerade  SP,  mitbin  auch  den  Punkt 
P   enthalten.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

464.  j^Die  Glosse  eines  Kegels  ist  gleich  der  Glosse  oder  dem 
Range  seiner  Leitcurve^  je  nachdem  die  letztere  eine  ebene  oder  eine 
Baumcurve  ist»^ 

§.  431. 

Ist  die  Leitcurve  eines  Kegels  eine  ebene  CurVe  n-ter 
Ordnung,  w-ter  Classe,  mit  d  Doppelpunkten,  x  Rflck- 
kehrpunkten,  r  Doppeltangenteu  uud  i  Inflexionstan- 
genten,  so  wird  der  Kegel,  wie  wir  bereits  wissen,  von  der  n-teu 
Ordnung  und  der  »t-ten  Classe  sein. 

Der  Kegel  wird  diesfalls  d  Doppelerzeugende,  d.  s.  die  Verbin- 
dungslinien des  Scheitels  S  mit  den  d  Doppelpunkten  der  Leitcurve 
besitzen. 

Durch  jede  solche  Doppelerzeugende  gehen  zwei  Mäntel  der 
Kegelfläche  und  besitzt  jeder  derselben  längs  dieser  Erzeugenden  zwei 
verschiedene  Tangentialebenen,  welche  durch  den  Kegelscheitel  und 
die  beiden  Tangenten  der  Leitcurve  in  dem  betreffenden  Doppelpunkte 
bestimmt  sind. 

Ferner  bestimmt  jeder  der  x  Rückkehrpunkte  der  Leitcurve 
mit  dem  Scheitel  S  eine  sogenannte  „stationäre**  Kegelerzeu- 
gende, längs  welcher  die  beiden  Tangentialebenen  in  eine  und  die- 
selbe Ebene,  und  zwar  in  jene  Ebene  zusammenfallen,  welche  durch 
die  Bäckkehrtangente  und  den  Kegelscheitel  bestimmt  ist. 

Jede  der  r  Doppeltangenten  bestimmt  mit  dem  Kegel- 
scheitel eine  „Doppeltangentialebene"  oder  „Bitangential- 
ebene''  des  Kegels,  d.  h.  eine  Ebene,  welche  den  Kegel  längs 
zweier  verschiedenen  Erzeugenden  berührt,  die  sich  als  die  Verbin- 
dungslinien des  Scheitels  mit  den  Berührungspunkten  der  Leitcurve  und 
der  betreffenden  Doppeltangente  ergeben. 

Endlich  gibt  jeder  der  i  Inflexionspunkte  der  Leitcurve 
Anlass  zur  Entstehung  einer  „Wendeebene"  oder  „WendeberOhr- 
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ebene^  des  Kegels,  nämlich  einer  Ebene,  welche  drei  unmittelbar 
auf  einander  folgende  Erzeugenden  des  Kegels,  d.  s.  diejenigen  Kegel* 
erzeugenden  enthält  ^  welche  die  drei  Punkte  der  Leitcnr?e,  die  in 
der  Inflexionstangente  liegen,  mit  dem  Scheitel  des  Kegels  verbinden. 

Die  Zahlen  n,  m,  d,  x,  r,  i  genügen  aber,  als  Charaktere  der 
ebenen  Leitcurve,  den  PlQcker'schen  Formeln  und  da  diese  Zahlen 
gleichzeitig  auch  die  Charaktere  des  Kegels  yorstellen,  so  folgt: 
465.  „Für  einen  Kegel  der  n-ten  Ordnung,  m-ten  Glosse^  mit  d 
DoppeUf  X  Rückkehrersfei^genden^  r  *Doppeltangentiald)enen  und  i  In- 
ftexionS'  oder  Wendeebenen  gelten  die  drei  Gleichungen: 

m  ~  n  (»  —  i)  —  5*  —  5x, 
n  =^  m  (m  —  1)  —  2r  —  3i, 
i  —  X  =  5  (m  —  w). 
Es  ist  einleuchtend,   dass  auch   umgekehrt,  wenn   ein  Kegel 
die  obigen  Charaktere  besitzt,  dessen  Schnittcurve  mit  einer  belie- 
bigen,  nicht   durch  den  Scheitel  gehenden  Ebene,  eine  Cur?e  n-ter 
Ordnung,   m-ter  Classe   mit   d  Doppelpunkten,    x  Rückkehrpunkten, 
r  Doppeltangenten  und  i  Inflexionstangenten  sein  müsse. 

Berücksichtigt  man  nun  auch,  dass  die  (centrale)  Projection  einer 
Baumcurve  den  Schnitt  der  Projectionsebene  mit  dem  Kegel  repräsen- 
tiert, dessen  Scheitel  das  Projectionscentrum  und  dessen  Leitlinie  die 
gegebene  Baumcurve  ist,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  Charaktere 
der  Projection  der  Leitcurve,  die  wir  dermalen  als  Baumcurve 
voraussetzen  können,  auch  die  C  h  ar  akt  er  e  eines  ebenen 
Schnittes  von  jedem  beliebigen  über  dieser  Curve  construierten  K^el 
und  somit  auch  die  Charaktere  des  letzteren  selbst  vorstellen. 
Ist  also  die  Leitcurve  eines  Kegels  eine  Baumcurve  n-ter  Ord- 
nung, m-ter  Classe  und  r-ten  Banges  mit  den  Charakteren  x,  h,  y,  g^ 
dy  6,  D,  a,  ß  (deren  Bedeutung  nach  Früherem  bekannt  ist),  so  hat 
der  Kegel,  welcher  Punkt  im  Baume  auch  immer  dessen  Scheitel  sein 
mag,  wenn  der  letztere  nur  keine  besondere  Lage  gegen  die  Leit- 
curve besitzt,  folgende  Charaktere: 

Ordnung  =  n 
Classe       —  m 
Zahl  der  Doppele,rzeugendeu  =  A -)- D 
n        79     stationären  Erzeugenden  =  ß 
V        V    Doppeltangentialebenen  ==  9 -|~  d 
n        n     Infleiionsebenen  =  r -f- 6. 

Die  gleichen  Besultate  gelten  selbstverständlich  auch  dann,  wenn 
der  Kegelscheitel  in  unendliche  Entfernung  fällt,  wenn  also  der  K^el 
in  einen  „Cylinder^  übergeht. 
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Darstellung  der  Kegel-  und  Cylinderflächen. 

§.  432. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Betrachtungen  wissen  wir  bereits, 
dass  ein  Kegel  Yollkommen  bestimmt  sei ,  wenn  dessen  Spitze 
(Scheitel,  Mittelpunkt)  und  dessen  Leitlinie,  die  wir  von  nun 
an,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  angeführt  wird,  als  ebene 
Curve  vorausetzen,  als  gegeben  vorliegen. 

Ein  Cy linder  wird  hiernach  bestimmt  sein,  wenn  dessen  Leit- 
linie und  die  Richtung  seiner  Erzeugenden  gegeben  sind. 

a)   DarsteUmig  des  Kegels  in  centraler  und  freier  Parallel-Projection» 

Die  Leitcurve  L  (Taf.  III,  Fig.  35)  des  Kegels  ist  durch  ihre  Pro- 
jectionZ  und  durch  die  Tracen  L^L»  ihrer  Ebene,  der  Scheitel  des 
Kegels  dagegen  ist  durch  seine  Projection  S  auf  einem  Träger  dg,  ge- 
geben. 

Um  nun  die  Projection  irgend  einer  Erzeugenden  des 
Kegels  zu  erhalten,  hat  man  bloß  den  Scheitel  S  mit  irgend  einem 
auf  l  liegenden  Punkte  a  zu  verbinden. 

Sollten  nebstbei  die  Hauptpunkte  d  und  v  dieser  Erzeugenden 
gefunden  werden,  so  verfährt  man  auf  folgende  Weise.  Der  Punkt  a 
liegt  in  der  Ebene  L^Lv  der  Leitcurve  l,  und  kann  daher  mittelst 
eines  willkürlich  durch  a  gezogenen  Trägers  d^  v^  in  der  Ebene  Lb  L, 
bestimmt  werden. 

Der  Scheitel  S  liegt  ebenfalls  auf  einem  Träger  d(p.  Es  reduciert 
sich  sonach  die  gestellte  Aufgabe  auf  die  bekannte  Ermittelung  der 
Cardinalpunkte  der  Verbindungsgeraden  zweier  Punkte,  wenn  die  letz- 
teren auf  zwei  Trägern  d^v^  und  d(p  als  gegeben  vorliegen. 

Sind  jedoch  mehrere  Erzeugenden  des  Kegels  durch  ihre  Haupt- 
punkte zu  bestimmen ,  so  wäre  das  angedeutete  Verfahren  nicht  nur 
zu  umständlich,  sondern  würde  auch,  durch  Häufung  der  Construo- 
tionslinien,  die  Zeichnung  verandeutlichen. 

Das  abgekürzte  Verfahren  besteht  in  diesem  Falle  darin,  dass 
man  die  Hauptpunkte  d  und  v  einer  Erzeugenden  Sa  auf  die  eben 
angegebene  Weise  construiert,  und  aus  diesen  die  Hauptpunkte  aller 
anderen  Erzeugenden  ableitet. 

Wären  also  beispielsweise  etwa  der  Durchstoßpunkt  d,  und  der 
Fluchtpunkt  i\  einer  Erzeugenden  Sb  zu  bestimmen,  so  wird  man 
bloß  zu  berücksichtigen  haben,  dass  Sa  und  Sb  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  und  zwar  in  jener  liegen,  welche  auch  die  Gerade  ab^ 
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deren  Hauptpunkte  S^,tp,  im  Schnitte  von  ah  mit  Z»  und  L,  liegen, 

m 

enthält. 

Die  Bildflächtrace  der  besagten  Ebene  ist  selbstverständlich  d,  d, 
während  die  Fluchttrace  jene dnrch  v  zu  d^d  parallel  gezogene  Gerade  V(p^ 
sein  wird.  Diese  letztbezeicbneten  Tracen  treffen  bereits  die  in  derselben 
Ebene  liegende  Erzeugende  Sb  in  den  gewünschten  Paukten  d,  und  t;,. 

Unter  all  den  verschiedenen  Erzeugenden  der  Kegelfläche  zeichnen 
sich  aber  zwei  durch  eine  besondere  Bedeutung,  die  ihnen  beigelegt 
werden  kann,  aus;  es  sind  dies  jene  Erzeugenden,  deren  Projectionen 
s,  S  und  5,  S  die  Curve  L  derart  berühren ,  dass  alle  anderen  von  S 
aus  an  L  gezogenen  Tangenten  von  denselben  eingeschlossen  werden, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Curve  L  ganz  in  dem  einen  Winkel- 
raume,  den  diese  Geraden  Ss,  und  Ss^  bilden,  liegen.  Offenbar  be- 
finden sich  sodann  auch  die  Projectionen  aller  anderen  Erzeugenden 
der  Eegelfläche  in  dem  nämlichen  Winkelraume,  so  dass  die  Geraden 
Ss^  und  Ss„  die  Grenzlagen  für  dieselben  bilden.  Man  nennt  die 
letztbezeichneten  Geraden  Ss^  und  S$^  die^Contouren"  der  Kegel- 
fläche auf  der  Bildebene. 

Eine  weitere  Bedeutung  dieser  Contour-Erzeugenden,  welche  die- 
selben jedoch  mit  allen  von  S  aus  an  L  möglichen  Tangenten  theilen, 
ist  auch  noch  die,  dass  die  Tangente  Ss^  mit^der  Curve  L  zwei  un- 
mittelbar auf  einander  folgende  Punkte  tf,  und  6\  gemein 
hat,  uüd  somit  die  Projection  zweier  unmittelbar  auf  einander  folgen- 
der Erzeugenden  S<y,  und  S0\  der  Kegelfläche  repräsentiert.  Da  nun 
diese  beiden  Erzeugenden  in  der  durch  /S^,  gehenden  projicierenden 
Ebene  liegen,    so  ist  letztere   eine  Berührungsebene  des  Kegels. 

Die  von  der  Projection  des  Scheitels  an  die  Projection  der  Leit- 
curve  gezogenen  Tangenten  (unter  welchen  sich  auch  die  Contouren 
der  Kegelfläche  beflnden)  stellen  daher  die  Bildflächtracen  der  durch 
das  Projectionscentrum  gehenden  Berührungsebenen  des  Kegels  dar« 

§.  433. 

b)  Darstellung  der  Kegelfläche  in  orthogonaler  und  in  sohiefer  Projec- 
tion mit  Benützung  einer  Grandebene. 

Die  Leitlinie  L  ist  durch  ihre  orthogonale  Projection  l  (Taf.  III, 
Fig.  36)  auf  die  Bildebene  und  durch  die  orthogonale  Qrundfläch- 
projection  Z',  oder  beziehungsweise  durch  die  schiefe  Projection  2  und 
die  schiefe  Projection  V  ihres  Grundrisses  gegeben.  Desgleichen  sei  der 
Scheitel  durch  seine  beiden  diesbezüglichen  Projectionen  S  und  S' 
bestimmt. 
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Eine  Erzeugende  des  Kegels  ist  durch  ihre  beiden  Projectionen, 
d.  i.  durch  die  Geraden  Sa  und  S^a\  welche  die  Projectioneu  des 
Soheitels  (ß^S^)  mit  den  gleichnamigen  Projectioneu  eines  Punktes 
{a^a')  der  Leitcur?e  {l,V)  verbinden,  festgestellt. 

In  vorliegendem  Falle  ist  es  ganz  gleichgiltig,  ob  die  Leitcurve 
{1,1^  eine  ebene  oder  eine  Baumcurve  ist.  Sollte  dieselbe  jedoch 
eine  ebene  Curve  sein,  so  muss  selbstverständlich  vermittelst  der 
Tracen  ihrer  Ebene  die  eine  Projection  eines  Gurvenpunktes  aus  der 
anderen  abgeleitet  werden. 

Zu  bemerken  ist  hier  noch,  dass  in  den  beiden  vorbezeichneten 
Frojectionsmethoden  zweierlei  Gontouren,  und  zwar  die  Bildfläch- 
contouren^  d.  h.  die  Tangenten  von  a9  an  2,  und  die  Grundflächcon- 
touren,  d.  h.  die  Tangenten  von  S'  an  Z^  zu  unterscheiden  seien. 

§.  434. 
c)  Darstellang  eines  Cylinders  in  centraler  Projection. 

Die  Leitcurve  L  sei  wieder  durch  ihre  centrale  Projection  l 
(Taf.  III,  Fig.  37)  und  durch  die  Tracen  L^i,  ihrer  Ebene  gegeben. 
Die  Erzeugenden  des  Cylinders  sind  sämmtlich  untereinander  parallel ; 
es  wird  mitbin  behufs  ihrer  Bestimmung  die  Angabe  ihres  Flucht- 
punktes V  genügen. 

Die  centrale  Projection  irgend  einer  Gylindererzeugenden  erhält 
man  direct.  als  die  Verbindungsgerade  von  v  mit  einem  beliebigen 
Punkte  a  von  2. 

Der  Durchstoßpunkt  d  der  Erzeugenden  av  kann  leicht  er- 
mittelt werden.  Der  Punkt  a  liegt  nämlich  in  der  Ebene  LbL^.  Jede 
durch  a  gezogene  Gerade  d^  in  der  Ebene  Li,  Lg  kann  als  Träger  dieses 
Punktes  angenommen  werden.  Der  Durchstoßpunkt  d  wird  sodann  als 
Schnittpunkt  von  av  mit  der  Bildflächtrace  ht  der  durch  av  und  d<p 
gelegten  Hiifsebene  htK  erhalten* 

Die  Gontouren  der  Gylinderfläche  sind  die  von  t?  an  2  gezogenen 
äußersten  Tangenten  V8^  und  vs^. 

§.  435. 
d)  Darfttelinng  einer  Cylinderflftche  in  freier  Parallel-Projection. 

Die  Projection  der  Leitcurve  sei  l,  die  Tracen  ihrer  Ebene  seieu 
X»I»,  (Taf.  III,  Fig.  38).  —  Die  Erzeugenden  des  Gy linders  sollen 
sämmtlich  zu  einer  durch  ihre  Projection  D  V  gegebenen  Geraden, 
parallel  sein. 
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Die  Projection  der  Gyliodererzeagenden,  welche  durch  irgend 
einen  Punkt  der  Leitcurre  l  geht,  ist  unmittelbar  jene  Parallele  zu 
J)F,  die  durch  die  Projection  a  dieses  Punktes  geführt  wird.  Die 
Hauptpunkte  d  und  v  derselben  erhält  man,  wie  bekannt,  auf  nach- 
stehende Weise. 

Wir  ziehen  ^  genau  wie  in  der  centralen  Projection ,  durch  a 
eine  beliebige  Gerade  d(p  in  der  Ebene  L^L^,  und  betrachten  diese 
als  Träger  des  Punktes  a.  Denken  wir  uns  weiters  durch  (jp  eine  zu 
VD  Parallele  tpd^  geführt,  und  durch  dq>  und  d^tp  eine  Hilfsebene 
hbh^  gelegt y  so  enthält  diese  auch  jene  durch  a  gehende  Erzeugende  s 
des  Cylinders;  die  Tracen  h^h^  werden  daher  die  Projection  s  dieser 
Erzeugenden  unmittelbar  in  den  gesuchten  Punkten  d  und  v  scheiden. 
Die  Contourerzeugenden  des  Cylinders  sind  die  zu  D  F  parallelen 
äußersten  Tangenten  s^s^  und  s^$^  an  die  Curve  l. 

§.  436. 

e)  Darstellang  eines  Cylinders  in  orthogonaler  und  schiefer  Projection 

mit  Zuhilfenahme  einer  Gmndebene. 

Die  Leitcurve,  welche  diesfalls  nicht  noth wendig  eine  ebene 
Curve  sein  mnss,  sei  durch  ihre  Projectionen  l  und  l'  (Taf.  III, 
Fig.  39),  und  die  Cylindererzeugenden  durch  ihre  Richtung,  d.  h. 
durch  eine  Gerade;  deren  orthogonale  Projectionen  l  und  k'  oder  be- 
ziehungsweise deren  schiefe  Projection  X  und  deren  schiefe  Projection  k* 
des  Grundrisses,  sind  gegeben. 

Die  Projectionen  g  und  g^  einer  Cylindererzeugenden  erhält  man 
direct  als  die  durch  die  Projectionen  a  und  a'  eines  Punktes  (a,  a') 
der  Leitcurve  (IJ')  zu  l  und  beziehungsweise  X^  geführten  Parallelen. 

§.  437. 

Lösung  principieller  Aufgaben,  die  Kegel-  und  Cylinderflächen 

betreffend. 

48.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einer  Eegelfläolie  zu  bestimmen. 

Die  Eegelfläche  sei  durch  die  Leitlinie  l  in  der  Ebene  Li,L, 
(Taf.  III,  Fig.  40)  und  durch  den  Scheitel  S  auf  den  Trager  ^ 9  ge- 
geben.   Die  schneidende  Gerade  sei  dv. 

Das  principielle  Verfahren,  um  die  Schnittpunkte  des  Kegels  (S,  l) 
mit  der  Geraden  vd  zu  bestimmen;  besteht  darin,  dass  man  durch 
die  Gerade  irgend  eine  Ebene  legt,  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem 
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Kegel  bestimmt  und  jene  Punkte^  welche  der  so  erhaltenen  Schnitt- 
curye  und  dem  Kegel  gemeinschaftlich  sind,  feststellt.  Die  letzteren 
sind  bereits  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Kegel- 
fläche. 

um  aber  die  Bestimmung  des  Schnittes  der  vorerwähnten  Ebene 
mit  dem  Kegel  möglichst  zu  vereinfachen,  wird  man  der  obbezeichne- 
ten  Hilfsebene  eine  besondere  Lage  geben.  Dort,  wo  es  erreichbar  ist, 
wird  man  nämlich  die  zu  wählende  Hilfsebene  so  annehmen ,  dass  die 
Schnittcurve  in  Geraden  übergeht.  Im  vorliegenden  Falle  wird  somit 
diejenige  Ebene  hh^  als  die  geeignetste  erscheinen,  welche  einerseits 
durch  die  Gerade  dv  und  andererseits  durch  den  Scheitel  S  der  Kegel- 
fläche geht. 

Die  genannte  Ebene  ht  %« ,  welche  auf  bekannte  Weise  construiert 
wird,  schneidet  die  Ebene  L^Lt  der  Leitlinie  l  in  einer  Geraden  d't;^ 
welche  ihrerseits  wieder  die  Leitcurve  l  in  Punkten  a,  j3,  .  .  .  trifft, 
die  sowohl  der  schneidenden  Hilfsebene  ht  h„  als  auch  dem  Kegel  (5,  l) 
selbst  angehöreu.  Die  Geraden  5«,  8ß ,  .  .  sind  sonach  die  Projec- 
tionen  von  Erzeugenden  des  Kegels,  welche  ganz  in  der  Ebene  hhK 
enthalten  sind,  und  den  Schnitt  der  letzteren  mit  dem  Kegel  reprä- 
sentieren. Die  besagten  Schnittgeraden  treffen  die  ebenfalls  in  der 
Ebene  hhK  liegende  Gerade  dv  in  den  Punkten  a,  2»  .  .  .  ,  welche 
Punkte  bereits  den  Anforderungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

§.  438. 

49,  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer 
Gylinderfläche  zu  bestimmen. 

Der  Gylinder  ist  durch  die  schiefe  ProjectiOn  l  seiner  Leitlinie  L 
in  einer  Ebene,  deren  Tracen  Lj,  und  L^  (Taf.  III,  Fig.  41)  sind,  ge- 
geben. Die  schneidende  Gerade  sei  dv.  Die  Bichtung  der  Cylinder- 
erzeugenden  ist  durch  die  Gerade  D  V  fixiert. 

Mit  Zugrundelegung  des  obangedeuteten  principiellen  Vorganges 
legen  wir  durch  dv,  parallel  zu  den  Cylindererzeugenden,  also  parallel 
zu  DV^  eine  Hilfsebene  hh^.  Diese  trifft  die  Ebene  ZgL»  der  Leit- 
linie l  in  der  Geraden  d'v\  Zieht  man  durch  die  der  Leitcurve  { 
und  der  Schnittgeraden  d'v'  gemeinsamen  Punkte  a,  ß ...  die  Cylin- 
dererzeugenden ^„  e,  . .  .y  so  liegen  diese,  da  sie  zu  DV  parallel  sind, 
gleichfalls  in  der  Ebene  %»%«,  und  repräsentieren  demgemäß  den 
Schnitt  des  Cy linders  mit  der  durch  dv  parallel  zu  DF  geführten 
Ebene  h^K. 


Die  Punkte  a^  h . ,. ,  in  welchen  die  Gerade  d v  von  den  vor- 
genannten Erzeugenden  6^ ,  ^  .  .  .  geschnitten  wird  ^  sind  der  Gera- 
den dv  und  der  Gylinderfiäohe  gemeinschaftlieh;  stellen  demgemäß 
die  gesuchten  Schnittpunkte  dar. 

§.  439. 

50,  Aufgäbe.  Eine  Saumeurve  ist  dar  oh  ilire  orthogonalen  Pro- 
jeotionen,  und  eine  Ebene  durcli  ihre  Tracen  gegeben;  es  sind  die 
gemeinschaftlichen  Punkte  beider  zu  oonstruieren. 

Stellen  l  und  {'  (Taf.  III ,  Fig.  42)  beziehungsweise  die  Bild- 
fläch-  und  Grundflächprojexstion  der  gegebenen  Baumcurve  L  dar,  und 
sind  E^  und  Ek  die  betreffenden  Tracen  der  gegebenen  Ebene  E,  so 
wird  man,  um  die  Schnittpunkte  der  Baumcurve  (2,  ^0  niit  der  Ebene  E 
zu  ermitteln,  durch  die  erstere  irgend  eine  krumme  Fläche  l^en  und 
den  Schnitt  dieser  Fläche  mit  der  gegebenen  Ebene  bestimmen.  Dort, 
wo  die  so  erhaltene  Schnittcurve  27  die  gegebene  Corvo  ({,  V)  schneidet, 
werden  sich  sofort  die  verlangten  Schnittpunkte  ergeben. 

Soll  jedoch  die  angedeutete  Construction  möglichst  einfach  be- 
werkstelligt werden,  so  wird  man  gewisse  besondere  Voraussetzungen 
bezfiglich  der  durch  die  Baumcurve  zu  legenden  Fläche  zu  machen 
sich  veranlasst  sehen. 

Wir  wählen  diesbezüglich  zweckentsprechend  den  durch  die 
Baumcurve  (l^V)  gehenden  vertical  oder  horizontal  projicierenden Cylin- 
der,  d.  h.  eine  Cjlinderfläche,  deren  Leitlinie  die  gegebene  Baum- 
curve ist,  und  deren  Erzeugenden,  wenn  wir  von  einer  vertical  pro- 
jicierenden Gjlinderfläche  Gebrauch  machen,  auf  der  verticalen  Pro- 
jectionsebene  senkrecht  stehen. 

Infolge  dieser  besonderen  Annahme  erreichen  wir,  dass  sämmt- 
liehe  auf  dem  Cylinder  liegende  Gurven  die  nämliche  Yerticalprojec- 
tion  besitzen,  und  zwar  jene,  welche  mit  der  Yerticalprojection  l  der 
gegebenen  Baumcurve  L  zusammenfällt. 

Hiernach  stellt  l  unmittelbar  auch  die  Yerticalprojection  £  der 
Schnittcurve  des  Hilfscylinders  mit  der  Ebene  Ef,Ek  dar,  während 
die  horizontale  Projection  J]*  derselben  anstandslos  vermittelst  der 
gegebenen  Tracen  EvBh  der  Ebene  E  abgeleitet  werden  kann. 

Die  beiden  Horizontalprojectionen  l'  und  27*  treffen  sich  dies- 
falls in  den  Punkten  a^  b\  &,  d'  und  ef,  deren  verticale  Projectionen 
a,  b,  c,  d  und  e  sind.  Diese  Punkte  gehören  einerseits  der  Baum- 
curve und  andererseits  der  Ebene  E  an^  sind  somit  die  gesuchten 
Schnittpunkte  der  ersteren  mit  der  Ebene  E. 
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§.  440. 

51.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Kegel - 
fläohe  zn  bestimmen. 

Der  Kegel  ist  in  centraler  Projection  durch  seine  Leitcurve  l 
(Taf.  IV,  Fig.  43)  in  der  Ebene  UU  und  durch  den  Scheitel  8,  auf 
dem  Träger  d^,  gegeben.    Die  schneidende  Ebene  sei  E^J?«. 

Der  Schnitt  des  Kegels  {8,  l)  mit  der  Ebene  E  ist  der  geo-* 
metrische  Ort  der  Schnittpunkte  aller  Kegelerzeugenden  mit  der  eben 
genannten  schneidenden  Ebene.  Um  den  Schnitt  einer  Kegelerzeu- 
genden, etwa  jener  Sa  mit  der  Ebene  EhEv  zu  bestimmen,  denken 
wir  uns,  um  möglichst  einfach  zum  Ziele  zu  gelangen,  durch  die 
Erzeugende  Sa  eine  Hilfsebene  auf  folgende  Weise  gelegt.  Durch  den 
Punkt  a  der  Leitcurve  ziehen  wir  zunächst  in  der  Ebene  LbL^  der* 
selben  eine  Gerade  d,  q>^ ,  ersetzen  hierauf  den  Träger  d  tp  durch  einen 
anderen  (Piä^,  dessen  Fluchtpunkt  q)^  mit  jenem  von  d,^,  identisch 
ist,  und  legen  sodann  durch  d^(p^  und  dg^,  die  Ebene  Kh^  welche 
die  Punkte  a  und  jS,  mithin  auch  die  Erzeugende  aS  des  Kegels 
enthält. 

Diese  Ebene  schneidet  die  Ebene  EoEj,  in  der  Geraden  d*(p\  die 
ihrerseits  die  Erzeugende  a8  in  dem  gesuchten  Punkte  a'  trifft. 

Sollte  und  wollte  man  aber  auf  die  eben  angedeutete  Weise  fort- 
fahren, den  Schnitt  einzelner  Kegelerzeugenden  mit  der  Ebene  E  zu 
bestimmen ,  so  würde  die  Zeichnung  nur  zu  bald  durch  das  Anhäufen 
vieler  Constructionslinien  undeutlich  werdeu. 

Dieser  letzterwähnte  Umstand  bietet  Veranlassung  zu  dem  nach- 
stehenden einfacheren  Verfahren. 

Wir  setzen  diesbezfiglich  voraus,  der  Schnittpunkt  a'  irgend  einer 
Kegelerzeugenden  sei,  wie  eben  angedeutet,  gefunden  worden,  während 
der  Schnittpunkt  h'  irgend  einer  beliebigen  anderen  Erzeugenden  8b 
mit  der  Ebene  EtE^  aufzusuchen  wäre. 

Die  beiden  Erzeugenden  Sa  und  Sb  haben  den  Scheitel  S  des 
Kegels  gemein,  liegen  mithin  in  einer  und  derselben  Ebene.  Diese 
letztere  Ebene  schneidet  die  Ebene  L^L^  der  Leitcurve  in  der  Ge- 
raden  ab.  Die  Gerade  dv  dagegen  ist  der  Schnitt  der  Ebenen  L  und  E^ 
repräsentiert  also  die  Trace  der  schneidenden  Ebene  E  auf  der  Ebene 
L  der  Leitlinie  l  des  Kegels  {S,  l). 

Besagte  Sohnittlinie  wird  von  der  Geraden  ab  in  einem  Punkte 
J  getroffen,  welcher  sowohl  in  der  Ebene  E^E^,  als  auch  in  der 
durch  die  Erzeugenden  Sa  und  Sb  bestimmten  Ebene  liegt,  und  somit 
dem  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen  angehört« 
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Der  Punkt  a*  auf  der  Erzeugenden  Sa  ist  aber,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  gleichfalls  einer  jener  Punkte,  welche  nicht  nur  der 
Ebene  E,  sondern  auch  der  Ebene  Sah  angehören, 

'  Die  Schnittlinie  der  Ebenen  E  und  Sah  erhalten  wir  somit  in 
/ia',  welche,  hinreichend  verlängert,  die  Erzeugende  Sh  bereits  in  dem 
verlangten  Punkte  h'  trifft.  Ebenso  verfährt  man  für  eine  dritte  Er- 
zeugende Sc  u.  s.  w.,  biB  genügend  viele  Punkte  des  Schnittes  er- 
mittelt sind. 

Betrachten  wir  die  durch  die  einzelnen  Punkte  a^^\...  erhaltene 
Schnittcurve  näher,  so  finden  wir,  dass  jedem  Punkte  a  der  Leit- 
curve  L  ein,  aber  auch  nur  ein  einziger  Paukt  a'  der  Schnittcurve 
entspricht;  dass  jedes  Paar  solcher  Punkte,  wie  a  und  a*  eine  durch  S 
gehende  Verbindungsgerade  besitzt,  und  endlich,  dass  sich  die  Verbin- 
dungslinien ah  und  a^\  irgend  zweier  Paare  entsprechender  Punkte 
(a,  aj  und  (&,  \)  auf  einer  und  derselben  festen  Geraden  „der  Projec- 
tion  dv  der  Schnittlinie  von  LhL^  und  EhEv**'  schneiden,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  die  Projection  der  Leitcurve  und  jene  der 
Schnittcurve  coUineare  Figuren  sind. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  Leitcurve  l  eigentlich  nichts 
anderes,  als  ein  ebener  Schnitt  des  Kegels  ist,  und  beachten  wir  end- 
lich, dass  die  ausgeführten  Constructionen  genau  dieselben  bleiben, 
einerlei,  ob  man  centrale  Projection  oder  freie  Parallelprojection  vor- 
aussetzt, so  kann  man  allgemein  den  Satz  aussprechen: 

466.  „Zivei  heliebige  Ehenenschnüte  eines  Kegels  stellen  sich  in 
der  {Central-  oder  ParaUeU)  Projection  stets  als  coUineare  Figuren 
dar.  Das  Gollineationscentrum  ist  die  Projection  des  KegelscheüelSy 
während  die  CoUineationsachse  durch  die  Projection  der  Schnittgera- 
den  jener  heiden  Schnittd>enen  dargestellt  wird.^ 

Ist  der  Kegel  in  centraler  Projection  so  dargestellt,  dass  sein 
Scheitel  in  der  vorderen  Spurebene  liegt,  dessen  Projection  S  also  in 
unendliche  Feme  fällt,  so  treten  an  Stelle  der  convergierenden 
Geraden  aa,5,  h\S...  parallele  Gerade,  und  an  die  Stelle  der 
collinearen  Figuren  affine  Figuren. 

§.  441. 

52.  Aufgabe,  Es  ist  der  Schnitt  eines  Cylinders  mit  einer  Ebene 
zn  ermitteln. 

Die  Leitlinie  l  (Taf.  IV,  Fig.  44)  des  Cylinders  sei  (in  freier 
schiefer  Projection)   in   einer   durch  ihre  Tracen  LhL^   bestimmten 
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Ebene  L  gegeben,  DF.sei  die  Gerade   zu  welcher  die  Cylindererzeu- 
genden  parallel  sein  sollen,  und  EhE^  stelle  die  schneidende  £bene  dar. 

Zunächst  bestinomen  wir  den  Schnitt  einer  beliebigen  Erzeugen- 
den, etwa  derjenigen,  welche  durch  den  Punkt  a  der  Leitlinie  geht, 
mit  der  Ebene  E,  Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  den  besagten 
Punkt  a  mit  einem  in  der  Ebene  L^L^  beliebig  gewählten  Träger  dtp 
versehen ,  und  durch  d  q>  auf  bekannte  Weise  eine  zur  Geraden  D  V 
parallele  Ebene  Kh  gelegt,  welche  nunmehr  auch  die  Erzeugende  s 
des  Punktes  a  enthält. 

Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene  Ei,Ev  ist 
d^v^\  derselbe  trifft  die  Erzeugende  €  des  Punktes  a  bereits  in  dem 
gesuchten  Punkte  a^ . 

Anstatt  auf  die  eben  angedeutete  Weise  die  Schnittpunkte  ander- 
weitiger Erzeugenden  mit  der  Ebene  EtE^  zu  ermitteln ,  wird  man 
den  einfacheren  Weg  einschlagen ,  welcher  dem  Wesen  nach  mit  dem 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe  entwickelten  abgekürzten  Verfahren 
übereinstimmt. 

Soll  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Ebene  EbE^  mit  einer  an- 
deren Erzeugenden,  allenfalls  mit  jener,  welche  durch  den  Punkt  b 
der  Leitcurve  l  geht,  bestimmt  werden,  so  denkt  man  sich  durch 
diese  Erzeugende  b\  und  die  Erzeugende  a^i  eine  Ebene  gelegt.  — 
Letzteres  wird,  da  sämmtliche  Cylindererzeugenden  untereinander  pa- 
rallel sind,  immer  möglich  sein. 

Die  Ebene  dieser  beiden  Erzeugenden  schneidet  die  Ebene  der 
Leitlinie  L  in  der  Geraden  ah,  welche  weiters  die  Schnittgerade  dr 
der  beiden  Ebenen  L  und  E  in  einem  Punkte  J  trifft.  Bezeichneter 
Punkt  J  wird  als  ein  Punkt  der  Ebene  E  und  der  Ebene  der  beiden 
Erzeugenden  dem  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen  angehören.  Ein  zweiter 
Punkt  dieses  Schnittes  ist  der  bereits  gefundene  Durchschnittspunkt  a^ 
yon  E  mit  der  Erzeugenden  aa^. 

Man  erhält  hiernach  die  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  der  Ebene 
der  genannten  zwei  Erzeugenden  aa^  und  hb^  in  Ja^l^y  und  im  Punkte 
2)p  in  welchem  dieselbe  von  bh^  oder  £,  geschnitten  wird,  den  der  Er- 
zeugenden &&I  entsprechenden  Schnittpunkt  b^. 

Auf  gleiche  Weise  kann  der  Schnittpunkt  jeder  anderen  Erzeu- 
genden mit  der  Ebene  E  aus  den  bereits  vorhandenen  Schnittpunkten 
abgeleitet  werden. 

Die  Punkte  der  Leitcurve  {  und  der  Schnittcurve  entsprechen 
sich  ein-deutig  derart,  dass  sie  paarweise  auf  parallelen  Geraden 
aa, ,  &b|...   liegeui   und  die  Verbindungslinien  ab  und  a^b^   irgend 
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zweier  Paare  entsprecheDder  Pankte  (aa^)  und  (hb^)   schneiden  sieh 
in  je  einem  Punkte  der  festen  Geraden  dv. 

Die  Leitcurve  und  die  Schnittcnrve  sind  mithin  affine 
Figuren^  und  da  die  erstere  keinen  wesentlichen  Unterschied  von 
einem  gewöhnlichen  ebenen  Schnitte  aufweist,  folgt  der  Satz : 

467.  „Die  Parallelprojedionen  irgend  ztveier  ebenen  Schnitte  eines 
Oylinders  auf  dieselbe  Büdebetie  bezogen,  sind  immer  affine  Figuren; 
die  Projecticnen  der  Cylindererseugenden  sind  die  Äffinitätsslrahlen 
und  die  Projection  der  Schnittgeraden  der  beiden  schneidenden  Ebenen 
stellt  die  Äfßnitätsachse  dar.'' 

Auch  in  centraler  Projection  kann  es  vorkommen,  dass  die  Pro- 
jectionen  zweier  ebenen  Schnitte  eines  Cylinders  affine  Figuren  sind. 
Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  die  Cylindererzeugenden  zur  Projeo- 
tionsebene  parallel  sind,  dieselben  also  auch  parallele  Projectionen  be- 
sitzen. In  jedem  anderen  Falle  convergieren  die  Gentralprojectionen 
der  Cylindererzeugenden  gegen  einen  gemeinschafblichen  Fluchtpunkt; 
die  Projectionen  zweier  ebenen  Schnitte  sind  sodann  nothwendig  ool- 
linear« 

§.  442. 

53.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einem  Kegel 
zu  bestimmen,   dessen  Leitlinie  eine  Raumcurve  ist. 

Ist  eine  Raumcurve  graphisch  darzustellen ,  so  eignet  sich  hierzu, 
wie  bereits  den  vorhergehenden  Beispielen  entnommen  werden  kann, 
am  besten  eine  oder  die  andere  jener  Projectionsmethoden ,  welche 
von  zwei  Projectionsebenen  Gebrauch  macht. 

Wir  wollen  deshalb  annehmen,  die  Leitcurve  des  Kegels  sei 
durch  ihre  schiefe  Projection  l  (Taf.  IV,  Fig.  45)  und  durch  die  schiefe 
Projection  V  ihres  Grundrisses  gegeben.  Desgleichen  sei  der  Kegel- 
scheitel durch  seine  beiden  Projectionen  S  und  S'  bestimmt.  Die 
schneidende  Ebene  ist  durch  ihre  Bildflächtrace  Et  und  die  schiefe 
Projection  E'g  ihrer  Grundflächtrace  gegeben. 

Legen  wir  diesfalls  durch  den  Kegelscheitel  (ä,  5')  eine  grund- 
flächprojicierende  Ebene  s,  welche  gleichzeitig  zur  Grundflächtrace 
der  gegebenen  Ebene  E  parallel  ist,  so  wird  die  schiefe  Projection 
der  Grundflächtrace  dieser  Hilfsebene  eine  Gerade  s^g  sein,  welche 
durch  S'  geht  und  parallel  zu  JS'^  ist  Die  Ebene  EtE'g  wird  von 
der  gewählten  Hilfsebene  b  in  der  Geraden  (s^s^)  geschnitten,  deren 
schiefe  Projection  des  Grundrisses  ,s'  selbstverständlich  mit  E'g  zu- 
sammenlallt. Gleichzeitig  ergibt  sich  im  Schnitte  von  SS'  und  s  die 
schiefe  Projection  2J  des  Darchschnittspunktes  {Z,  2^)  der  Ebene  E^E'g 


453 

mit  dem  vom  Eegelscheitel  auf  die  Grundebene  gefällten  Perpendikel. 
Femer  schneidet  die  Hilfsebene  B*g  die  Leitcurve  in  den  Punkten 
(aya')^{ßj  ß') . .,  deren  schiefe  ProjectioDen  der  Grundrisse  a',  ß'.... 
im  Schnitte  von  V  mit  a'g  erhalten  werden. 

Es  sind  demnach  {Sa,8'a'),  (Sß^S'ß^. ..  die  Projectionen  von 
Kegelerzeugenden,  welche  in  der  Hilfsebene  liegen ;  dieselben  schneiden 
die  Gerade  (s,  s*)  in  Punkten  (a,  a*)  und  (6,  &')•••»  welche  bereits  der 
zu  bestimmenden  Schnittcurve  angehören. 

Die  Hauptsache  der  soeben  durchgeführten  Construction  war  aber 
die  Bestimmung  des  Punktes  27,  welcher  zu  einer  sehr  einfachen  Con- 
struction weiterer  Curvenpunkte  benützt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  den  Scheitel  (5,  S')  des  Kegels 
irgend  eine  grundfiäcbprojicierende  Ebene  gelegt,  so  wird  die  schiefe 
Projection  ihrer  Grundflächtrace  durch  eine  beliebige  durch  S^  gehende 
Gerade  h'g  dargestellt  erscheinen. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  den  Schnitt  dieser  Ebene  h'g  so- 
wohl mit  dem  Kegel,  als  auch  mit  der  schneidenden  Ebene  Eb  E*g  zu 
bestimmen.  Die  Ebene  h'g  trifft  vor  allem  die  Leitcurve  (?,  V)  in 
Punkten  (y,yO,  (d,d')...,  deren  schiefe  Grundrissprojeetionen  y',  6'.,. 
sich  unmittelbar  im  Schnitte  von  h'g  mit  V  ergeben.  Aus  diesen  werden 
die  schiefen  Projectionen  y,  tf,. . .  der  besagten  Punkte  abgeleitet.  Hier- 
nach repräsentieren  die  Geraden  (5y,  Sy') ;  {Sä,  Sd') . .  •  Erzeugende 
des  Kegels,  welche  gleichzeitig  in  der  grundflächprojicierenden  Ebene 
h'g  liegen,  oder  mit  anderen  Worten,  den.  Schnitt  des  Kegels  mit  der 
Hilfsebene  h'g  darstellen.  Letztere  Ebene  schneidet  aber  auch  die  ge- 
gebene Ebene  Ei,E'g  in  einer  Geraden,  die  sich  folgendermaßen  be- 
stimmt. 

Ein  Punkt  der  Schnittlinie  ist  der  Schnittpunkt  z/'  der  schiefen 
Projectionen  E'g  und  h'g  der  Grundflächtracen  dieser  Ebenen.  Ein 
zweiter  Punkt  ist  (27,  27').  Denn  dieser  Punkt  gehört  einerseits  der 
Ebene  E^E'g^  andererseits  aber  der  grundflächprojicierenden  Geraden 
SS' ,  mithin  auch  jeder  durch  die  letztere  gehenden  grundflächproji- 
cierenden Ebene  an.  Die  Schnittlinie  ((T,  6')  der  Ebenen  Eh  E'g  und 
h'g  hat  daher  die  Projectionen  27^'  und  27'^',  wobei  offenbar  27' z/' 
mit  h'g  zusammenfällt. 

Die  Gerade  (27^',  27'^')  wird  nun  von  den  in  der  Ebene  h'g  lie- 
genden Kegelerzeugenden  {Sy,  Sy*),  (Äd,  Sd')., . .  in  Punkten  (c,  c'), 
(d,  d') .  •  • .  getroffen,  welche  der  gesuchten  Schnittcurve  angehören. 

Ändert  man  die  Lage  der  Hilfsebene  h'g,  indem  man  dieselbe 
um  SS'  dreht,  so  wird  man  successive  beliebig  viele  Punkte  der 
Schnittcurve  bestinmoien  können. 
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§.  443. 


54.  Aufgabe.  Es  ist  der  Solinitt  einer  Raumcurve  mit  einer 
£egelfläclie  zu  bestimmen. 

Das  Friucip  der  Lösung  besteht  einfach  darin,  dass  man  sich 
durch  die  Baumcurve  eine  beliebige  Fläche  gelegt  denkt  und  den 
Schnitt  dieser  Fläche  mit  der  gegebenen  Kegelfläche  bestimmt  Die 
Punkte,  in  welchen  die  so  erhaltene  Schnittcurve  die  gegebene  Raum- 
curve trifft,  sind  die  gesuchten  Schnittpunkte. 

Damit  sich  jedoch  die  Construction  möglichst  einfach  gestalte, 
wird  man,  statt  irgend  eine  beliebige  Hilfsfläche  durch  die  gegebene 
Baumcurve  zu  legen,  stets  eine  solche  Fläche  wählen,  durch  deren 
Zuhilfenahme  die  Constructionsresultate  ebenso  sicher  und  genau  als 
einfach  erzielt  werden. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  man  daher  eine  Kegelfläche  und 
zwar  jene  wählen,  deren  Scheitel  gleichzeitig  der  Scheitel  der  gegebenen 
Kegelfläche  ist.  Diese  besondere  Wahl  hat  ihren  Grund  darin ,  dass 
sich  zwei  Kegelflächen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel  haben, 
nur  längs  geradliniger  Erzeugenden  schneiden  können. 

Denn  ist  a  (Taf.  IV,  Fig.  46)  irgend  ein  gemeinschaftlicher 
Funkt  der  beiden  Kegel,  so  ist  dessen  Verbindungsgerade  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Scheitel  S^  sowohl  eine  Erzeugende  des  einen,  als 
auch  eine  Erzeugende  des  zweiten  Kegels,  stellt  somit  einen  Bestand- 
theil  des  gegenseitigen  Schnittes  vor. 

Hat  man  also  durch  die  Baumcurve  den  genannten  Hilfskegel 
gelegt,  so  wird  man,  um  die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  zu  er- 
halten, beide  Kegelflächen  durch  eine  und  dieselbe  Ebene  schneiden. 
Die  Punkte,  in  welchen  sich  die  resultierenden  Schnittcurven  der 
beiden  Kegel  treffen,  sind  sodann  gemeinschaftliche  Punkte  der  letz- 
teren, und  deren  Yerbindungsgeraden  mit  dem  Scheitel  die  gemein- 
samen Erzeugenden  beider  Kegel.  Die  Punkte,  in  welchen  diese  die 
Baumcurve  treffen,  sind  sodann  die  gesuchten  Schnittpunkte. 

Setzen  wir  demnach  voraus,  es  sei  S  (Taf.  IV,  Fig.  46)  der 
durch  einen  Träger  dcp  flxierte  Scheitel  der  gegebenen  Kegel- 
fläche.   Die  Leitlinie  k  des  Kegels  K  liege  in  der  Bildebene. 

Die  Baumcurve  C  ist  durch  ihre  Centralprojection  c  und  durch 
eine  Parallelprojection  y  gegeben,  wobei  V  den  (centralen)  Fluchtpunkt 
der  parallelprojicierenden  Strahlen  vorstellen  mag. 

Der  vorher  entwickelten  Lösungsweise  gemäß  wird  man  durch 
den  Scheitel  S  und   durch  die  gegebene  Baumcurve   eine  Kegelfläche 
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zu  legen  und  diese ,  sowie  die  gegebene  Eegelfläche  {S,  l)  durch  eine 
Ebene  zu  schneiden  haben. 

Als  Schnittebene  wird  sich  im  vorliegenden  Falle  offenbar  die 
Bildebene  am  besten  aus  dem  Grunde  eignen,  weil  einerseits  deren 
Schnitt  mit  dem  Eegel  (S,  l)  bereits  durch  die  gegebene  Leitlinie  l 
repräsentiert  wird,  und  andererseits,  weil  die  Construction  der  Durch- 
stoßpunkte von  Geraden  mit  der  Bildebene  überhaupt  einfacher  als 
mit  einer  anderen  Ebene  ist. 

Den  Schnitt  des  Kegels  {S,  c)  mit  der  Bildebene  bestimmen  wir 
auf  nachstehende  Art. 

Wir  denken  uns  zunächst  den  Träger  t  oder  dtp  des  Scheitels 
S,  vermittelst  einer  Hilfsebene  Kh,  durch  einen  anderen  Träger  r^ 
oder  D-VS  ersetzt,  welcher  zu  den  parallelprojicierenden  Strahlen  selbst 
parallel  ist.  Der  Fluchtpunkt  desselben  fällt  sonach  mit  F  zu- 
sammen. 

Durch  diesen  neuen  Träger  r^  legen  wir  eine  beliebige  Ebene  H, 
von  welcher  wir  aber  bloß  die  Bildflächtrace  Hb  (eine  beliebige  durch 
jD  gehende  Gerade)  zeichnen. 

Die  Trace  Hb  trifft  die  Parallelprojection  y  der  Raumcurve  in 
einem  (oder  mehreren)  Punkte  a.  Bezeichneter  Punkt  repräsentiert 
selbstverständlich  die  Parallelprojection  eines  in  der  Hilfsebene  H 
liegenden  Punktes  der  Kaumcurve,  da  der  Projectionsstrahl  a  F  in 
dieser  Ebene  liegt. 

Nachdem  aber  a  V  die  Centralprojection  des  besagten  parallelpro- 
jicierenden Strahles  darstellt,  so  ist  sein  Schnittpunkt  a  mit  c  die 
Centralprojection  des  genannten  Punktes  der  Kaumcurve. 

Ferner  liegt  in  der  Ebene  H  der  Scheitel  S  der  Kegelfläche, 
daher  auch  die  Erzeugende  ß,  deren  Centralprojection  die  Yerbindungs- 
gerade  Sa  ist.  Dieselbe  trifft  die  Bildflächtrace  Hb  in  ihrem  Durch- 
stoßpunkte a^  mit  der  Bildebene. 

Wiederholt  man  das  besprochene  Verfahren,  indem  man  der 
durch  D  V  geführten  Hilfsebene  H  immer  andere  Lagen  gibt,  so  kann 
man  die  Durcfastoßpunkte  beliebig  vieler  Kegelerzeugenden  mit  der 
Bildebene  ermitteln  und  durch  deren  Verbindung  die  Schnittcurve  c, 
des  Kegels  (S,  c)  mit  der  Bildebene  bestimmen. 

Die  Schnittcurve  c  trifft  die  Leitcurve  l  des  gegebenen  Kegels 
in  den  Punkten  p^,  q^ ,  so  dass  man  die  gemeinschaftlichen  Er- 
zeugenden der  beiden  Kegel  durch  ihre  Centralprojectionen  in  Spi, 
/S'g, . . . .  dargestellt  erhält.  Diese  Geraden  treffen  bereits  in  den  ge- 
suchten Durchschnittspunkten  p,  g. . .  die  Projection  c  der  fiaumcurve. 
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§.  444, 

Wäre  der  Schnitt  eines  Kegels  mit  einer  ebenen  Curve  zu  er- 
mitteln, so  ist  es  selbstverständlich  am  einfachsten,  den  gegebenen 
Kegel  mit  der  Ebene  der  Curve  zum  Schnitte  zu  bringen,  da  die 
Schnittpunkte  der  so  erhaltenen  Schnittcurve  mit  der  gegebenen  Curve 
schon  die  gesuchten  gemeinschaftlichen  Punkte  der  letzteren  und  des 
gegebenen  Kegels  vorstellen. 

Soll  der  Schnitt  einer  Kaumcurve  mit  einem  Cylinder 
festgestellt  werden,  so  wird  man  durch  die  Raumcurve  eine  Cylinder- 
fläche  legen,  deren  Erzeugende  zu  den  Erzeugenden  des  gegebenen 
Cjiinders  parallel  sind.  Die  beiden  Cylinder  schneiden  sich  gleich- 
falls nach  Erzeugenden,  die  man  erhält,  wenn  man  die  beiden  Cylinder- 
flächen  durch  eine  und  dieselbe  Ebene  schneidet  und  durch  die  Schnitt- 
punkte der  erhaltenen  Curven  Parallele  zur  Erzeugendenrichtung  führt. 
Im  gegenseitigen  Schnitte  dieser  Erzeugenden  mit  der  Raumcurve 
erhält  man  die  gewünschten  Punkte. 

9 

§.  445. 

6Iy,  Aufgabe.  Es  ist  die  Schnittcurve  zweier  Eegelflächen  zu 
bestinmien. 

Das  allgemeine  Verfahren  für  die  Bestimmung  des  gegenseitigen 
Schnittes  zweier  Flächen  besteht  darin,  dass  man  eine  Schar  von 
Hilfsflächen  verwendet,  durch  welche  man  jede  der  gegebenen  Flächen 
schneidet.  Die  jeweilig  gewählten  Hilfsflächen  sollen  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  sich  ihre  Schnittcurven  mit  den  gegebenen  Flächen  auf 
eine  möglichst  einfache  und  genaue  Weise  ermitteln  lassen.  Jede 
solche  Hilfsfläche  schneidet  die  beiden  gegebenen  Flächen  nach  Curven, 
welche  sich  im  allgemeinen  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Punkten 
treffen  werden. 

Jeder  dieser  Schnittpunkte  ist  ein  Punkt  der  gesuchten  Schnitt- 
curve, da  derselbe  einer  jeden  der  beiden  gegebenen  Flächen  gleich- 
zeitig angehört. 

Setzen  wir  nun  insbesondere  voraus,  die  beiden  gegebenen  Flächen 
seien  Kegelflächen. 

Die  einfachsten  Linien  auf  diesen  Flächen  sind  offenbar  die 
geradlinigen  Erzeugenden  derselben.  Man  wird  daher,  sofern  es  mög- 
lich ist,  die  Hilfsflächen  stets  so  wählen,  dass  durch  dieselben  die 
beiden  Kegelflächen  gleichzeitig  nach  Erzeugenden  geschnitten  werden. 

Nachdem  diesfalls  jede  durch  den  Scheitel  der  Kegelfläehe 
gehende  Ebene  die  besagte  Eigenschaft  besitzt,    wird  .man  als  Hilfe- 
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flächen  Ebenen  und  zwar  solche  Ebenen  wählen,  welche  durch  die 
Scheitel  der  beiden  gegebenen  Eegelflächen,  also  durch 
deren  Verbindungsgerade  gehen. 

Sind  die  Leitcurven  der  Eegelflächen  ebene  Curven,  so  lässt 
sich  der  Scbnitt  der  beiden  Kegel  punktweise  sehr  bequem  und  rasch 
bestimmen. 

Seien  nämlich  l^  und  ig  (Taf.  IV,  Fig.  47)  die  Projectionen  der 
beiden  Leitcurven  (es  ist  vollkommen  gleichgiltig,  ob  dieselben  cen- 
trale- oder  Parallel-Projectionen  repräsentieren)  und  ä,  und  S^  die  Pro- 
jectionen der  Eegelscheitel.  Ferner  mag  angenommen  werden,  es  seien 
die  Projection  2]  der  Schnittlinie  der  beiden  Leitcurvenebenen  L^  und 
Zg,  sowie  auch  die  Schnittpunkte  z/,  und  2/^  der  Geraden  S^S^  mit 
den  Ebenen  L^  und  L^  der  Leitcurven  l^  und  l^  bereits  bestimmt 
worden. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Gerade  S,  S,  irgend  eine  belie- 
bige Ebene  gelegt,  so  wird  die  Projection  ihres  Schnittes 
mit  der  Eb^ne  der  Leitcurve  I^  selbstverständlich  durch  ^^ 
gehen  müssen. 

Bezeichnete  Schnittgerade  sei  durch  z/^  a  dargestellt.  Der  Schnitt 
dieser  Hiifsebene  mit  der  Ebene  X,  der  zweiten  Leitlinie  Z,  ist  leicht 
zu  ermitteln,  wenn  berücksichtigt  wird,  dass  derselbe  einerseits  durch 
den  Punkt  J^^  andererseits  aber  durch  jenen  Punkt  a  gehen  muss,  in 
welchem  die  Gerade  z/^a  die  gemeinsame  Schnittlinie  2?  der  Ebenen 
I/j  und  L^  trifft.  Dieser  Punkt  a  gehört  nämlich  sowohl  der  Hilfs- 
ebene S^SqCc,  als  auch  gleichzeitig  den  beiden  Ebenen  der  Leitcurven 
2,  und  Iq  an.  Die  Schnittgerade  der  Leitcurvenebene  L^  mit  der  ge- 
nannten schneidenden  Hiifsebene  ist  daher  durch  z:/^a  dargestellt. 

Da  die  Hilfsebene  S^S^a  durch  die  Scheitel  S^  und  8^  geht,  so 
schneidet  sie  beide  Eegel  nach  Erzeugenden.  Die  Trace  ^^a  derselben 
anf  der  Ebene  der  Leitlinie  l^  trifft  J,  in  den  Punkten   m^^  n,...., 

so  dass  in  S^m^,  S^n^ direct  jene  Erzeugenden  erhalten  werden, 

in  welchen  die  Hilfsebene  den  Eegel  (/S^,  l^)  schneidet.  -Ebenso  trifft 
die  Gerade  z/,a  die  Leitlinie  2|  in  m^^n^....^  die  Eegelfläche  sonach 
in  den  Schnitterzeugenden  Sytn^^  S^n^.,.. 

Die  genannten  Erzeugenden  S^m^f  S^m^,8^n^...  der  beiden  Eegel 
liegen  in  der  nämlichen  Hilfsebene,  schneiden  sich  daher  gegenseitig 
in  den  Punkten  m,  n....,  welche  den  vorgegebenen  Eegelflächen 
gleichzeitig  angehören,  also  Punkte  der  verlangten  Schnittcurve  sind. 

Ändert  man  die  Lage  der  Hilfsebene  /l^aJ^,  lässt  man  dieselbe 
also  der  Ordnung  nach  in  ^^a^^^^  /i^a^J^....  übergehen,  so  wird 
man  in  gleioherlWeise  jedesmal  neue  Schnittpunkte  finden,  die  sodann, 
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wenn  deren  in  genügender  Anzahl  festgestellt  wurden,  mit  einander 
verbunden,  den  gegenseitigen  Schnitt  bestimmen. 

Die  eben  'angegebene  Methode  zur  Bestimmung  des  Schnittes 
zweier  Kegelflächen  stimmt  im  wesentlichen  mit  jenem  Vorgange  über- 
ein,  welcher  behufs  Ermittelung  des  Schnittes  zweier  Pyramiden  ent- 
wickelt wurde.  Der  nebensächliche  Unterschied  besteht  nur  darin, 
dass  in  diesem  Falle  an  die  Stelle  der  Basispolygone  der  Pyramiden, 
die  krummen  Leitlinien  der  beiden  Kegel  treten. 

In  gleicher  Weise,  wie  in  dem  besprochenen  Falle,  lässt  sich 
auch  eine  vollkommene  Übereinstimmung  in  den  Gonstruc- 
tionen  des  Schnittes  eines  Kegels  mit  einem  Gylinder  und 
jenen  des  Schnittes  einer  Pyramide  mit  einem  Prisma,  sowie  endlich 
auch  in  den  Schnittconstructionen  zweier  Prismen  und  zweier  Gylin- 
der erzielen  und  rechtfertigen. 

Um  überflüssige  Wiederholungen  zu  vermeiden,  dürfte  es  daher 
gerechtfertigt  erscheinen,  wenn  wir  an  dieser  Stelle  die  betreffenden 
Gonstructionen,  unter  Hinweis  auf  bereits  Bekanntes,  übergehen  und 
nur  allgemein  bemerken,  dass  man  in  dem  Falle,  als  es  sich  um  den 
Schnitt  eines  Kegels  mit  einem  Gylinder  handelt,  Hilfsebenen  anwenden 
wird,  welche  durch  den  Scheitel  des  Kegels  parallel  zu  den 
Gyliudererzeugenden  geführt  werden,  oder  was  dasselbe  ist,  von 
Hilfsebenen  Gebrauch  machen  wird,  welche  durch  jene  Gerade  gehen, 
die  durch  den  Scheitel  des  Kegels  parallel  zu  den  Gyliudererzeugenden 
geführt  werden  kann.  Besagte  Hilfsebenen  schneiden  selbstverständlich 
sowohl  den  Kegel  als  auch  den  Gylinder  gleichzeitig  nach  Erzeugenden. 

Ist  der  Schnitt  zweier  Gylinderflächen  zu  bestimmen, 
so  wählt  man  Hilfsebenen,  welche  zu  den  Erzeugenden  beider 
Gylinder  parallel  sind,  Ebenen  also,  welche  die  letzteren  gleich- 
zeitig nach  Erzeugenden  schneiden. 

Ein  ganz  analoger  Vorgang  wird  einzuhalten  sein,  wenn  die 
gegenseitigen  Schnitte  von  Kegeln  und  Gylindern  mit  Pyra- 
miden oder  Prismen  construiert  werden  sollten. 

§.  446. 

56.  Aufgabe.  In  einem  Punkte  eines  Kegels  ist  an  diesen  eine 
Tangentialebene  zn  legen. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  graphisch  auf  eine  möglichst  einfache 
Weise  zu  lösen,  wollen  wir  von  dem  Satze:  dass  die  zu  bestimmende 
Ebene  den  Kegel  in  allen  Punkten  derjenigen  Erzeugenden  berührt, 
welche  durch  den  gegebenen  Berührungspunkt  der  Fläche  geht^  Gebrauch 
machen.    Weiters  wollen  wir  ganz  allgemein  voraussetzen,  die  Leit- 
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linie  des  Kegels  sei  eine  Baamcar?e,  welche  durch  ihre  orthogonalen 
Projecfcionen  L  und  L'  (Taf.  IV,  Fig.  48)  gegeben  isfc.  Der  Kegel- 
scheitel sei  (5^,  Ä')  und  P  sei  die  verticale  Projection  des  Berührungs- 
punktes. 

Um  die  horizontale  Projection  F*  des  Beilihrungspunktes  zu  be- 
stimmen, denken  wir  uns  durch  den  letzteren  die  zugehörige  Kegel- 
erzeugende gezogen.  Die  verticale  Projection  derselben  ist  unmittelbar 
durch  PS  gegeben.  Der  Punkt,  in  welchen  die  besagte  Erzeugende 
(FSy  F'S')  die  Leitcurve  (L.L*)  schneidet,  ergibt  sich  sonach  in  (i?,i>')- 

Man  erhält  daher  sofort  die  horizontale  Projection  der  verlangten 
Erzeugenden  in  S'p*  und  in  derselben  gleichzeitig  die  horizontale  Pro- 
jection P*  des  Berührungspunktes. 

Die  zu  bestimmende  Berührungsebene  des  Kegels  im  Punkte 
{P,  P)  berührt  nun,  auf  Grund  des  obangefuhrten  Satzes,  denselben 
Kegel  in  allen  anderen  Punkten  der  Erzeugenden  {SP,  P'S'),  also 
auch  in  jenem  Punkte  (p,  p'),  welcher  der  Leitcurve  (L,  L')  selbst 
angehört. 

Die  Berührungsebene  B  ist  somit  durch  die  Erzeugende  (5P, 
S'PO  und  durch  die  Tangente  (t^f)  der  Leitcurve  mL')  im  Punkte 
(p,  p*)  vollkommen  bestimmt  und  ergeben  sich  nunmehr  auch  deren 
Tracen  BkB^  durch  Feststellung  der  Durchstoßpunkte  von  (f,  V)  und 
{SPy  S'P^  mit  den  Projectionsebenen. 

In  ganz  übereinstimmender  Weise  wird  man  auch  die  Berüh- 
rungsebene eines  Cylinders  in  einem  seiner  Punkte  cou- 
struieren. 

§.  447. 

57.  Aufgabe.  Durch  irgend  einen  Punkt  im  Räume  soll  an  eine 
Gylinderfläohe  eine  Tangentialebene  gelegt  werden. 

Der  Cylinder  sei  (in  freier  Parallelprojection)  durch  seine  Leit- 
curve l  (Taf.  V,  Fig.  49)  in  der  Ebene  L^L^  und  durch  die  Gerade 
BVj  als  Sichtung  der  Gylindererzeugenden,  dargestellt. 

Der  gegebene  Punkt  außerhalb  der  Fläche  P  ist  auf  dem 
Träger  d(p  gelegen. 

Nachdem  die  zu  bestimmende  Berührungsebene  durch  P  gehen 
soll  und  als  solche  eine  Cylindererzeugende  enthalten  muss,  wird  die- 
selbe auch  zu  der  Geraden  BV  parallel  sein  müssen,  oder  was  das- 
selbe ist,  die  Berührungsebene  wird  diejenige  Gerade  B'V'  oder  l' 
enthalten,  welche  durch  P  parallel  zu  B  V  gezogen  werden  kann. 

Denken  wir  uns  den  Durchstoßpunkt  J  dieser  Geraden  l^  mit 
der  Ebene  LbLp  aufgesucht  und   durch  denselben  an  die  Leitcurve  { 
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die  möglichen  Tangenten  ^i,  ^2,  ^3« . . .  gezogen;  legen  wir  ferner  durch 
eine  dieser  Tangenten,  etwa  durch  die  Tangente  t^  oder  dv  und  durch 
die  Oerade  D'V  eine  Ebene ^^JB^a,  so  stellt  diese  bereits  eine  der 
gesuchten  Berührebenen  dar.  Denn  die  Ebene  B\B^b  enthält 
einerseits  die  zur  Cylindererzeugenden  l  parallele  Gerade  D'V*y  folg- 
lich auch  die  durch  den  Berührungspunkt  a  der  Tangente  ^3  gehende 
Gylinderer  zeugen  de  D,  F,  und  berührt  andererseits  die  Curve  l  in  a, 
da  dieselbe  die  Tangente  ^3  enthält. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Ebene  jB^  B\  die  Cylinderfläche  im 
Punkte  a,  also  auch  in  allen  anderen  Punkten  der  durch  a  gehenden 
Erzeugenden  D,  F^  berühren  werde. 

Ebenso  sind  die  Ebenen,  welche  durch  D^V^  und  beziehungs- 
weise durch  die  Tangenten  t^  und  t^  geführt  werden,  Berührungs- 
ebenen des  CylinderS;   welche  durch  den   gegebenen  Punkt  P  gehen. 

Soll  durch  einen  außerhalb  gelegenen  Punkt  P  an  einen  Kegel 
eine  Berührungsebene  gelegt  werden,  so  tritt  an  die  Stelle  der 
Geraden  D'V\  welche  im  vorhergehenden  Falle  durch  P  parallel  zu 
den  Cylindererzeugenden  gezogen  wurde,  jene  Gerade  D'V\  welche  den 
Punkt  P  mit  dem  Scheitel  des  Kegels  verbindet.  In  allem 
übrigen  bleibt  die  Construction  gegenüber  der  eben  bezüglich  der 
Cylinderfläche  durchgeführten  ungeändert,  indem  sich  auch  hier  die 
gesuchten  Berührungsebenen  als  jene  ergeben  werden ;  welche  durch 
die  Gerade  D'V  und  durch  die  jeweiligen  Tangenten  gehen,  welche 
von  dem  Schnittpunkte  J  der  Geraden  D^V^  mit  LtL^  an  die  Leit- 
curve  l  gezogen  werden  können. 

§.  448. 

58.  Aufgabe,  An  einen  Kegel  sind  parallel  zu  einer  gegebenen 
Geraden  die  möglichen  Berühmngsebenen  zu  legen. 

Der  Kegel  sei  durch  seine  Leitcurve  l  (Taf.  V,  Fig.  50)  in  der 
Ebene  L^Lf,  und  durch  den  Scheitel  S  auf  dem  Träger  d(p  (in  Cen- 
tralprojection)  gegeben.  F  sei  der  Fluchtpunkt  derjenigen  Geraden, 
zu  welcher  die  Berührebenen  parallel  sein  sollen. 

Da  jede  Berührungsebene  eines  Kegels  durch  den  Scheitel  des- 
selben gehen  muss,  so  wird  im  vorliegenden  Falle  eine  jede  der  Tan- 
gentialebenen, welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen  soll,  durch 
jene  Gerade  gehen,  welche  durch  den  Kegelscheitel  S  parallel  zu  F 
gezogen  wird,  also  durch  die  Gerade  VSD. 

Die  vorliegende  Aufgabe  ist  hiermit  auf  jene  ndurch  eine  Oerade, 
welche  den  Scheitel  de$  Kegels  enthält,  eine  Berührebene  an  den 
letzteren  zu  legen",  zurückgeführt. 
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Ermitteln  wir  za  diesem  Zwecke  den  Durchstoßpunkt  A  von 
YD  mit  der  Ebene  L^L^  und  ziehen  yon  demselben  aus  die  mög- 
lichen Tangenten  fp  i^....  an  die  Leitcurve  l. 

Legen  wir  durch  irgend  eine  dieser  Tangenten,  allenfalls  durch 
^j(ät7)  und  durch  DF  eine  Ebene  JB^JSS,  so  muss  diese,  da  sie  eine 
Tangente  t^  des  Kegels  und  den  Scheitel  S  enthält  (nach  Satz  463) 
nothwendig  eine  Tangentialebene  des  Kegels  sein.  Andererseits  ent- 
hält die  besagte  Ebene  auch  den  Punkt  /l^  also  die  Gerade  DV  und 
ist  somit  zu  der  gegebenen  Bichtung  V  parallel. 

Ist  anstatt  des  Kegels  eine  Cylinderfläche  unter  den  vor- 
stehenden Verhältnissen  gegeben,  so  muss  die  Berührungsebene,  welche 
parallel  zu  einer  Geraden  g  zu  führen  ist,  auch  parallel  zu  einer 
Ebene  £  sein,  die  durch  g  parallel  zu  den  Cylindererzeugenden  b 
gelegt  werden  kann.  Bestimmt  man  den  Schnitt  der  Ebene  E  mit 
der  Ebene  LiL^  der  Leitcurve  l  und  zieht  man  sodann  parallel  zu 
der  erhaltenen  Schnittgeraden  Tangenten  an  die  Leitcurve,  so  sind  die 
gesuchten  Berührungsebenen  diejenigen,  welche  durch  die  besägten 
Tangenten  parallel  zu  der  Ebene  B  gelegt  werden. 

§.449. 

5d.  Aufgabe,  An  einen  Cylinder  ist  eine  Berährungsebene  zu 
legen,  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Winkel 
einscMieM. 

Der  Cylinder  sei  durch  die  Leitcurve  l  (Taf.  V,  Fig.  51)  in  der 
Bildebene  und  durch  den  Fluchtpunkt  Y  seiner  Erzeugenden  gegeben. 
9  sei  der  Fluchtpunkt  derjenigen  Geraden,  mit  welcher  die  Berührungs- 
ebenen den  Winkel  a  einschließen  sollen. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  durch  diese  Bedingungen  die  ,, Stellung" 
der  Tangentialebene,  welche  der  gegebenen  Aufgabe  entspricht,  voll- 
kommen bestimmt  ist. 

Besagte  Tangentialebene  wird  nämlich  parallel  sein  zu  einer 
Ebene,  welche  ihrerseits  wieder  zu  der  gegebenen  Richtung  Y  der 
Cylindererzeugenden  parallel  ist  und  mit  der  Bichtung  tp  den  gegebenen 
Winkel  a  einschließt. 

Es  wird  sich  also  darum  handeln,  die  Fluchttrace  dieser  Ebene 
zu  ermitteln,  d.  h.  die  Schnittlinie  der  Bildebene  mit  einer  Ebene 
festzustellen^  welche  durch  das  Projectionscentrum  G  (im  Baume)  geht, 
die  Gerade  GY  enthält  und  mit  der  Geraden  C^  den  Winkel  a 
einschließt. 

Führen  wir  zu  diesem  Behufs  auf  die  Gerade  Gtf  durch  den 
Punkt  9   eine   senkrechte  Ebene.    Die  Fluchttrace  Bj,   dieser  Ebene 
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ergibt  sich  auf  bekannte  Weise ;  die  Bildflächtrace  Sb  ist  die  Senk- 
rechte z\i  Afp  im  Punkte  tp. 

Alle  Ebenen,  welche  durch  (7  gehen  und  mit  der  Geraden  C<p 
den  Winkel  a  einschließen,  hüllen  einen  geraden  Ereiskegel  ein, 
dessen  Achse  C9,  dessen  Scheitel  C  und  dessen  Leitlinie  K  auf  der 
Ebene  S  bekanntlich  ein  Ej-eis  mit  dem  Mittelpunkte  9  ist,  welcher 
zum  Badius  die  Kathete  q)r  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  g>rC  hat, 
dessen  zweite  Kathete  die  wahre  Länge  G^  9  des  Fluchtstrahles  C<p^ 
und  der  ihr  gegenüberliegende  Winkel    Girg)  =  -4-  a  ist. 

unter  den  verschiedenen  Berührungsebenen  dieses  Kegels  haben 
wir  nun  diejenigen  zu  bestimmen,  die  gleichzeitig  durch  die  Gerade 
CV  gehen,  diejenigen  also,  welche  die  Ebene  S^Sv  in  Geraden  schnei- 
den ,  die  einerseits  den  eben  genannten  Leitkreis  K  berühren  und  an- 
dererseits durch  den  Durchstoßpunkt  der  Ebene  S  mit  der  Geraden 
C  V  gehen. 

Man  wird  also  den  Durchstoßpunkt  von  S  mit  CF  zu  bestimmen 
und  von  demselben  Tangenten  an  den  Leitkreis  zu  ziehen  haben. 

BeiDcksichtigt  man  aber,  dass  CV  eine  centralprojicierende  Ge- 
rade ist,  so  folgt,  dass  V  bereits  die  Centralprojection  ihres  Durch- 
stoßpuoktes  mit  ShS^  vorstellt.  Legen  wir  daher  den  Punkt  F  um 
Sb  nach  V^  um,  und  vollführen  wir  das  Gleiche  bezüglich  des  Leit- 
kreises, so  ergibt  sich  derselbe  in  K^. 

Ziehen  wir  von  F^  an  K^  eine  Tangente  ^'0,  welche  Sb  in 
d  schneidet,  so  erhält  man  deren  Centralprojection  in  dV.  Gleich- 
zeitig ist  aber  dV  als  Trace  der  durch  die  Tangente  t'^  gehenden 
centralprojicierenden  Ebene  die  Fluchttrace  derjenigen  Ebene,  welche 
durch  CV  geht  und  mit  9C  den  Winkel  a  einschließt^  oder  mit  an- 
deren Worten:  die  Gerade  8V  stellt  die  Fluchttrace  der  gesuchten 
Cjlinderberührebene  dar. 

Da  nun  die  Leitlinie  l  des  Cylinders  in  der  Bildebene  liegt,  so 
werden  wir  bloß  parallel  zu  J?«  {ßV)  die  Tangenten  B\  und  B\  an 
l  zu  ziehen  haben,  um  durch  diese  Geraden  die  Bildflächtracen  zweier 
der  Aufgabe  entsprechenden  Berührebenen  dargestellt  zu  erhalten. 
Eine  anderweitige,  der  gestellten  Aufgabe  genügende  Berührungs- 
ebene ergibt  sich  durch  die  zweite  von  F^  an  K^  gezogene  Tangente. 

§.  450. 

60.  Aufgäbe.  An  einen  Kegel  ist  eine  Berührungsebene  zu 
legen,  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Winkel 
einschließt. 

Nachdem  wir  an  anderer  Stelle  auf  die  eben  gestellte  Aufgabe 
zurückkommen  werden,  wollen  wir  dieselbe  hier  nicht  erst  constructiv 
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(graphisch)  durchführen,  sondern  uns  diesfalls  einstweilen  damit  be- 
gnügen, das  allgemeine  Princip  der  Lösung  zu  erörtern. 

Soll  die  gesuchte  Tangentialebene  des  Kegels  (S,  l)  mit  einer 
Geraden  g  einen  gegebenen  Winkel  a  einschließen,  so  wird  dieselbe 
4en  nämlichen  Winkel  auch  mit  jeder  anderen  zu  g  parallelen  Geraden 
bilden. 

Ziehen  wir  daher  durch  den  Eegelscheitel  8  eine  Gerade  g'  pa- 
rallel zu  der  gegebenen  Geraden  g^  und  betrachten  wir  den  Punkt  S 
als  Scheitel  eines  zweiten  (Rotations-)  Kegels,  dessen  Erzeugenden 
und  Tangentialebenen  mit  g*  sämmtlich  den  Winkel  a  einschließen, 
so  wird  die  verlangte  Ebene  auch  diesen  Kegel  berühren  müssen. 

Schneidet  man  demnach  die  beiden  Kegel  durch  eine  und  die- 
selbe Ebene  und  zieht  an  die  so  erhaltenen  Schnittfiguren  gemein- 
schaftliche Tangenten,  so  bestimmt  eine  jede  von  diesen  letzteren 
(nach  Satz  463)  mit  dem  Kegelscheitel  8  eine  Ebene,  welche  beide 
Kegel  zugleich  berührt,  d.  h.  mit  anderen  Worten*,  eine  Tangential- 
ebene des  Kegels  {8,  l) ,  welche  mit  der  Geraden  g^ ,  also  auch  mit 
der  Geraden  g  den  Winkel  a  einschließt. 

Was  die  Construction  dieser  Aufgabe  anbelangt,  so  hat  man  die 
Schnitte  der  beiden  Kegel  mittelst  einer  Hilfsebene  zu  verzeichnen; 
wollte  man  hingegen  die  kreisförmige  Basis  des  einen  Kegels  direct 
'benützen,  so  müsste  man  die  schneidende  Ebene  sammt  dem  Kreise 
und  dem  Schnitte  mit  dem  anderen  Kegel  in  die  Bildebene  umlegen, 
also  von  einem  Verfahren  Gebrauch  machen,  auf  das  wir  in  der  Folge 
zurückkommen  werden. 

§.  451.* 

6  t.  Aufgäbe.  Es  ist  die  Tangente  an  die  Durchschnittscurve 
zweier  Kegel  direct  zu  oonstruieren,  ohne  die  erstere  zu  verzeichnen. 

Die  Leitlinie  (Z,,2't)  C^'&f*  ^>  ^^-  ^2)  ^^  ^^^^^  Kegels,  welche 
sowie  in  den  vorausgeschickten  und  nachfolgenden  Betrachtungen 
durch  irgeud  eine  willkürliche  Curve  vertreten  sei,  liege  in  der  Grund- 
ebene, der  Scheitel  der  Kegelfläche  sei  durch  seine  orthogonalen  Pro- 
jectionen  (S',,  S\)  gegeben. 

Die  Leitlinie  ({,,  V^)  des  zweiten  Kegels  liege  in  einer  grund- 
flächprojicierenden  Ebene  e^eht  und  dessen  Scheitel  sei  durch  (S^,  8'^) 
bestimmt. 

Zunächst  werde  irgend  ein  Punkt  des  gegenseitigen  Schnittes 
beider  Kegel  ermittelt.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  die  Schnittpunkte 
{^^,  J\)  und  (^2,  J'^)  der  Geraden  (Ä,  Ä^,  8\8'^)  mit  den  Ebenen  der 
Leitlinien,  d.  i.  der  Grundebene  und  der  Ebene  etCh  festgestellt. 
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Die  beliebig  gezogene  Gerade  ^\  a*  repräsentiert  die  Horizontal- 
trace  irgend  einer  Ebene,  welche  durch  die  Verbind angsgerade  S^S^ 
der  beiden  Kegelscheitel  8^^  und  S^  geht,  und  beide  Eegel  gleichzeitig 
nach  Erzeugenden  schneidet. 

Der  Schnitt  dieser  Hilfsebene  mit  der  Ebene  e^eA  ergibt  sich  in 
{aA^y  a*  A'^.  Besagte  Ebene  schneidet  ferner  den  einen  Kegel  in 
einer  (oder  mehreren)  Erzeugenden  (iSi«, ,  Ä'^a',),  und  den  zweiten 
Eegel  in  einer  (oder  mehreren)  Erzeugenden  {S^a^,  8*^a*^^  so  dass 
wir  im  Schnitte  dieser  Erzeugenden  einen  Funkt  \P^V*)  der  Schnitt- 
curve  beider  Kegel  erhalten. 

In  diesem  Punkte  (P,P')  (Taf.  V,  Fig.  52)  soll  die  Tangente 
der  Schnittcurve  durch  direote  Construction  bestimmt  und 
verzeichnet  werden. 

Nachdem,  wie  wir  bereits  wissen,  alle  Tangenten  einer  Fläche 
in  einem  ihrer  Punkte,  in  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Berüh- 
rungsebene liegen,  und  nachdem  andererseits  bekannt  ist,  dass  die 
zu  suchende  Tangente  beide  Kegel  im  Punkte  (P,  P')  berühren  muss, 
indem  die  Schnittcurve  beiden  Kegeln  gleichzeitig  angehört,  so  folgt, 
dass  sich  die  besagte  Tangente  als  die  Schnittgerade  der  Tan- 
gentialebenen beider  Kegel  im  Punkte  (P,  P')  ergeben  wird. 

Die  horizontale  Trace  der  Tangentialebene  des  Kegels  {ß^^  l^  ist 
bereits  die  Tangente  T\  der  Curve  l\  in  dem  Punkte  a\  der  Erzeu- 
genden (P;Sj,  P'aS'j). 

Die  horizontale  Traoe  T^u  der  Tangentialebene  des  zweiten 
Kegels  (/Sg,  l^  erhalten  wir  auf  folgende  Weise.  Dieselbe  geht  offenbar 
durch  den  horizontalen  Durchatoßpunkt  %*  der  Tangente  (r^,  r',)  von 
(Jj,  i'j)  im  Punkte  {fl^^a*^  der  Erzeugenden  (S^P^S^P").  Ziehen  wir 
ferner  durch  P  eine  Parallele  i]  zur  Grundlinie,  und  betrachten  wir 
dieselbe  als  Verticalprojection  einer  Geraden,  welche  die  Gerade  (r,,  r'j) 
in  (w,  m')  schneidet,  so  ergibt  sich  deren  Horizontalprojection  iaP'm*, 
Da  aber  die  Gerade  (i^^  17')  gleichzeitig  in  der  durch  P  und  t^  bestimmten 
Tangentialebene  liegt,  so  ist  die  Horizontaltrace  T^h  der  letzteren  jene 
Gerade,  welche  parallel  zu  P'm*  durch  h'  gezogen  werden  kann.  Der 
Schnittpunkt  (jST,  H')  der  beiden  Horizontaltraoeu  T\  und  T'a  ist  somit 
ein  Punkt  der  Schnittgeraden  beider  Tangentialebenen.  Ein  zweiter 
Punkt  ist  (P,  P)  selbst,  daher  (PH,  FB)  die  verlangte  Tan- 
gente (t,  ^0  im  Punkte  (P,  P)  darstellt. 

§.  452. 

62.  Aufgabe.  Es  ist  die  wahre  &r6£e  und.  Gestalt  eines  ebenen 
Cylinderschnittes  zu  ermitteln. 
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Die  unmittelbar  in  der  Bildebene  liegende  Leitcurve  des  Oylin- 
ders  sei  l  (Taf.  V»  Fig.  53).  Die  Richtung  der  Cylindererzeugenden 
sei  durch  die  Gerade  DV,  und  die  schneidende  Ebene  durch  EhEp 
(freie  schiefe  Projection,  Projectionsdreieck  J^'ö)  gegeben. 

Denken  wir  uns  zunächst  in  der  Fluchttrace  E^  irgend  einen 
beliebigen  Punkt  t;  angenommen,  und  durch  denselben  eine  Parallele 
dv  zur  Richtung  DV  der  Cylindererzeugenden  gezogen,  sowie  femer 
den  Fluchtpunkt  v,  auf  bereits  bekannte  Weise,  um  Et  nach  i;^  um- 
gelegt. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  dv  irgend  eine  Ebene  e  gelegt, 
so  wird  deren  Bildflächtrace  e^  eine  beliebige  durch  d  gehende  Ge- 
rade da  sein,  welche  Eb  in  a  trifft.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  e  mit 
der  Ebene  EbE^  ist  sonach  av,  während  der  um  Ej,  umgelegte 
Schnitt  in  at?^  dargestellt  erscheint. 

Die  Ebene  (dv,  a)  schneidet  selbstverständlich  den  Cylinder 
nach  Erzeugendem  Man  wird  beispielsweise  eine  solche  Erzeugende 
unmittelbar  als  jene  Gerade  dargestellt  erhalten,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  a  der  Trace  da  mit  l  parallel  zu  DF  gezogen  wird* 
Diese  Erzeugende  trifft  die  Gerade  av  in  einem  Punkte  a^,  welch 
letzterer  nichts  anderes  als  den  Schnittpunkt  der  Erzeugenden  aa^ 
mit  der  Ebene  EtEp  repräsentiert.  Um  besagten  Punkt  a^  um  Et 
umzulegen,  genügt  es,  denselben  durch  eine  Parallele  zu  Wq  nach 
%  auf  die  Gerade  av^  zu  projicieren. 

Betrachtet  man  die  Dreiecke  aa^%  und  dvv^  näher,  so  stellt 
sich  heraus,  dass  deren  Ecken  auf  drei  durch  a  gehenden  Geraden 
liegen,  und  dass  die  Seitenpaare  aa^  und  dv,  a^a^  und  vv^  parallel 
sind;  es  muss  daher  dasselbe  auch  vom  dritten  Seitenpaare  gelten, 
es  wird  also  auch  aa^  parallel  zu  dv^  sein. 

Weil  aber  die  Trace  ad  ganz  beliebig  gewählt  wurde  und  das- 
selbe auch  bezüglich  des  Punktes  a  behauptet  werden  kann,  so  folgt, 
dass  die  sämmtlichen  Verbindungsgeraden  der  umgelegten  Schnittpunkte 
mit  den  ihnen  entsprechenden  Basispunkten  von  l  parallel  zu  v^d 
seien,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  in  der  Bildebene  liegende 
Leitcurve  l  des  Cylinders  und  die  „Umlegung"  der  ebenen 
Schnittfigur  dieses  Cylinders  affine  Figuren  sind,  wobei  die  Bild- 
flächtrace Eb  der  schneidenden  Ebene  E  die  Affinitätsachse  und 
die  geraden  Verbindungslinien  der  umgelegten  Schnittpunkte  einzelner 
Erzeugenden  mit  den  ihnen  entsprechenden  Punkten  der  Leit- 
curve die  Affinitätsstrahlen  repräsentieren. 

Peschka,  Darstellende  u.  projectiye  Geometrie.  II.  qq 
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§.  453. 

63.  Aufgabe,  Es  ist  die  wahre  Größe  und  Gestalt  eines  ebenen 
Eegelsclmittes  zu  bestimmen. 

Sowie  im  vorliergehenden  Falle  wollen  wir  auch  hier  voraus- 
setzen, dass  die  Leitcurve  l  (Taf.  V,  Fig.  54)  des  Kegels  in  der  Bild- 
ebene liege,  während  der  Scheitel  S  desselben  auf  einem  Träger  dq> 
gegeben  sein  mag.    Die  schneidende  Ebene  sei  EbE^. 

Denken  wir  uns  zunächst  durch  den  Kegelscheitel  S  irgend  eine 
Gerade  gezogen  und  wählen  wir  als  solche^  der  Einfachheit  wegen, 
direct  den  Träger  dtp  selbst;  ferner  ermitteln  wir  dessen  Durch- 
schnittspunkt d,  mit  der  Ebene  EhE^  und  legen  denselben  um  E], 
in  die  Bildebene  nach  d^  um. 

Bestimmen  wir  weiters  den  Schnittpunkt  irgend  einer  Kegel- 
erzeugenden aS  mit  der  Ebene  E^Ev.  Letzteres  kann  auf  nachstehende 
Weise  vollführt  werden.  Die  Bildfiächtrace  der  durch  den  Träger  äq> 
und  durch  die  Kegelerzeugende  Sa  gelegten  Ebene  wird  durch  die 
Gerade  da  dargestellt.  Der  Schnitt  der  Ebene  Sda  mit  der  Ebene 
El  Et  ist  ebenfalls  durch  zwei  Punkte  bestimmt;  einer  derselben  ist 
offenbar  der  Durchstoßpunkt  d^  von  dSq)  mit  EhE^,  der  andere  da- 
gegen ist  der  Schnittpunkt  a  der  Tracen  Et  und  da  oder  e«.  Der 
Punkt  ap  in  welchem  die  Erzeugende  Sa  die  Schnittgerade  d^a  trifft, 
wird  sonach  den  Schnittpunkt  der  besagten  Erzeugenden  Sa  mit  der 
Ebene  EöEv  bestimmen. 

um  den  Punkt  a,  umzulegen,  haben  wir  bloß  zu  berücksichtigen , 
dass  a^  auf  der  Geraden  d,a  liegt,  und  dass  diese  Gerade  nach  der 
TJmlegung  durch  ad^  dargestellt  werde.  Im  Schnitte  a^  von  ad^^  mit 
Cf^a^  erhalten  wir  mithin  den  umgelegten  Punkt  a^.  In  voller  Über- 
einstimmung mit  dem  hier  gewählten  Torgange  kann  nunmehr  jeder 
andere  Punkt  des  ebenen  Schnittes  umgelegt  werden. 

Die  soeben  durchgeführte  Construction  kann  jedoch  durch  eine 
besondere  Eigenschaft,  deren  sogleich  Erwähnung  geschehen  soll,  ver- 
einfacht werden.  Wir  gelangen  zu  derselben  durch  nachstehende 
Betrachtung. 

Die  Dreiecke  00^8^  und  aa^a^  sind  derart  beschaffen,  dass  die 
Verbindungsgeraden  da,  d^ai  und  d^a^  ihrer  Ecken  durch  einen  und 
denselben  Punkt  a  gehen. 

Die  natürliche  Folge  hievon  ist,  dass  die  genannten  Dreiecke 
coUinear  sind  und  dass  sich  die  Seitenpaare  dd,,  aa^;  d^d^,  a^a^; 
und  dgd,  a^a  in  drei  Punkten  schneiden  müssen,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen.    Diese  Gerade  ist,  da  sich  tfd^  und  aa^  in  S;   d^d^ 
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und  a^%  dafs^egen  in  C^  schneiden  ^  offenbar  C^S.  Es  muss  sonach 
durch  den  Schnittpunkt  0  Yon  C^S  mit  Sd^  auch  die  Yerbindungs- 
gerade  a%  gehen. 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  der  Punkt  0  fest  und 
unabhängig  vom  Paukte  a  ist,  dass  also  die  Yerbindungsgerade 
irgend  eines  Punktes  der  Leitcurve  l  mit  dem  umgelegten  Schnitt- 
punkte der  ihm  entsprechenden  Erzeugenden  und  der  Ebene  EtE^ 
stets  durch  den  nämlichen  festen  Punkt  0  gehe. 

Ferner  schneiden  sieh  Geraden,  welche  entsprechende  Punkte  a 
und  a^  mit  entsprechenden  Punkten  d  und  d^  verbinden,  in  einem 
Punkte  der  Bildflächtrace  Ei,  der  schneidenden  Ebene  E,  so  dass  wir 
sagen  können: 

468,  j^Liegt  die  Leitcurve  eines  Kegels  in  der  Sildehene,  so  ist 
dieselbe  collinear  verwandt  mit  der  Umlegung  irgend  eines  beliebigen 
Schnittes  des  Kegels.  Die  Collineationsachse  ist  die  Bildflächtrace 
der  schneidenden  Ebene;  die  Collineationsstrahlen  verbinden  die  ein- 
eelnen  Punkte  der  Leitcurve  mit  den  Umlegungen  der  Schnittpunkte 
der  ihnen  entsprechenden  Ereeugenden.^ 

§.  454. 

Die  Bichtigkeit  dieses  Satzes  kann  ebenso  leicht  auch  direct 
durch  eine  räumliche  Betrachtung  nachgewiesen  werden. 

Gleichzeitig  wird  es  hierbei  möglich  sein,  sich  neuerlich  die 
Überzeugung  zu  verschaffen,  dass  die  Wahl  der  Projectionsart 
keinen  Einfluss  auf  die  CoUinearität  der  beiden  Figuren  übt.  Ebenso 
werden  wir  ^uch  zu  zeigen  vermögen,  welche  Bedeutung  dem  Punkte 
0  eigentlidi  beizulegen  ist  und  wie  derselbe  direct  ermittelt  werden 
kann. 

Die  Leitcurve  l  eines  Kegels  auf  der  Bildebene  kann  jederzeit 
als  die  Gentralprojeotion  einer  beliebigen  Gurve  auf  der  Kegel- 
Oberfläche  betrachtet  werden,  wenn  man  das  Projectionscentrum 
mit  dem  Kegelscheitel  S  zusammenfallen  lässt. 

Die  Leitcurve  l  wird  mithin  auch  für  das  Projectionscentrum  8 
die  Projection  der  Schnittlinie  des  Kegels  mit  der  Ebene  E  dar- 
stellen. 

Legt  man  daher  diese  Schnittlinie  in  die  Bildebene  um  Et  um, 
so  muss  dieselbe,  wie  wir  bereits  wissen,  in  der  umgelegten  Lage  mit 
der  Projection  l  collinear  sein. 

Das  GoUineationscentrum  0  ist  sodann  der  um  jene  Gerade  E^^ 
welche  sich  als  Traoe  der  durch  S  zur  Ebene  E  [parallel  gelegten 
Ebene  ergibt,  umgelegte  Scheitel  S. 

80* 
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Diese  Eigenschaft  ist  offenbar  von  der  Projectionsmethode,  welche 
snr  Darstellung  gewählt  wird,  Yollkommen  unabhängig. 

Für  eine  Gylinderfläche  dagegen  haben  wir  (in  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  62)  gefunden^  dass  die  Leitlinie  und  der  umgelegte 
ebene  Schnitt  affine  Gurren  sind. 

Auf  Grund  der  entwickelten  Gollinearität  können  wir  nunmehr 
auch  folgende  Aufgabe  lösen. 

§.  455. 

64.  Aufgabe.  An  einen  Kegel  ist  eine  Beruhrungsebene  zu  legen, 
welche  mit  dner  gegebenen  Geraden  einen  gegebenen  Winkel  ein- 
schließt 

Die  in  der  Bildebene  liegende  Leitcurve  des  Kegels  sei  2.  (In 
der  Figur  als  dermalen  bereits  überflQssig  weggelassen.) 

Der  Scheitel  S  (Taf.  V,  Fig.  55)  des  Kegels  sei  durch  einen 
Tr&ger  df  gegeben,  den  wir  gleich  von  vornherein  so  annehmen  wollen, 
dass  er  zu  der  gegebenen  Geraden  parallel  läuft,  dass  also  die  ver- 
langte BerQhrungsebene  auch  mit  diesem  Träger  df  den  bestinmiten 
Winkel  a  einschließen  muss.  Die  Durchfahrung  hat  in  freier  ortho- 
gonaler Projection  zu  geschehen;  die  Distanz  sei  ff^\ 

Die  Ebenen,  welche  durch  den  Scheitel  8  gehen  und  mit  der 
Geraden  df  den  Winkel  a  einschließen,  hüllen  einen  Kreiskegel  ein, 
dessen  Achse,  der  Voraussetzung  entsprechend,  df  ist,  dessen  Scheitel 
durch  S  dargestellt  wird  und  dessen  Leitcurve  auf  einer  z\x  df  senk- 
rechten Ebene  (wir  nehmen  diesfalls  die  durch  den  Fluchtpunkt  f 
gehende  zu  ä/*  senkrechte  Ebene  SiSy  au)  ein  Kreis  mit  dem  Mittel- 
punkt f  ist.  Der  Radius  des  besagten  Kreises  wird  durch  die  Kathete 
fjr  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  dargestellt,  in  welchem  die  zweite 
Kathete  S^'f^'  der  wahren  Größe  von  8f  und  der  ihr  gegenüber 
liegende  Winkel  gleich  a  ist. 

Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieses  Kreises  und  der  Schnitt- 
curve  des  Kegels  {8^  l)  mit  der  Ebene  8h  8/  sind  Geraden,  welche  den 
gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  beider  Kegel  angehören,  also 
jenen  Ebenen  entsprechen,  welche  der  gestellten  Aufgabe  Genüge 
leisten. 

Um  die  vorerwähnten  gemeinschaftlichen  Tangenten  zeichnen  zu 
können,  legen  wir  sowohl  den  Kreis,  als  auch  die  Schnittcurve  l,  des 
Kegels  um  8b  in  die  Bildebene  um. 

Der  Kreis  gelangt  hierbei  nach  K^;  die  Schnittcurve  wird  auf 
Grund  der  in  der  vorhergehenden  Aufgable  entwickelten  Methode  nach 
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l^'  umgelegt.  Dieselbe  ist  selbstverständlich  coUinear  zur  Leitcurve  I; 
Ä  repräsentiert  die  Collineationsachse» 

Das  CoUineationscentrum  erhalten  wir  nach  dem  Vorhergegan- 
genen unmittelbar,  wenn  wir  durch  den  Kegelschnitt  S  eine  zur  Ebene 
8k  8/  parallele  Ebene  f&hren  (ihre  Trace  ist  Sv)  und  den  Eegelscheitel 
S  um  die  Trace  S^  derselben  in  dem  nämlichen  Drehungssinne  in  die 
Bildebene  umlegen,  in  welchem  die  Ebene  8b  8/  umgelegt  wurde.  Der 
umgelegte  Scheitel  8^  ist  sodann  das  CoUineationscentrum. 

Nachdem  d  und  f^  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  coUi- 
nearen  Systeme  sind,  so  wird  man  zu  einem  Punkte  a  von  l»  den 
oollinearen  Punkt  a^  erhalten,  wenn  man  vorerst  die  Gerade  ad  er, 
hierauf  die  ihr  entsprechende  Gerade  f^a  zieht  und  auf  der  letzteren 
den  Punkt  a^  vermittelst   des  Gollineationsstrahles  S^aa^  bestimmt. 

Auf  gleiche  Weise  werden  auch  alle  anderen  Punkte  der  um- 
gelegten Schnittcurve  l^  erhalten. 

Zieht  man  nun  an  K^  und  l^*  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
t^f  deren  orthogonale  Projeotion  sich  nach  der  Zurfickffihrung  in  die 
Ebene  SbS/  in  dY/  ergibt,  so  stellt  die  durch  8  und  dlY/  gehende 
Ebene  BbJS/  eine  der  gesuchten  Ebenen  dar. 

Selbstverständlich  hätte  man  auch  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten an  {  und  an  den  Schnitt  des  Ereiskegels  mit  der  Bildebene 
f&hren  können,  um  so  direct  die  Bilflächtracen  der  gesuchten  Ebenen 
zu  erhalten. 

§.  456. 

Unendlich  ferne  Punkte  und  Asymptoten  der  ebenen  Schnitte  eines 
Kegels,  sowie  der  Schnittcurve  zweier  Kegel. 

Wenn  eine  oder  mehrere  Erzeugenden  eines  Kegels  zu  einer 
Ebene  parallel  sind,  so  wird  der  Schnitt  des  Kegels  mit  dieser  Ebene, 
da  derselbe  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  aller  Erzeugenden 
ist,  ebenso  viele  unendlich  ferne  Punkte  besitzen,  als  zur  Ebene 
parallele  Erzeugende  vorhanden  sind. 

Um  diese  Erzeugenden  und  mit  denselben  die  unendlich  fernen 
Punkte  des  ebenen  Schnittes  zu  ermitteln,  genügt  es,  durch  den  Scheitel 
des  Kegels  parallel  zu  der  schneidenden  Ebene  E  eine  Ebene  E*  zu 
legen. 

Diese  Ebene  E'  trifft  den  Kegel  in  denjenigen  Erzeugenden, 
welche  zu  der  schneidenden  Ebene  E  parallel  sind,  deren  unendlich 
ferne  Punkte  also  der  Schnittcurve  angehören. 
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Die  „Asymptoten"  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Tangenten 
derselben  in  den  unendlich  fernen  Punkten,  werden  sodann  einfach  anf 
folgende  Weise  bestimmt  werden  können. 

Ist  e  eine  Erzeugende  des  Eegels,  welohe  zur  sehneidenden  Ebene 
parallel  ist,  so  wird  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs  dieser  Er-* 
sengenden  bekanntlich  die  Tangenten  aller  Curven  auf  der  Eegel- 
fläche  in  jenen  Punkten  enthalten,  in  welchen  dieselben  die  Erzeugen- 
den e  treffen,  unter  diesen  Tangenten  wird  sich  also  offenbar  auoh 
die  Tangente  der  Schnittcurve  in  dem  unendlich  fernen  Punkte 
YOn  e  befinden. 

Nachdem  diese  Tangente  aber  auch  in  der  schneidenden  Ebene  E 
liegen  muss,  wird  dieselbe  durch  die  Schniti^erade  von  E  mit  der 
Tangentialebene  längs  der  Erzeugenden  e  dargestellt  erscheinen. 

Es  ist  klar,  dass  diese  Tangente  —  „Asymptote"  —  indem 
die  schneidende  Ebene  und  die  genannte  Tangentialebene  im  allge- 
meinen nicht  parallel  sein  werden,   in   endlicher  Entfernung  liegt. 

Man  nennt  in  diesem  Falle  die  Asymptote  eine  „hyperbo- 
lische Asymptote"  und  die  beiden  Curvenäste,  welche  nach  deren 
unendlich  fernen  Berührungspunkt  gehen,  „hyperbolische  Curven- 
äste". 

Diese  letztere  Bezeichnung  rührt  daher,  weil  bekanntlich  an  einer 
Hyperbel  derartige  Verhältnisse,  wie  die  eben  angefahrten,  auftreten. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  dass  die  durch  den  Scheitel  des  Kegels 
parallel  zur  schneidenden  Ebene  E  gelegte  Ebene  E'  den  Kegel  in 
einer  Anzahl  von  Erzeugenden  schneide,  von  welchen  zwei  derselben 
unendlich  nahe  aneinander  liegen,  oder  mit  anderen  Worten,  in  die- 
selbe Gerade  e  zusammenfallen,  dass  also  die  Ebene  E'  den  Kegel  längs 
der  Erzeugenden  e  berühre. 

Das  Eintreten  dieses  ümstandes  hat  zur  Folge,  dass  die  Asymp- 
tote der  Schnittcurve  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugen- 
den e,  da  sich  dieselbe  als  Schnitt  der  Ebene  E  und  der  zu  ihr  pa- 
rallelen Tangentialebene  E*  ergibt,  selbst  in  unendliche  Ferne  fällt. 

Eine  derartige  Asymptote  einer  Curve  pflegt  man  eine  „para- 
bolische Asymptote"  und  den  ihr  entsprechenden  unendlichen 
Curvenast  einen  „parabolischen  Gurvenast"  (infolge  seines  Vor- 
kommens an  der  Parabel)  zu  nennen. 

In  ähnlicher  Weise  werden  auch  an  der  Schnittfigur  zweier 
Kegel  unendlich  ferne  Punkte  vorkommen  und  wird  dieser  Fall  dann 
eintreten,  wenn  Erzeugenden  der  beiden  Kegel  zu  einander  parallel  sind. 
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um  solche  Paare  von  parallelen  Erzeugenden  der  beiden  Kegel 
Ky  nnd  £,'  zn  ermitteln ,  denke  man  sich  den  einen  Kegel,  etwa  K^ 
so  lange  parallel  zu  sich  selbst  verschoben,  bis  sein  Scheitel  mit  dem 
Scheitel  des  Kegels  £,  zusammenfällt.  Nennen  wir  den  obbezeichneten 
Kegel  in  dieser  Lage  K^'. 

SelbstTerständlich  werden  sich  die  Kegel  K^  und  K^  nun  in 
einer  gewissen  Anzahl  von  Erzeugenden  schneiden,  welchen  parallele 
Erzeugende  des  Kegels  JE,  entsprechen,  und  welche  demgemäß  unend- 
lich ferne  Punkte  im  Schnitte  der  Kegel  Ky^  und  K^  ergeben  werden. 

Im  allgemeinen  werden  von  den  gemeinsamen  Erzeugenden  der 
Kegel  Ky^  und  K^  keine  zwei  unendlich  nahe  aneinander  fallen,  d.  h. 
die  Kegel  Ky  und  K^  werden  längs  einer  dieser  gemeinschaftlichen 
Erzeugenden  nicht  gleichzeitig  auch  eine  gemeinschaftliche 
Berührungsebene  besitzen.  Infolge  dessen  werden  den  beiden  Kegeln  K^ 
und  K^  längs  zweier  parallelen  Erzeugenden  im  allgemeinen  nicht 
auch  parallele  Berühningsebenen  zukommen,  und  wird  mithin  ihre 
Schnittgerade  —  die  Tangente  der  Schnittcurve  in  dem  betreffenden 
unendlich  fernen  Punkte  —  eine  im  Endlichen  liegende  Gerade  sein, 
d.  h.  eine 

„hyperbolische   Asymptote^ 
vorstellen. 

Insbesondere  kann  jedoch  der  Fall  eintreten,  dass  zwei  oder  gar  drei 
von  den  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  der  beiden  Kegel  £,  und  £*/ 
unendlich  nahe  aneinanderfallen,  d.  h.  in  derselben  Geraden  coincidieren. 
Dann  gibt  es  auf  den  beiden  Kegeln  K^  und  K^  zwei  oder  beziehungs- 
weise drei  Paare  unmittelbar  aufeinander  folgender  paralleler  Erzeu- 
genden, und  die  Schnittcurve  derselben  besitzt  demgemäß  zwei,  be- 
ziehungsweise drei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  in  un- 
endlicher Entfernung. 

Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  besitzt  die  Curve  in  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  der  betreffenden  Erzeugenden  eine  Tangente,  welche 
als  Verbindungslinie  zweier  unendlich  fernen  Punkte  selbst  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  und  daher  eine 

„parabolische  Asymtote^ 

der  Schnittcurve  repräsentieren  wird. 

Der  derselben  entsprechende  Curvenzweig  wird  sodann  ein  „P^^^* 
bo lischer  Ast^  der  Curve  genannt. 

Im  zweiten  Falle  ist  die  unendlich  ferne  Ebene,  da  sie  drei  un- 
mittelbar aufeinander  folgende  Punkte  der  Schnittcurve  beider  Kegel 
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entfa&lt,   eine  „Schmiegungs ebene**  der  Schnittearve,   und   wir 
können  demgemäß  den  betreffenden  Garvenast  kurzweg  als  einen 

^asymptotisch  osculierenden  Gurvenast" 
bezeichnen. 

In  besonderen  Fällen  kann  es  übrigens  auch  vorkommen ,  dass 
die  unendlich  ferne  Ebene  vier  unmittelbar  aufeinander  folgende  Punkte 
der  Schnittcurve  zweier  Eegel  (oder  überhaupt  zweier  Flächen)  ent- 
hält, also  eine  stationäre  Ebene  der  Schnittcurve  darstellt, 
oder  dass  dieselbe  endlich  auch  noch  mehr  (5,  6  ...  n)  unmittelbar 
aufeinander  folgende  Punkte  der  Garve  enthält. 

§.457. 
Nicht-projectivische  Eigenschaften  der  Kegelflftchen. 

Hieher  gehören  namentlich  solche  Eigenschaften,  welche  sich  auf 
gewisse,  nach  metrischen  Gesetzen  auf  der  Eegelfläche  verzeichnete 
Gurven  beziehen. 

Obwohl  wir  in  der  Folge  die  betreffenden  Probleme  allgemein 
für  „aufwickelbare  Flächen^  behandeln  werden,  mag  doch  schon 
an  dieser  Stelle  vorbereitend  darauf  hingewiesen  sein. 

Eiae  Eegelfläche  kann,  wie  wir  wissen,  als  eine  Pyramide  von 
unendlich  vielen,  unendlich  schmalen  ebenen  Flächstreifen  betrachtet 
werden.  Die  Eanten  dieser  Pyramide  sind  sodann  die  unendlich  vielen, 
nnendlich  nahe  aneinander  liegenden  Erzeugenden  desEegels,  während 
die  Seiten  der  Pyramide  jene  unendlich  schmalen  ebenen  Flächen- 
streifen sind,  welche  von  je  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgenden 
Eegelerzeugenden  gebildet  werden. 

Auf  Grund  dieser  Auffassung  ist  es  mit  keiner  Schwierigkeit  ver- 
bunden, die  Abwickelung  der  Eegelfläche  in  eine  Ebene  zu  vollführen, 
indem  die  Art  und  Weise  des  hierbei  zu  beobachtenden  Vorganges 
genau  dieselbe  bleibt,  wie  sie  bei  der  Netzeut Wickelung  einer 
Pyramide  erörtert  wurde. 

Nehmen  wir  also  beispielsweise  an,  es  wären  e,,  e^,  63,  e^.  .  . 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Eegelerzeugende.  Die  durch  die  bei- 
den Geraden  6}  und  e^  bestimmte  Tangentialebene  nehmen  wir  als  die 
Abwickelungsebene  d.  h.  als  diejenige  Ebene  an,  in  welche  sämmt- 
liche  Eegelerzeugenden  nach  der  Abwickelung  gelangen  sollen.  ^ 

Die  Abwickelung  wird  nun  in  der  Weise  vor  sich  gehen ,  dass 
zuerst  der  Streifen  (6,  e,)  sammt  der  durch  ihn  bestimmten  Tangential- 
ebene um  e,  so  lange  gedreht  wird,  bis  beide  in  die  Ebene  6, 63  fallen. 
Hierauf  denken  wir  uns  die  beiden  jetzt  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegenden  Flächenstreifen  (e^eg)  und  (6,63)  so  lange  um  e,  gedreht,  bis 
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sie   in  die  Ebene  des  Streifens  (63 ej    gelangen,   und   so  weiter,   bis 
endlich  sämmtliche  Flächenstreifen  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Selbstverständlich  ist,  dass  sich  die  abgewickelten  Erzeugenden 
wieder  in  einem  und  demselben  Punkte,  welcher  der  Abwickelung  des 
Kegelscheitels  S  entspricht,  treffen,  also  ein  ebenes  Strahlen- 
büschel bilden  werden. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  liege  auf  der  Eegel fläche  selbst 
irgend  eine  Gurve  C,  welche  die  Erzeugenden  e^,  6„  e^y  e^...  in 
den  aufeinander  folgenden  Punkten  a, ,  a^j  a,,  a^  . . .  schneiden  möge. 

Da  diese  Punkte  a^,  a^,  a,,  a^.  .  .  unmittelbar  aufeinander 
folgen,  so  sind  die  geraden  Verbindungslinien  ai[a^y  ^s^si  ^s^a*  •  - 
Tangenten  der  Gurve  C.  Diese  letzteren  liegen  außerdem  in  den 
Ebenen  (e^e^)^  (ßg^e^),  (63  ej 

Den  Winkel,  welchen  die  Tangente  a,  a^  der  Gurve  C  mit  der 
Erzeugenden  e^  einschließt,  nennen  wir  den  ^Neigungswinkel  der 
Gurve  C  gegen  die  Erzeugende  e,«. 

Ebenso  ist  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  a^  a^  mit  der  Er- 
zeugenden 63  einschließt,  der  Neigungswinkel  der  Gurve  C  gegen  die 
Erzeugende  e^  u.  s.  w. 

Es  ist  nun  klar,  dass  wenn  die  Gurve  C  mit  der  £egelfläche 
zugleich  abgewickelt  wird,  die  einzelnen  Gurvenelemente  a^ a,,  a^a^... 
ihre  Lage  gegen  die  Erzeugenden  e^  und  e,  .  .  .  nicht  ändern,  dass 
also  die  Neigungswinkel  der  abgewickelten  Gurve  gegen  die  abge- 
wickelten Erzeugenden  die  nämlichen  sind,  welche  sie  vor  der  Ab- 
wickelung waren. 

Fassen  wir  femer  den  Neigungswinkel  zweier  Gurven  in 
einem  ihrer  Schnittpunkte  als  den  Winkel  auf,  welchen  die  Tangenten 
derselben  in  diesem  Punkte  miteinander  einschließen ,  so  lässt  sich 
leicht  nachweisen,  dass  zwei  Gurven  auf  einer  Kegelfläche  nach  ihrer 
Abwickelung  in  den  gemeinschaftlichen  Pui^ten  die  nämlichen 
Neigungswinkel  wie  vor  der  Abwickelung  einschließen. 

Bezeichnen  wir  also,  vor  der  Abwickelung  einen  Schnittpunkt 
der  Gurven  G^  und  C,  mit  a,  deren  Tangenten  mit  f,  und  t^,  und 
die  durch  a  gehende  Kegelerzeugende  mit  e,  so  ist,  weil  e,  t^  und  t^ 
in  derselben  Ebene,  d.  i.  in  der  Tangentialebene  des  Kegels  längs  der 
Erzeugenden  e,  liegen, 

^  {t,  Q  =  2iJ  —  ^  (^„  e)  —  -^  (^„  e), 

wobei  (t^t^)  den  Neigungswinkel  der  Gurven  Cy  und  C^  gegen- 
einander, und  {t^e)  und  (t^e)  deren  Neigungswinkel  gegen  die 
Erzeugende  e  bedeuten. 
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In  der  Abwickelang  mnss  ebenfalls 

A-  {t\  V^)  =  2R  —  -^  {f,e')  —  ^  («'aO 

sein,  wenn  wir  mit  (^', <«)  ^^^  Neigungswinkel  der  abge- 
wickelten Curven  untereinander  bezeichnen,  und  (^i^O  und(^'aeO 
die  Neigungswinkel  der  abgewickelten  Curven  gegen  die  ab- 
gewickelte Erzeugende  e  vorstellen.    Nun   wurde   aber   vorher 

gezeigt,  dass 

^  (^,  eO  =  ^  {t^  e) 

und 

ist,  es  muss  daher  auch,  wie  wir  nachzuweisen  hatten, 

^  (t\  t',)  =  ^  (t,  t,) 

sein. 

Es  ist  weiterhin  einleuchtend,  dass  die  Länge  eines  durch 
zwei  Punkte  a^  und  a»  begrenzten  Cur  ve  nstüc  k  e  s 
[aidqa^  .  .  •  An-i  a»]  auf  einem  Kegel  durch  die  Abwickelung 
nicht  geändert  wird,  weil  die  einzelnen  Curvenelemente  a^a^ 
a^a^  .  .  .  .  in  der  Abwickelung  genau  dieselbe  Länge  beibehalten, 
welche  sie  in  der  ursprünglichen  Lage  am  Kegel  besaßen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass^  wenn  dieCurve  [a, . . .  a,|.i  a.] 
auf  dem  Kegel  die  kürzeste  ist,  welche  sich  zwischen  den  beiden 
Punkten  a^  und  a»  beschreiben  lässt,  auch  die  abgewickelte  Curve 
die  „kürzeste'^  in  der  Abwickelungsebene  sein  muss,  welche  sich 
zwischen  den  Abwickelungen  a\  und  a'»  der  Punkte  a,  und  a»  ziehen 
lässt,  und  folglich  keine  andere  als  die  geradlinige  Strecke  a\a'n 
sein  kann. 

Jede  solche  Curve  auf  einer  Kegelfläche  (allgemeiner  auf  jeder 
eliebigen  Fläche),  welche  die  kürzeste  Entfernung  zweier 
Punkte  der  Fläche  repräsentiert,  nennt  man  die  ^geodä- 
tische Linie  dieser  beiden  Punkte". 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

469.  jfSämnUliche  geodätische  Linien  auf  einer  Kegelfläche  ver- 
toandeln  sich  bei  Abwickelung  der  letzteren  in  gerade  Linien,^ 

Weil  aber  zwischen  zwei  Punkten  a\  und  a',  nur  eine  gerade 
Linie  gezeichnet  werden  kann,  folgt  sofort  der  Satz: 

470.  j,Eine  geodätische  Linie  auf  einer  Kegelfläche  ist  dunk 
Angäbe  zweier  ihrer  Punkte  ein-deutig  bestimmt.^ 
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Hieraus   ergibt   sich   weiters   für  den  Fall,  dass   diese  beiden 
Punkte  unendlich  nahe  aneinanderfallen,  nooh  der  Specialsatz: 

471.  j^Eine  geodätische  Linie  auf  einefn  Kegel  ist  durch  Angube 
einer  ihrer  Tangenten  vollkommen  und  ein^-detdig  bestimmt,^ 


XX.  Capitel. 
Kegel-  und  Cylinderflfichen  zweiten  Grades. 

§.  458. 

Nimmt  mau  als  Leitcurve  für  einen  Kegel  oder  Cylinder  irgend 
einen  Kegelschnitt,  d.  i.  eine  Carve  zweiter  Ordnung  an,  so  wird  jede 
beliebige  Gerade  den  Kegel  (Satz  459)  in  zwei  Punkten  und  jede 
beliebige,  nicht  durch  den  Kegelscheitel  gehende  Ebene  in  einer 
Curve  zweiten  Grades,  also  wieder  nach  einem  Kegelschnitt  schneiden. 

Der  bezeichnete  Kegel  oder  Cylinder  wird  demgemäß  von  der 
zweiten  Ordnung  und  mit  Zugrundelegung  des  Satzes  464)  auch 
von  der  zweiten  Glasse  sein. 

Bezeichnen  wir  allgemein  eine  Fläche,  welche  zugleich  von 
der  w-ten  Ordnung  und  der  m-teu  Classe  ist,  als  eine  „Fläche  m-ten 
Grades",  so  sind  wir  auch  berechtigt,  für  einen  Kegel  oder  Cylinder, 
dessen  Leitcurve  ein  Kegelschnitt  ist,  den  Satz  aufzustellen: 

472.  j^Ein  Kegel  oder  Cylinder,  dessen  Leitcurve  ein  Kegel- 
schnitt  ist,  ist  vam  zweiten  Grade.^ 

§•  459. 

Da  jeder  ebene  Schnitt  eines  Kegels  zweiten  Grades  ein 
Kegelschnitt  ist  und  dieser  durch  fünf  Punkte  vollständig  bestimmt 
ist,  so  werden  offenbar  auch  fünf  Erzeugende  ß,,^,,  63,  e^  und  e^ 
des  Kegels  hinreichen,  denselben  ein- deutig  festzustellen.  Denn  irgend 
eine  Ebene  L  wird  den  Kegel  nach  einem  Kegelschnitt  schneiden,  von 
welchem  fünf  Punkte  —  die  Durchschnittspunkte  jener  Erzeugenden 
mit  der  schneidenden  Ebene  —  bekannt  sind,  und  welcher  daher  an- 
standslos construiert  werden  kann. 

Da  andererseits,  wie  bereits  bekannt,  der  ebene  Schnitt  eines 
Kegels  auch  als  die  Enveloppe  der  Schnittlinien  der  Trans- 
versalebene   mit    sämmtlichen    Tangentialebenen    des  Kegels    be- 
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trachtet  werden  kann,  so  genügen  zu  dessen  Bestinunong  fünf  Tan- 
gentialebenen (oder  der  Scheitel  und  fünf  Tangenten  der  Fläche). 

Denn  irgend  eine  Ebene  E  wird  den  Kegel  nach  einem  Kegel- 
schnitt schneiden,  von  welchem  fünf  Tangenten  —  die  Schnittlinien 
der  Ebene  JE  mit  den  gegebenen  fünf  Berührungsebenen  —  bekannt 
sind,  und  der  mithin  vollständig  construiert  werden  kann. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

473,  „Ein  Kegel  zürnten  Grades  ist  durch  fimf  seiner  Erzeu- 
genden,  oder  durch  fünf  seiner  Tangentialebenen  vollständig  und  ein^ 
deutig  bestimmt^, 

oder  was  dasselbe  aussagt: 

474.  jfEin  Kegel  zweiter  Ordnung  ist  durch  den  Scheitel  und 
fünf  Punkte  seiner  Oberfläche  (von  denen  keine  zwei  auf  einer  durch 
den  Scheitel  gehenden  Geraden  liegen  dürfen)  ^  oder  durch  den  Scheitel 
und  fünf  Tangenten  des  Kegels  {wovon  jedoch  keine  zwei  in  einer 
und  derselben  durch  den  Scheitel  gehenden  Ebene  liegen)  ein-deutig 
gegeben,*^ 

§.460. 

Setzen  wir  nun  voraus,  S  (Taf.  V,  Fig.  56)  sei  der  Scheitel 
eines  Kegels  vom  zweiten  Orade  und  K  ein  Kegelschnitt,  welchen 
wir  als  dessen  Leitcurve  betrachten  wollen. 

Zwei  beliebige  Punkte  a^  und  a,  des  Kegelschnittes  K  verbinden  wir 
mit  dem  Scheitel  S  des  Kegels  durch  die  Erzeugenden  e^  und  e,.  Die 
Leitcurve  K  können  wir  entstanden  denken  als  den  Ort  der  Schnitt- 
punkte m,  n...  entsprechender  Strahlenpaare  a^m,  a^m;  a^n,a^n... 
zweier  projectivischen  Strahlenbüschel   mit   den  Scheiteln  a^  und  a,. 

Denken  wir  uns  durch  jeden  Strahl  a,  m .  • . .  und  durch  die  Er- 
zeugende e,  eine  Ebene  ft|  gelegt,  so  wird  diese  ein  zu  dem  Strahlen- 
büschel a,  perspectivisches  Ebenenbüschel  erzeugen,  dessen 
Achse  die  Erzeugende  e^  ist. 

Desgleichen  bestimmt  die  Erzeugende  e,  mit  den  Strahlen  des 
Büschels  o^  ein  zu  letzterem  perspectivisches  Ebenenbüschel  fL^^  welches 
die  Erzeugende  e^  zur  Achse  hat. 

Die  beiden  Ebenenbüschel  fi^  und  fi^  sind  daher  iprojectivisch, 
und  entsprechen  sich  in  denselben  jene  Ebenen,  welche  durch  ent- 
sprechende Strahlen  der  projectivischen  Büschel  a^  und  a^  gehen. 

Betrachten  wir  den  Schnitt  zweier  derartiger,  einander  entspre- 
chenden Ebenen,  allenfalls  der  Ebenen  Sa^m  und  Sa^m,  so  finden  wir, 
dass  einerseits  der  Kegelscheitel  S  und  andererseits  der  Punkt  m  der 
Leitcurve  K,  in  welchem  sich  die  entsprechenden  Strahlen  a^m  und 
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o,  m  der  Büschel  o^  und  a,  schneiden,  beiden  £benen  gleichzeitig  an- 
gehören, dass  also  der  Schnitt  der  letzteren  eine  Eegelerzeugende  Sm 
oder  M  sein  mQsse. 

Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen  Paare  entsprechender  Ebenen 
der  beiden  Ebenenbüschel. 

Nachdem  die  beiden  Erzeugenden  e,  und  e^,  welche  die  Achsen 
der  betrachteten  Ebenenbüschel  darstellen,  beliebig  gewählt  wurden, 
30  folgt  der  Satz: 

475.  y^Jede  Kegelfläche  zweiten  Grades  kann  auf  unendlich 
vide  Arten  als  Ort  der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  zweier 
projectivischen  Ebenenbiischel  betrachtet  werden^  indem  als  Achsen 
dieser  Ebenenbiischel  jedes  beliebige  Paar  von  Erzeugenden  der  Kegel- 
flache  angenommen  werden  kann.^ 

§.  461. 

Es  Ifisst  sich  aber  nachweisen,  dass  auch  umgekehrt  das  Er- 
zeugnis zweier  projectivischer  Ebenenbüschel,  deren 
Achsen  einen  Punkt  gemein  haben,  ein  Eegel  zweiten 
Grades  sein  müsse. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  es  seien  e^  und  e^  (Taf.  V, 
Fig.  56)  die  sich  in  einem  Punkte  8  schneidenden  Achsen  der  beiden 
EbenenbüscheL  Zwei  entsprechende  Ebenen  derselben  müssen  sich 
nothwendig  in  einer  Geraden  schneiden,  welche  durch  S  geht,  indem 
dieser  Punkt  sowohl  den  Ebenen  des  Büschels  e^,  als  auch  jenen  des 
Büschels  e^  angehört. 

Hieraus  ist  bereits  zu  ersehen,  dass  die  Schnittlinien  sämmt- 
Ucher  Paare  entsprechender  Ebenen  durch  den  Punkt  S  gehen  müssen. 

Denken  wir  uns  ferner  die  beiden  Ebenenbüschel  durch  eine  und 
dieselbe  Ebene  P  geschnitten,  so  ergeben  sich  als  Schnitte  zwei  pro- 
jectivische  Strahlenbüschel,  deren  Scheitel  die  Dnrchstoßpunkte  a^ 
und  a,  der  Achsen  e^  und  6,  mit  der  Ebene  P  sind.  Diese  Büschel 
erzeugen  einen  Kegelschnitt  K. 

Da  nun  ein  jeder  Punkt  m  dieses  Kegelschnittes  der  Schnitt* 
punkt  zweier  entsprechender  Strahlen  a,  m  und  a^m  der  beiden  pro- 
jectivischen Strahlenbüschel  ist  und  diese  Strahlen  ihrerseits  wieder 
zwei  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  projectivischen  Ebeuenbüschel 
angehören,  so  folgt,  dass  jeder  Punkt  des  Kegelschnittes  K  der  Schnitt- 
linie zweier  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  projectivischen  Ebenen- 
büschel eigen  ist,  dass  also  die  Schnittlinien  der  letzteren  diejenigen 
Geraden  sind,  welche  den  Punkt  S  mit  den  Punkten  des  Kegelschnittes 
K  verbinden. 
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Das  Erzeugnis  der  beiden  Ebenenbüschel  ist  mithin,  wie  za 
beweisen  war,  ein  Kegel  zweiten  Qrades.    Daher  der  Satz: 

476.  r^Der  Ort  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  zweier 
projectivischer  Ebenenbüschel  ^  deren  Achsen  einen  Punkt  S  gemein 
haben,  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades^  dessen  Scheitel  der  Punkt  Sist.^ 

Hervorzuheben  ist  hiebei  noch,  dass,  da  die  Scheitel  a^  und  a^ 
der  beiden  Strahlenbüschel  dem  Kegelschnitte  E  angehören,  die  Geraden 
a^S  und  a^S,  d.  h.  die  Achsen  der  beiden  ^benenbüschel  selbst  auch 
Erzeugende  des  Kegels  sind. 

Ferner  entspricht  der  Verbindungsgeraden  a^a^  der  beiden  Scheitel, 
sobald  man  dieselbe  als  Strahl  des  Büschels  a^  betrachtet,  im  Büschel 
a^  die  Tangente  ta^  des  Kegelschnittes  K  im  Punkte  a,  und  mithin 
der  durch  e^  gehenden  Ebene  des  Büschels  e,  im  Büschel  e^  die  Tan- 
gentialebene des  Kegels  längs  der  Erzeugenden  e^  und  umgekehrt. 

§.  462. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  8  (Taf.  VI,  Fig.  57)  sei  der  Scheitel, 
ond  der  Kegelschnitt  K  die  Leitcurve  eines  Kegels  zweiten  Grades. 

An  den  Kegelschnitt  K  denken  wir   uns   zwei  beliebige  Tan- 
genten ^1  und  t^  gezogen. 

Alle  übrigen  Tangenten  fa«  h'"  bestimmen  sodann,  wie  bereits 
bekannt,  auf  t^  und  t^  zwei  projectivische  Punktreihen  aj>^.... 
und  a^bq. . . . 

Alle  Tangenten  des  Kegelschnittes  K  bestimmen  mit  dem 
Scheitel  S  der  Kegelfläche  Ebenen,  welche  sämmtlich  diese  letztere 
berühren. 

Hiernach  tritt  folgendes  Ergebnis  zutage. 

Die  beiden  festen  Tangentialebenen  (S,  ^,)  und  (S^  t^)  des  Kegels 
werden  von  den  übrigen  Tangentialebenen  {S,  ta) ,  (S^  tt)...  in  Geraden 
5a,,  8a^;  Sb^,  Sb^].,..  geschnitten,  welche  einerseits  durch  den 
Punkt  S^  andererseits  durch  entsprechende  Punkte  a^j  a^\  ft|,  b^;... 
der  beiden  projecti vischen  Punktreihen  a, &,....  und  a^b^....  gehen, 
und  folglich  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  S[a^b^....]  und 
8[(i^b^..,.]  mit  gemeinschaftlichem  Scheitel,  aber  in  verschiedenen 
Ebenen  (/S,  t^)  und  (S,  t^)  bilden. 

Man  kann  hiernach  den  Kegel  zweiten  Grades  entstanden  denken 
als  Enveloppe  aller  Ebenen  (S^ta),  (8^  tb)...,  welche  durch  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Strahlenbüschel  8[a^b^.,..] 
und   S[a^b^....]  gehen. 
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Da  die  beiden  Tangentialebenen  (jS",  t^)  und  (^,^3)  des  Eegels,  d.  b. 
die  beiden  Trägerebenen  der  beiden  Strahlenbüschel  beliebig  ge- 
wählt wurden,  so  folgt  der  Satz: 

477.^  ^Eine  Kegelfläche  gtveiten  Grades  kcmn  auf  unendlich 
viele  Arten  als  Enveloppe  ixm  Ebenen  aufgefasst  werden^  tcelche  die 
entsprechenden  Strahlen  gweier  prqjectivischen  StraJüenbüschd  mit 
gemeinschaftlichem  Scheitel,  aber  in  verschiedenen  Ebenen  liegend^ 
verbinden.  Als  Trägerebenen  diesem*  Strahlenbüschel  können  stets  zwei 
beiiebige  Tangentialebenen  des  Kegels  angenommen  werden,^ 

Auch  hier  kann,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  der  umge- 
kehrte Satz  nachgewiesen  werden,  dass  nämlich  Ebenen  überhaupt, 
welche  entsprechende  Strahlen  zweier  projectivisohen  Strahlenbüschel, 
die  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel  besitzen,  aber  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen,  verbinden,  einen  Eegel  zweiten  Grades  um- 
hüllen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  abermals  voraus,  es  sei  S  (Taf.  VI, 
Fig.  57)  der  gemeinschaftliche  Scheitel  zweier  projectivisohen  Strahlen- 
böschel  in  den  durch  S  gehenden  Ebenen  (5,  t^)  und  (5,  t^)  und  denken 
wir  uns  diese  beiden  Ebenen  durch  eine  beliebige  dritte  Ebene  P  in 
zwei  Geraden  t^  und  t^  geschnitten. 

Die  beiden  gegebenen  Strahlen büschel  bestimmen  auf  den  Gera- 
den ^1  und  t^  zwei  projectivische  Punktreihen  a^\ ....  und  a^b^.... 
deren  Verbindungslinien  a^a^,  b^b^,...  einen  Kegelschnitt  in  der 
Ebene  P  umhüllen. 

Jede  dieser  Verbindungsgeraden  a^a^,....  ist  aber  gleichzeitig 
in  einer  Ebene  gelegen,  welche  durch  zwei  entsprechende  Strahlen  Sa^ 
und  Sa^  der  beiden  Strahlenbüschel  geht.  Hieraus  ist  sofort  ersicht- 
lich, dass  alle  diese  Ebenen  einerseits  durch  den  Punkt  S  gehen  und 
dass  andererseits  deren  Schnittlinien  mit  einer  beliebigen  Ebene  P 
einen  Kegelschnitt  K  umhüllen,  woraus  weiter  folgt,  dass  diese 
Ebenen  sämmtlich  den  durch  S  und  K  bestimmten  Kegel  zweiten 
Grades  berühren. 

Da  die  Geraden  t^  und  t^  Tangenten  des  durch  die  Punktreihen 
bestimmten  Kegelschnittes  K  darstellen,  so  werden  auch  die  durch 
dieselben  und  den  Scheitel  S  bestimmten  Ebenen,  welche  keine  an- 
deren, als  die  Trag  er  ebenen  der  beiden  gegebenen  Strahlenbüschel 
sind,  Tangentialebenen  des  Kegels  sein. 

Wir   wissen  ferner,    dass   dem  Schnittpunkte  c^  der  Geraden  ^, 
und  t^j  sobald  man  ihn  als  Punkt  der  Reihe  aj)^....  betrachtet,  auf 
der  anderen  Beihe  a«, &,....  der  Berührungspunkt  Cq  der  Geraden  t^ 
mit  dem  Kegelschnitte  K  entspricht. 
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Der  Berührongserzeugenden  Sc^  der  Ebene  {S^  t^)  entspricht  daher 
im  anderen  Strahlenbüschel  S[a^bi.. .]  die  Schnittlinie  Sc^  der  Ebenen 
(Syt^)  und  {S^  t^)  und  umgekehrt.  Aus  den  gepflogenen  Untersuchungen 
ergibt  sich  somit  der  Satz: 

478.  yfDie  Ebenen^  welche  je  zwei  einander  entsprechende 
Strahlen  zweier  prqjectivischen  Strahlenbüschel  ^  die  einen  geniein- 
schaftlichen  Scheitel  besitzen  y  aber  in  verschiedenen  Ebenen  liegen^ 
verbinden^  umhüllen  einen  Kegel  zweiten  Qrades,  dessen  Scheitel  der 
gemeinschaftliche  Scheitel  jener  Strahlenbüschel  ist.  Die  Trägerebenen 
der  beiden  prcjectivischen  Strählenbüsdiel  sind  selbst  Tangentialebenen 
des  Kegels  und  ihre  Berührungserzeugenden  sind  jene  Strahlen  der 
beiden  gegebenen  Büschel,  welchen  im  betreffenden  zweiten  Büschel  die 
Schnittlinie  der  Trägerebenen  entspricht.'' 

§.  463. 

Ebenso  wie  die  hier  entwickelte  Erzeugungsweise  lassen  sich 
überhaupt  alle  auf  die  Kegelschnitte  bezüglichen  prcjectivischen  Eigen- 
schaften auf  die  Kegelflächen  zweiten  Grades  übertragen. 

Als  Beispiel  hiefür  wollen  wir  die  Übertragung  des  Brianchon- 
sehen  Satzes  entwickeln. 

Sei  S  (Taf,  VI,  Fig.  58)  der  Scheitel  eines  Kegels  zweiten  Gra- 
des und  der  Kegelschnitt  K  dessen  Leitcurve.  Denken  wir  uns  be- 
hufs Erreichung  des  vorgegebenen  Zweckes  an  den  Kegel  sechs  be- 
liebige Tangentialebenen  (S,  ^,),  {S,  t^),  {S,  y ,  (S,  t^),  (Ä  tg)  und 
{S,  t^)  gelegt;  welche  die  Ebene  des  Leitkegelschnittes  K  in  den  sechs 
Tangenten  t^,  t^,  t^,  t^j  t^  und  t^  an  den  letzteren  schneiden. 

Diese  sechs  Tangentialebenen  des  Kegels  bilden  eine  sechsseitige 
Pyramide,  deren  Basis  auf  der  Ebene  der  Leitcurve  K  das  von  den 
sechs  Tangenten  gebildete  Sechseck  ABCBEF  ist. 

Die  Diagonalebenen  der  Pyramide,    d.  h.   die  Ebenen,   welche 
durch  je  zwei  einander  gegenüberliegende  Kanten  der  Pyramide  gehen, 
schneiden  die  Ebene  der  Basis  in  den  Diagonalen  AD,  BE  und  CF 
des  Sechseckes  AB  G  DE  F. 

Da  sich,  nach  dem  Brian chon'schen  Satze,  diese  Diagonalen 
in  einem  und  demselben  Punkte  0  treffen ,  so  folgt  unmittelbar,  dass 
sich  die  drei  Diagonalebenen  der  durch  die  sechs  Tangentialebenen 
gebildeten,  dem  Kegel  „umschriebenen^  sechsseitigen  Pyramide 
in  einer  und  derselben  durch  den  Scheitel  gehenden  Geraden  SO 
schneiden. 
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Nennen  wir,  der  Kürze  halber,  eine  Pyramide,  deren  Seiten- 
ebenen einen  Kegel  berühren,  eine  diesem  Kegel  „umschriebene^ 
Pyramide,  so  können  wir  den  sich  ergebenden  Satz  wie  folgt  aus- 
sprechen : 

479.  „Die  drei  Diagonalehenen  einer  einem  Kegel  jsweiten 
Grades  umschriebenen  sechsseitigen  Pyramide  schneiden  sich  in  einer 
und  derselben  Geraden."' 

Bezeichnen  wir  ferner  eine  Pyramide,  deren  Kanten  y,Erzeugen- 
den  eines  Kegels'^  sind,  als  eine  diesem  Kegel  „eingeschriebene 
Pyramide",  so  ergeben  sich  durch  Betrachtungen,  die . den  voraus- 
geschickten analog  sind,  nachstehende  Sätze. 

Aus  dem  Pascarschen  Satze  folgt  sodann  unmittelbar  der  Satz: 

480.  „Die  Schnittlinien  der  Gegenseiten  einer  einem  Kegel  zwei- 
ten Grades  eingeschriebenen  sechsseitigen  Pyramide  liegen  in  einer 
und  derselben  durch  den  Scheitel  gehenden  Ebene.^ 

Ebenso  folgt  aus  dem  specialisierten  Brianchon'schen  Satze 
der  Satz: 

480a).  „Ist  S{abcde)  eine  einem  Kegel  zweiten  Grades  um- 
schriebene  Pyramide ,  so  schneidet  eine  Ebene ,  welche  durch  die 
Kante  aS  und  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  Sbd  und  Scd 
gehtj    die  Seitenfläche  Sed  in  ihrer  Berilhrungshante.^ 

Ferner  folgt  aus  dem  specialisierten  Pascal' sehen  Satze  der 
nachstehende  Satz:  ' 

481.  „Ist  S[abcde)  eine  einem  Kegel  zweiten  Grades  einge-- 
schriebene  Pyramide,  so  ist  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs  der 
Erzeugenden  Sa  diejenige  Ebene,  tvelche  durch  die  Kante  Sa  und 
durch  jene  Gerade  geht,  in  ivelcher  die  Seitenebene  Scd  von  der 
Ebene  der  Schnittgeraden  der  Seitenflächenpaare  Sab  und  Sde;  Sae 
und  Scb  getroffen  wird," 

Aus  weiteren  Specialisierungen  der  Sätze  von  Brianchon  und 
Pascal  folgen  ferner  die  Sätze: 

482.  „Ist  S(ABCD)  eine  einem  Kegel  zweiten  Grades  um^ 
schriebene  Pyramide,  und  sind  Sa,  Sb,  Sc,  Sd  die  Berührungs- 
erzeugenden  der  Seitenflächen  SAB,  SBC,  SCD,  SDA,  so- 
schneiden  sich  die  Diagonalebenen  SAC  und  SBD  in  einer  Ge- 
raden, durch  icelche  auch  jene  Ebenen  Sac  und  Sbd,  welche 
gegenüberliegende  Berührungserzeugende  verbinden,  gelten,"' 

483.  „Ist  S[ABCD)  eine  einem  Kegel  zweiten  Grades  um-- 
schriebene  Kegelfläche,    und   sind  Sa,  Sb,  Sc,  Sd  die  Berührungs^ 
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kanten  der  Seitenflächen  SAB,  SBC,  SGL,  SDA,  so  schneiden  sich 
die  Ebenenpaare  SAB,  SCD;  SBC,  SDA,  und  Sah^  Scd  in  drei 
Geraden,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.^ 

484.  y^Ist  S(ABC)  eine  einem  Kegel  eumten  Grades  um- 
schriebene  dreiseitige  PyramidCf  und  sind  Sa^  56,  Sc  die  Beruh- 
rungsereeugenden  der  Seiten  SBC^  SAC  und  SAB,  so  schnei- 
den sich  die  Ebenenpaare  SAB,  Sab;  SAC,  Sac  und  SBC,  Sbc 
in  drei  Geraden,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,'^ 

485,  ^Ist  S{ABC)  eine  einem  Kegel  zweiten  Grades  um- 
schriebene dreiseitige  Pyramide,  und  sind  Sa,  Sb,  Sc  die  Bemh- 
rungserzeugenden  der  Seiten  SBC^  SAC,  SAB,  so  schneiden  sich 
die  Ebenen  SAa,  SBb  und  SCc  in  einer  und  derselben  Geraden-^ 

§.  464. 

Die  wichtigsten  und  interessantesten  Sätze  folgen  aus  der 
Übertragung  der  polaren  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte auf  den  Eegel. 

Bevor  wir  jedoch  auf  die  Entavickelung  derselben  übergehen, 
wollen  wir  noch  einige  Ausdrücke,  deren  man  sich  hierbei  häufig  be- 
dient, erläutern. 

Jede  Gerade,  welche  eine  Eegelfläche  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  a  und  b  schneidet,  wird  eine  „Secante"  des  Kegels  ge- 
nannt. Das  Stück  ab  der  Secante,  welches  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte begrenzt  ist,  heißt  eine  „Sehne''  des  Kegels. 

Jede  beliebige  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gezogene  Gerade 
wird  ein  ,,Durchmesser^^  des  Kegels,  und  endlich  jede  Ebene, 
welche  durch  den  Kegelscheitel  geht,  eine  „Durchmesserebene'' 
oder  eine  „Diametral ebene''  des  Kegels  genannt. 

Sei  also  der  Kegelschnitt  K  (Taf.  VI,  Fig.  59)  die  Leitcurve  des 
Kegels,  S  dessen  Scheitel,  und  SP  ein  beliebiger  Durchmesser  des 
Kegels,  welcher  die  Ebene  der  Leitlinie  K  im  Punkte  P  treffen  möge. 

Bestimmen  wir  zunächst  die  Polare  j?  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  K,  und  denken  wir  uns  durch  dieselbe  und  den 
Scheitel  /S  eine  Ebene  („Diametralebene''  nach  der  vorausgeschickten 
Erklärung)  gelegt^  so  bezeichnen  wir  diese  Diametralebene  {S^p) 
als  die  „Polarebene  des  Durchmessers  SP^,  oder  als  die 
^irgend  einem  beliebigen  auf  SP  liegenden  Punkte,  oder 
aber  auch  als  die  dem  Durchmesser  SP  selbst,  conjugierte 
Diametralebene". 
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Der  besagten  Ebene  kommen  die  nachstehend  angefahrten  wich- 
tigen Eigenschaften  zu. 

Zunächst  wollen  wir  durch  den  Durchmesser  SP  (Taf.VI,  Fig. 59) 
«ine  beliebige  Diametralebene  {S,  h)  legen,  welche  die  Ebene  der  Leit- 
linie K  in  einer  durch  P  gehenden  Geraden  h  schneidet.  Letztere 
trifft  den  genannten  Leitkegelschnitt  K  in  den  Punkten  a  und  b  und 
die  Polare  p  von  P  im  Punkte  sr. 

Es  stellen  sonach  Sa  und  Sb  jene  Erzeugenden  des  Kegels  dar, 
in  welchen  derselbe  von  der  Ebene  (Ä,  A^)  geschnitten  wird,  während 
Sä  den  Schnitt  der  Ebene  (S,  ä^)  mit  der  Polarebene  {S,  p)  repräsentiert. 
Andererseits  sind  aber,  auf  Grund  der  Definition  von  Pol  und  Polare, 
die  vier  Punkte  (abPx)  harmonisch;  es  muss  mithin  dasselbe  auch 
in  Bezug  auf  den  Vierstrahl  S{Pjcab)  gelten.    Daher  der  Satz: 

486.  yjEine  Ebene,  welche  durch  einen  beliebigen  Durchmesser 
eines  Kegels  zweiten  Grades  gelegt  wird,  schneidet  den  Kegel  nach 
gwei  Erzeugenden  und  die  jenem  Durchmesser  conjugierte  Diametral^ 
ebene  in  einer  Geraden^  tvelche  drei  Geraden  in  Verbindung  mit  dem 
Durchmesser  selbst  einen  harmonischen  Vierstrahl  bilden.^ 

§.  465. 

Zieht  man  durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  P^  des 
Durchmessers  SP  eine  beliebige  Gerade  h^^  welche  den  Kegel  in  den 
Punkten  a^  und  b,  und  die  dem  Durchmesser  conjugierte  Diametral- 
ebene {ßyp)  im  Punkte  jr,  trifft,  so  ün^{Py%^a^b^)  vier  harmonische 
Punkte.  Denn  die  Ebene  (ß,  \)  bestimmt  (nach  dem  vorhergehenden 
Satze  486)  einen  harmonischen  Yierstrahl  S(Px^\^\\)y  ^^^  dessen 
Strahlen  die  vier  Punkte  P,,  ä,,  a,  und  &,  'so  liegen,  dass  diese  eben- 
falls harmonisch  sind.    Es  gilt  sonach  auch  der  Satz: 

487.  j^Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  eins  Gerade, 
so  trifft  diese  den  Kegd  zweiten  Grades  in  zwei  Punkten  und  die 
dem  durch  P  gehenden  Kegeldurchmesser  conjugierte  Durchmesser- 
ebene in  einem  Punkte,  welche  drei  Punkte  in  Verbindung  mit  P 
einen  harmonischen  Wurf  bilden.^ 

§.  466. 

Wählen  wir  statt  des  beliebigen  Punktes  P^  (Taf.  VI,  Fig.  59) 
auf  dem  Durchmesser  SP  insbesondere  den  unendlich  fernen 
Punkt  PoD  des  letzteren,  d.  h.  ziehen  wir  zu  SP  eine  beliebige  pa- 
rallele Gerade  h* ,  welche  den  Kegel  in  a'  und  6',  und  die  Diametral- 
ebene (5,  jp)  in  7t'  schneiden  möge,  so  sind  die  vier  Punkte  P^n'a'b' 

8l* 
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harmonisch.  Nachdem  aber  der  eine  von  ihnen,  P» ,  in  unendlicher 
Entfernung  liegt,  so  muss  ein  anderer,  und  zwar  der  dem  Punkte 
P»  harmonisch  zugeordnete  Funkt  7t'  der  Mittelpunkt  der  Strecke  a'b* 
sein.  Dies  gilt  für  jede  beliebige  zu  SP  parallele  Gerade,  und  man 
erhält  somit  den  Satz: 

488.  j^Bie  Mittelpunkte  paraMeier  Sehnen  eines  Kegels  etceiten 
Grades  liegen  sämmtlich  in  einer  Ebene^  und  zwar  in  jener  Dior 
metralebene,  tvelche  dem  den  genannten  Sehnen  parallelen  Kegel- 
diirchmesser  conjugiert  ist.^ 

§.  467. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  es  wäre  SP  (Taf.  VI,  Fig.  59)  ein 
Durchmesser  eines  Kegels  zweiten  Grades,  und  {S^  p)  die  ihm  conju- 
gierte  Durchmesserebene.  Außerdem  wollen  wir  annehmen,  der  Kegel- 
schnitt K  sei  nicht  die  Leitlinie,  wie  in  den  vorhergehenden 
Fällen ,  sondern  stelle  bloß  irgend  einen  beliebigen  ebenen  Schnitt  des 
Kegels  dar.  P  und  pp  seien  beziehungsweise  der  Schnittpunkt  und 
die  Schnittgerade  dieser  schneidenden  Ebene  mit  dem  Durchmesser 
SP,  und  mit  der  demselben  conjugierten  Durchmesserebene  (S,  p). 

Nach  Satz  487)  wird  jede  in  der  schneidenden  Ebene  durch 
P  gezogene  Gerade  h  den  Kegel  und  die  Diametralebene,  oder,  was 
hier  dasselbe  ist,  den  Kegelschnitt  K  und  die  Gerade  pp  in  drei 
Punkten  a,  b  und  x  schneiden,  welche  mit  P  harmonisch  sind. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  (da  das  Gleiche  fflr  jede  andere  durch  P 
in  der  schneidenden  Ebene  gezogene  Gerade  gilt),  dass  pp  die  Polare 
von  P  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  sei.  Mithin  besteht  der  Satz: 

489.  y^Eine  beliebige  Ebene  schneidet  einen  Kegel  zweiten  Gra- 
des  in  einem  Kegelschnitte,  einen  Durchmesser  desselben  dagegen  in 
einem  Punkte,  und  die  diesem  Durchmesser  conjugierte  Durchmesser- 
ebene  in  einer  Geraden  derart,  dass  diese  Gerade  die  Polare  des  ge- 
nannten Schnittpunktes  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist,^ 

Ist  die  schneidende  Ebene  parallel  zur  Durchmesser- 
ebene, so  liegt  die  Schnittgerade  in  unendlicher  Entfernung,  während 
ihr  Fol ,  d.  h.  der  Schnittpunkt  der  schneidenden  Ebene  mit  dem  con- 
jugierten Durchmesser,  mit  dem  Mittelpunkte  des  sich  als  Schnitt- 
curve  ergebenden  Kegelschnittes  zusammenfällt.  Hierauf  gestützt  folgt 
der  Satz: 

490.  „Eine  Ebene  schneidet  einen  Kegel  zweiten  Grades  fiach 
einen  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  auf  demjenigen  Durchmessen- 
des Kegels  liegt  j  welcher  der  der  schneidenden  Ebene  parallelen 
Durchmesserebene  conjugiert  ist,^ 
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Oder  auch: 

491.  y^Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte  auf  einein  Kegel 
zweiten  Grades^  welche  in  parallelen  Ebenen  liegen ,  befinden  sich 
auf  einer  und  derselben  Geraden y  dem  ^^Kegeldurchmesser*'  y  welcher 
der  den  Kegelschnütsehenen  parallelen  Durchmesserebene  conjugiert  ist.^ 

§.  468. 

Sei  K  (Taf,  VI,  Fig.  60)  ein  beliebiger  ebener  Schnitt  eines 
Kegels  zweiten  Qrades  und  S  der  Scheitel  des  Kegels.  In  der  Ebene 
des  Kegelschnittes  denken  wir  uns  zwei  beliebige  Punkte  P,  und  Pq, 
deren  Polaren  in  Bezug  auf  K  die  Geraden  jp,  und  p^  sein  mögen. 

Mit  Zugrundelegung  eines  vorausgeschickten  bekannten  Satzes 
stellt  die  Gerade  pp^  welche  die  Punkte  P,  und  P,  verbindet,  die 
Polare  jenes  Punktes  P  dar,  in  welchem  sich  Py  und  p^  schneiden. 

Nachdem  gleichzeitig  iSP,,  ST^  und  SP  drei  Kegeldurchmesser 
sind,  und  (5,j),),  {S^p^)  und  (S,  jp)  die  ihnen  conjugierten  Dia- 
metralebenen repräsentieren,  folgt  sofort,  dass  sich  der  Durch- 
messer SP,  welcher  derjenigen  Ebene  {S,  p),  die  durch  die  beiden 
anderen  Durchmesser  SF^  und  SP^  geht,  conjugiert  ist,  als  Schnitt- 
gerade der  diesen  Durchmessern  conjugierten  Diametralebenen  (ä,  jp^) 
und  (iS,  jPg)  ergeben  muss.    Hiernach  gilt  der  Satz: 

492.  yjEine  Ebene,  welche  durch  zwei  Durchmesser  eines  Kegels 
zweiten  Grades  geht,  ist  die  conjugierte  Diametralebene  jenes  Durch- 
messers^  welcher  sich  als  die  Schnittgerade  der  den  beiden  erstgenannten 
Durchmessern  conjugierten  Diametralebenen  ergibt,^ 

Der  vorstehende  Satz  kann  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen 
werden : 

493.  ^^Dreht  sich  ein  Durchmesser  eines  Kegels  zweiten  Grades 
in  einer  Durchmesserebene ,  so  dreht  sich  die  ihm  conjugierte  Dia- 
metraleibene  um  eine  Gerade  ^  und  zwar  um  den  der  oben  genann- 
ten Durchmesserebene  conjugierten  Durchmesser,  und  umgekehrt/' 

Oder  endlich: 

494.  „Liegt  ein  Durchmesser  eines  Kegels  zweiten  Grades  in 
einer  Durchmesserebene ,  so  liegt  auch  der  der  letzteren  conjugierte 
Durchmesser  in  der  dem  ersteren  conjugierten  Durchmesserebene.^ 

Wir  werden  zwei  derartige  Kegel  du  rchmesser,  deren  jeder 
in  der  dem  anderen  conjugierten  Durchmesserebene  liegt, 
selbst  zwei  ,yConjugierte  Durchmesser''  des  Kegels  nennen. 

Bezüglich  derselben  lassen  sich  nachstehende  Sätze  leicht  ab- 
leiten. 
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§.  469. 

Sei  S  (Taf.  VI,  Fig.  61)  der  Scheitel  eines  Kegels  zweiten  Gra- 
des, und  K  irgend  ein  beliebiger  ebener  Schnitt  des  letzteren. 

Denken  wir  uns  in  diesem  Kegelschnitte  K  zwei  conjugierte 
Durchmesser  d^  und  d,  bestimmt  und  ziehen  wir  durch  den  Scheitel 
S  zu  denselben  zwei  parallele  Geraden  D^  und  D^,  so  ist  unschwer 
nachzuweisen,  dass  D^  und  D,  zwei  conjugierte  Durchmesser 
des  Kegels  darstellen. 

Xennen  wir  die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  conjugierten 
Kegelschnittsdurchmesser  d^  und  d^ ,  beziehungsweise  P,*  und  Pj* 
(Pg*  der  unendlich  ferne  Punkt  von  dp  und  P,*  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  d„)y  so  wissen  wir  bereits,  dass  der  Durchmesser  cZ|  die 
Polare  des  Punktes  Pi"^,  und  dass  der  Durchmesser  dg  die  Polare  des 
Punktes  P,*  ist. 

Es  wird  mithin  die  Gerade  ÄP^*,  d.  i.  der  zu  d,  parallele 
Kegeldurchmesser  D, ,  zu  der  Durchmesserebene  (S^  d,)  coDJugiert  sein. 
Letztere  enthält  aber  nothwendig  auch  den  durch  S  gehenden,  zu  d, 
parallelen  Durchmesser  D^.  umgekehrt  wird  ebenso  die  Gerade  SP, "^y 
d.  i.  der  Durchmesser  D,  des  Kegels,  coujugiert  sein  der  Durchmesser- 
ebene (aS,  dj),  welch'  letztere  wieder  die  Gerade  D, ,  die  durch  S 
parallel  zu  d^  gezogen  wurde,  enthalten  muss.  Wie  leicht  ersichtlich, 
siud^  gemäß  der  früher  gegebenen  Definition,  die  beiden  Kegeldurch- 
messer Z>|  und  P,  conjugiert;  und  es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

495.  j^Zieht  man  zu  irgend  zwei  conjugierten  Durchmessern 
eines  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  liegenden  Kegelschnittes  Pc^ 
rallele  durch  den  Scheitel  des  Kegels ,  so  sind  die  letzterwähnten  6re- 
raden  conjugierte  Durchmesser  des  Kegels.*^ 

§.  470. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  leicht  in  umgekehrter  Fassung  nach- 
weisen. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  es  seien  D,  und  D,  (Taf.  VI,  Fig.  61) 
zwei  conjugierte  Durchmesser  des  Kegels  zweiten  Grades,  und  nehmen 
wir  an,  eine  Ebene,  welche  zu  denselben  parallel  läuft,  schneide  den 
Kegel  nach  den  Kegelschnitt  K. 

Auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzung  gebt  die  dem  Durch- 
messer D^  conjugierte  Durchmesserebene  durch  den  Durchmesser  D,; 
dieselbe  möge  die  Ebene  des  Kegelschnittes  in  einer  Geraden  d, 
schneiden,  welche  offenbar,  da  die  schneidende  Ebene  zu  D^  und  D, 
parallel  ist,  parallel  zu  D,  sein  muss. 
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In  analoger  Weise  enthält  die  dem  Durchmesser  D„  conj  agierte 
Durchmesserebene  den  Durchmesser  D,  und  trifft  die  schneidende 
Ebene  in  einer  zu  D^  parallelen  Geraden  d^. 

Die  Durchmesser  D^  und  D,  selbst  schneiden  die  Ebene  des 
Kegelschnittes  in  zwei  unendlich  fernen  Punkten  P^*  und  P|*,  welche 
offenbar,  da  d^  und  d^  beziehungsweise  zu  D^  und  D^  parallel  sind, 
auch  die  unendlich  fernen  Punkte  von  d^  und  d^  sein  müssen. 

Nach  Satz  489)  ist  aber  e?«  die  Polare  von  P^"  in  Bezug  auf  K 
und  ä|  die  Polare  von  P,°°;  d.  h.  (2^  und  ^3  sind,  nachdem  P^  und 
P2  in  unendlicher  Entfernung  liegen ,  zwei  conjugierte  Durchmesser 
des  Kegelschnittes  K.    Es  gilt  mithin  auch  der  umgekehrte  Satz: 

496.  y^Legt  man  parallel  zu  zwei  conjugierten  Kegeldurchmessem 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  den  Kegel  zweiten  Grades  nach  einem 
KegeUchnitte,  in  welchem  sich  zwei  conjugierte  Durchmesser  vor^ 
finden,  die  zu  den  conjugierten  Kegeldurchmessern  parallel  sind.^ 

§.  471. 

Die  beiden  vorangeführten  Sätze  gestatten  nunmehr  schwierig- 
keitslos eine  Verallgemeinerung.  Gleichzeitig  werden  wir  bei  der  nach- 
stehenden Untersuchung  noch  ein  drittes  Paar  conjugierter  Elemente 
kennen  lernen. 

Nehmen  wir  abermals  an,  es  sei  K  (Taf.  VI,  Fig.  62)  der 
ebene  Schnitt  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  und  S  der  Scheitel  des 
Kegels. 

In  der  Ebene  des  Kegelschnittes  K  wählen  wir  irgend  einen 
beliebigen  Punkt  P^  und  bestimmen  dessen  Polare  p^  in  Bezug  auf  K. 
Auf  der  letzteren  nehmen  wir  gleichfalls  einen  Punkt  P^  willkürlich 
an,  und  bestimmen  dessen  Polare  p^ ,  welche  bekanntlich  gleichzeitig 
durch  den  Punkt  P^  gehen  muss. 

Der  Schnittpunkt  P3  der  beiden  Geraden  p^  und  p^  ist  nun,  wie 
wir  wissen,  der  Pol  jener  Geraden  p^ ,  welche  die  Punkte  Pg  und  P^ 
verbindet. 

Denken  wir  uns  die  Punkte  P,,  Pj  und  P3  mit  dem  Kegel- 
scheitel S  durch  die  Durchmesser  2>j,  D,  und  D,  verbunden,  so  ist 
Di  der  zu  der  Ebene  {B^D^  conjugierte  Durchmesser,  B^  derjenige 
Durchmesser,  welcher  zur  Ebene  (jD,  D3)  conjugiert  ist  und  endlich 
D^  der  zur  Ebene  (D.  2>o)  conjugierte  Durchmesser. 

Hieraus  kann  unmittelbar  gefolgert  werden,  dass  jedes  Paar  der 
Geraden  i>j,  D^  und  D,  zwei  conjugierte  Kegeldurchmesser  darstellt. 
Denn   heben   wir  beispielsweise  die  Durchmesser  D^  und  D^  hervor. 
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60  finden  wir,  dass  B^  in  der  dem  Durchmesser  D,  coojugierten  Dia- 
metralebene (DoDg)  und  umgekehrt  D^  in  der  dem  Durchmesser  D, 
conjugierten  Diametralebene  (D^D^)  liegt. 

Wir  nennen  drei  derartige  Durchmesser,  wie  D,,  D,  und  D3, 
von  welchen  jeder  einzelne  den  beiden  anderen,  also  auch  der  Ebene  der 
letzteren,  conjugiert  ist,  „drei  conjugierte  Durchmesser**  oder 
auch  „ein  Tripel  conjugierter  Durchmesser"  eines  Kegels 
zweiten  Grades. 

Ebenso  bezeichnet  man  auch  die  drei  durch  D^,  D^^,  D3  bestimm- 
ten Durchmesserebenen,  wovon  jede  zur  Schnittgeraden  der  beiden 
anderen  conjugiert  ist,  als  „drei  conjugierte  Diametralebenen** 
oder  als  ein  „Tripel  conjugierter  Durchmesserebenen**  eines 
Kegels  zweiten  Grades. 

§.  472. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  es  seien  drei  conjugierte  Durch- 
messer D|,D2  und  D3  (Taf.  VI,  Fig.  62)  eines  Kegels  von  vornherein 
gegeben,  und  es  wäre  K  der  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  beliebigen 
Ebene,  während  P,,  P,  und  P3  die  Schnittpunkte  der  drei  conjugierten 
Durchmesser  mit  derselben  Ebene  repräsentieren  mögen,  so  werden, 
weil  die  Ebenen  D,  Dj,  D^D^  und  1)3  D,  beziehungsweise  conjugiert 
zu  den  Durchmessern  D3,  D,  und  D^  sind,  auch  die  Geraden  P|Pj, 
P^P^  und  P3P,  die  Polaren  der  Punkte  P,,  P^  und  P,  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  K  darstellen.  Durch  Pj  P,  P3  wird  sonach  ein 
„conjugiertes  Tripel"  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  reprä- 
sentiert.   Es  gilt  somit  der  Satz: 

497,  jfWird  ein  Kegel  zweiten  Grades  und  ein  mit  ihm  ver- 
bundenes  Tripel  conjugierter  Durchmesser  durch  eine  beliebige  Ebene 
geschnitten,  so  bilden  die  drei  SchnittpunJUe  der  letzteren  ein  Tripel 
harmonisch  conjugierter  PunJcte  in  Bezug  auf  den  als  Schnittcurve 
resultierenden  Kegelschnitt,^ 

Ertheilen  wir  der  schneidenden  Ebene  eine  besondere  Lage, 
fQhren  wir  dieselbe  also  etwa  parallel  zu  zweien,  beispielsweise  zu 
i>i  und  Dj2,  der  drei  vorliegenden  conjugierten  Durchmesser,  so  ge- 
langen wir  wieder  zu  dem  vorher  angeführten  Satze  496).  Da  nämlich 
die  schneidende  Ebene  zur  Durchmesserebene  D^D^  parallel  ist,  so  ist 
ihr  Schnittpunkt  P3  mit  dem  dritten  Durchmesser  D^  als  Pol  der 
unendlich  fernen  Geraden  P,  Pg ,  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K^ 
während  die  Geraden  P1P3  und  P2P3  conjugierte  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  in  der  Weise  vorstellen,  dass  sie,  indem  dieselben  mit 
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jDj  und  D,  die  nnendlich  fernen  Punkte  P,  und  P,  gemein  haben, 
beziehungsweise  parallel  zu  D,  und  D,  sind. 

§.  473. 

Specielle  Lagen  conjugierter  Durchmesser  eines  Kegels  zweiten 

Grades. 

Denken  wir  uns  durch  den  Scheitel  eines  Kegels  zweiten  Grades 
«ine  beliebige  Ebene  gelegt,  so  lässt  sich  auf  eine  höchst  einfache 
Weise  zeigen,  dass  es  in  derselben  unendlich  viele  Paare  conjugierter 
Durchmesser  gibt. 

Zum  Zwecke  dieses  Nachweises  wird  es  genügen,  eine  zweite 
Ebene  parallel  zu  der  gegebenen  Durchmesserebene  zu  führen,  von 
welcher  wir  voraussetzen  wollen,  dass  sie  den  Kegel  nach  einen  Kegel- 
schnitt K  schneide. 

Nach  Satz  496)  ist  jedes  Qeradenpaar,  welches  man  durch 
den  Kegelscheitel  in  der  Durchmesserebene  parallel  zu  einem  Paare 
conjugierter  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K  zieht,  selbst  ein  Paar 
konjugierter  Durchmesser  des  Kegels. 

Da  nun  bekanntlich  ein  Kegelschnitt  K  unendlich  viele  Paare 
conjugierter  Durchmesser  besitzt,  so  existieren  auch  in  der  gegebenen 
Durchmesserebene  unendlich  viele  Paare  conjugierter  Durchmesser  des 
Kegels. 

Unter  den  conjugierten  Durchmessern  des  Kegelschnittes  K  gibt 
es  insbesondere  zwei,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen, 
d.  s.  die  Hauptachsen  des  Kegelschnittes. 

Unter  den  unendlich  vielen  Paaren  conjugierter  Kegeldurch- 
messer in  der  gegebenen  Diametralebene  wird  es  somit  gleichfalls  ein 
Pjaar  geben  müssen,  welches  rechtwinklig  ist.    Daher  der  Satz: 

498.  y^In  jeder  Durchmesserebene  eines  Kegels  zimiten  Grades 
gibt  CS  unendlich  viele  Paare  conjugierter  Kegeldurchmesser,  unter 
denselben   ist  jedesmal   ein  Paar   vorhanden ,    welches  einen  rechten 

WinJcd  einschließt.^ 

Ebenso  lässt  sich  weiters  unmittelbar  der  Satz  folgern: 

499.  ^Die  Hauptachsen  aller  parallelen  Schnitte  eines  Kegels 
jsweiten  Grades  sind  unter  einander  parallel  und  parallel  zu  dem 
Paare  rechtwinklig  conjugierter  Kegeldurchmesser,  welches  in  der  den 
schneidenden  Ebenen   parallelen  Durchmesserebene  des  Kegels  liegt."' 

§.  474. 
Da  zu  jedem  beliebigen  Durchmesser  eines  Kegels  zweiten  Grades 
«ine,   aber    auch    nur    eine    conjugierte    Durchmesserebene 
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gehört,  so  bilden  8ämmtliche  Eegeldurchmesser  eia  Strahlen- 
bündel, dessen  Mittelpunkt  der  Eegelscheitel  ist,  während  die  ihnen 
conjugierten  Durchmesserebenen  ein  diesem  StrahlenbQndel  ein-deutig 
entsprechendes  (polares  oder  reciprokes)  Ebenenbündel  bilden^ 
dessen  Mittelpunkt   gleichfalls  mit  dem  Kegelscheitel  zusammenfällt. 

Unter  dieser  unendlich  großen  Zahl  coDJugierter  Durchmesser 
und  der  ihnen  conjugierter  Diametralebenen  wird  es  offenbar  einen 
(oder  vielmehr  drei)  Durchmesser  geben,  welcher  auf  der  ihm  con- 
jugierten Durchmesserebene  senkrecht   steht. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  wir  hätten  diesen  Durchmesser 
und  mithin  auch  dessen  conjugierte  Durchmesserebene  bereits  gefunden. 

In  der  letztgenannten  Ebene  gibt  es  aber  (nach  Satz  498)  auch 
ein  Paar  auf  einander  senkrecht  stehender  Eegeldurch- 
messer, welche  mit  dem  dritten,  ihrer  Ebene  conjugierten  Durch- 
messer ein  Tripel  bilden,  von  welchen  die  Ebene  eines  jeden  Paares 
derselben  auf  dem  dritten  senkrecht  steht. 

Hieraus  folgt,  dass  es  in  einem  Eegel  zweiten  Grades  nicht 
einen,  sondern  drei  Durchmesser  gibt,  welche  auf  den  ihnen 
conjugierten  Durchmesserebenen  senkrecht  stehen,  und  dass  dies^  drei 
besonderen  Durchmesser  zusammen  ein  Tripel  conjugierter 
Durchmesser  bilden. 

Wir  nennen  diese  drei  Durchmesser  die  „drei  Hauptachsen"" 
oder  das  „Tripel  der  Hauptachsen"  eines  Kegels  vom  zwei- 
ten Grade^  und  die  durch  dieselben  paarweise  bestimmten  drei  Ebenen 
die  „Haupt-  oder  Achsenebenen^  des  Eegels. 

Jeder  zu  einer  der  Achsenebenen  parallele  Schnitt  eines  Eegels 
zweiten  Grades  heißt  ein  „Achsenschnitt^  oder  ein  „Schnitt 
des  Hauptsystems'',  während  die  Gesammtheit  der  zu  den  Achsen- 
ebenen parallelen  Schnitte  die  „Hauptschnittsysteme  des 
Eegels"    heißen. 

Wird  ein  Eegel  graphisch  dargestellt  und  setzt  man  als  Leit- 
linie desselben  irgend  einen  Hauptschnitt  voraus,  so  pflegt  man  den 
Eegel  einen  „geraden  Eegel  zweiten  Grades^  zu  nennen,  in 
jedem  anderen  Falle  aber  einen  „schiefen  Eegel^  zu  heißen. 

Aus  dem  Satze  497)  über  die  „Tripel  conjugierter  Durch- 
messer*' folgt,  dass  jede  Ebene  die  drei  Hauptachsen  in  drei  Punk- 
ten schneidet,  welche  ein  „Tripel  conjugiert  harmonischer 
Punkte"  in  Bezug  auf  den  durch  die  Ebene  auf  dem  Eegel  hervor- 
gebrachten Eegelschnitte  bilden.  Insbesondere  folgt  hieraus  auch  noch 
der  Satz: 
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500.  jfDie  Mittelpunkte  aller  Hauptschnitte  eines  Kegels  zweiten 
Grades  liegen  auf  dessen  Hauptachsen^  und  zwar  derart ^  dass  sich 
der  MittelpunJct  eines  Hauptschnittes  jederzeit  auf  derjenigen  Haupt- 
achse  vorfindet,  welche  zu  seiner  Ebene  senkrecht  ist.  Die  Achsen  des 
Hauptschnittes  sind  parallel  zu  den  beiden  anderen  Hauptachsen  des 
Kegels.'' 

§.  475. 

Liegt  ein  Eegel  zweiten  Grades  als  gegeben  vor,  so  waltet  kei- 
nerlei Schwierigkeit  ob,  irgend  drei  conjugierte  Durohmesser  desselben 
festzustellen.  Zu  diesem  Behufe  kann  man  einen  der  Durchmesser 
beliebig  wählen  und  die  ihm  conjugierte  Durchmesserebene  vermittelst 
ihrer  Spur  auf  der  Ebene  der  Leitlinie  bestimmen.  In  dieser  letztbe- 
zeichneten Ebene  kann  nunmehr  der  zweite  Durchmesser  gleichfalls 
willkürlich  angenommen  und  sodann  der  dritte  direct  als  Schnitt  seiner 
conjugierten  Darchmesserebene  mit  der  vorher  bestimmten  Ebene  er- 
halten werden. 

Noch  kQrzer  wird  man  zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  in  der 
Ebene  des  Leitkegelschnittes  ein  Tripel  conjugiert  harmonischer  Funkte 
bestimmt,  und  dieselben,  um  sogleich  ein  Tripel  coujugierter 
Eegeldurchmesser  zu  erhalten ,  mit  dem  Kegelscheitel  verbindet. 

Nicht  so  einfach  ist  die  directe  Bestimmung  der  drei 
Hauptachsen  eines  Kegels  zweiten  Grades,  welcher  durch 
seinen  Scheitel  S  und  einen  Kegelschnitt  K  als  Leitcurve  gegeben  ist. 

Da  nämlich,  wenn  der  Kegel  gegeben  vorliegt,  gleichzeitig  auch 
seine  Hauptaxen,  und  mithin  auch  das  durch  dieselben  auf  der  Ebene 
der  Leitcurve  hervorgebrachte  Tripel  harmonisch  conjugierter  Punkte 
vollkommen  bestimmt  ist,  so  kann  selbstverständlich  kein  Punkt  dieses 
Tripels  wi  llkürlich  gewählt  werden,  wie  dies  bei  der  Bestimmung  con- 
jugierter Kegeldurchmesser  zulässig  war.  Es  muss  vielmehr  nothwendig 
die  folgende  Bedingung  erfüllt  werden. 

Sei  8  (Taf.  VI,  Fig.  63)  der  Scheitel  des  Kegels,  K  dessen 
Leitcurve  in  der  Ebene  JE7,  sei  ferner  Pp  P,,  P,  das  Tripel  har- 
monisch conjugierter  Punkte,  welches  die  drei  Hauptachsen  SP^y  SP^ 
und  jSPg  auf  der  Ebene  E  der  Leitlinie  K  bestimmen,  und  sei  endlich 
Z  die  orthogonale  Projection  des  Kegelsoheitels  auf  die  nämliche 
Ebene  E. 

Dies  vorausgesetzt  sind,  wie  einleuchtet,  2P^,  2^P,,  27 P,  die 
orthogonalen  Projectionen  der  Hauptachsen,  und  P,  Pj,  Pg  P,,  P^  P, 
die  Tracen  der  Achsenebenen  auf  der  Ebene  E. 
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Nachdem  aber  jede  der  Achsen  auf  der  Ebene  der  beiden  anderen 
senkrecht  steht,  mnss  auch,  die  orthogonale  Projection  jeder  dieser 
Achsen  auf  der  Trace  der  ihr  conjugierten  Achsenebene  senkrecht 
stehen ,  es  muss  also  P,  £  senkrecht  auf  Pg  P3 ;  P^  U  senkrecht  zu 
P3  P,  und  P3  2  senkrecht  auf  P^  Pj  sein,  oder  mit  anderen  Worten 
die  drei  Höhen  des  Dreieckes  Pj  Pg  P3  müssen  sich  im  Punkte  2 
schneiden.  Da  nun  2J  als  die  orthogonale  Projection  des  Kegelscheitels 
auf  die  Ebene  des  Leitkegelschnittes  K  gegeben  ist,  so  erscheint  hiemit 
das  Problem  der  Hauptachsen  auf  die  nachstehende  Aufgabe  der 
ebenen  Geometrie  zurückgeführt: 

„Ein  Kegelschnitt  JST  und  ein  Punkt  27  sind  gegeben; 
es  soll  dasjenige  Tripel  harmonisch  conjugierter  Punkte 
gefunden  werden,  welches  ein  Dreieck  bildet,  dessen 
Höhenschnittpunkte  der  gegebene  Punkt  2  ist". 

Wir  werden  die  soeben  angezogene  Aufgabe  und  mit  derselben 
auch  das  Problem  der  Hauptachsenbestimmung  für  einen  Kegel 
zweiten  Grades  in  der  Folge  lösen  und  durchführen. 

§.  476. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  es  sei  S  (Taf.  VI,  Fig.  64)  der 
Scheitel  eines  Kegels,  K  ein  beliebiger  ebener  Schnitt  desselben; 
ferner  sei  SP  ein  Durchmesser  des  Kegels,  welcher  nicht  im  Inneren 
der  Fläche  liegt,  dessen  Spur  P  auf  der  Ebene  der  Leitlinie  K,  also 
außerhalb  des  Kegelschnittes  K  liegt. 

Die  dem  bezeichneten  Durchmesser  SP  conjugierte  Durchmesser- 
ebene ist  diejenge,  welche  durch  die  Polare  pp  des  Punktes  P  in  Be- 
zug auf  den  Kegelschnitt  K  geht.  Nachdem  aber  die  Polare  p  durch 
die  Berührungspunkte  a  und  b  der  von  P  aus  an  den  Kegelschnitt  K 
gezogenen  Tangenten  t^  und  t^  geht,  enthält  die  Durchmesserebene 
{S,  p)  die  beiden  Erzeugenden  a  S  und  h  8  des  Kegels,  in  welchen  der 
letztere  von  den  durch  SP  gelegten  Berührungsebenen  tangiert  wird. 

Es  besteht  mithin  der  Satz: 

50L  y^Lassen  sich  durch  einen  Durchmesser  eines  Kegels  eweiten 
Grades  reelle  Tangentialebenen  an  den  Kegel  legen  ^  so  ist  die  defn 
Durchmesser  conjugierte  Diametralebene  diejenige^  welche  durch  die 
beiden  BerOhrungserzeugenden  jener  Tangentialebenen  gchen,^ 

Ist  der  Durchmesser  SP  parallel  zur  Ebene  der  Leitcurve  Ä', 
d.  h.  fällt  der  Punkt  P  in  unendliche  Entfernung,  so  sind  auch  die 
von  P  aus  an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  untereinander 
und  zu  dem  Durchmesser /SP  parallel;  es  besteht  sonach  der  Satz: 
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502.  j^Die  Tangentialebenen  eines  Kegds  jnveiten  Grades, 
welche  dwrch  einen  beliebigen  Durchmesser  gehen  ^  sehneiden  jede  zu 
diesem  Durchmesser  parallele  Ebene  E  in  zwei  parallelen  Geraden^ 
welche  den  Kegelschnitt  in  jenen  Punkten  berühren^  in  welchen  die 
Ebene  E  den  Kegel  schneidet^ 

§.  477. 

Bisher  habea  wir,  mit  Ausnahme  der  Betrachtungea  über  die 
Achsen  des  Eegels,  immer  vorausgesetzt,  dass  ein  Durchmesser  des 
Kegels  keine  besondere  Lage  habe. 

Nehmen  wir  nun  als  Durchmesser  eines  Kegels  eine  Gerade  SF 
an,  welche  gleichzeitig  eine  Erzeugende  des  Kegels  vorstellt.  Ist  ferner 
K  ein  beliebiger  ebener  Schnitt  des  Kegels,  welcher  den  Kegeldurch- 
messer SP  im  Punkte  P  schneidet,  so  ist  P  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnittes K^  und  dessen  Polare  p  bekanntlich  die  Tangente  an  den 
Kegelschnitt  K  in  dem  nämlichen  Punkte  P.  Daraus  folgt  aber,  dass 
die  dem  Durchmesser  SP  conjugierte  Diametralebene,  da  dieselbe 
durch  die  Polare  p  bestimmt  ist,  den  Kegel  längs  SP  berührt.  Hier- 
nach erhalten  wir  den  Satz: 

503.  y^Die  einer  Erzeugenden  eines  Kegels  zweiten  Grades  con- 
jugierte Durchmesserebene  ist  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs 
dieser  Erzeugenden.^ 

Da  ein  zu  einem  gegebenen  Durchmesser  conjugierter  Durch- 
messer sich  in  der  conjugierten  Diametralebene  vorfindet,  andererseits 
aber  jede  Gerade,  welche  durch  den  Scheitel  des  Kegels  geht  und  in 
dieser  Diametralebene  liegt,  als  der  dem  ersten  conjugierte  Durch- 
messer betrachtet  werden  kann,  so  folgt,  dass  einerseits  sämmtliche 
Durchmesser,  welche  zu  einer  Kegelerzeugenden  conjugiert  sind,  in  der 
Tangentialebene  des  Kegels  längs  dieser  Erzeugenden  liegen  müssen, 
andererseits  aber  auch ,  dass  jede  Gerade  in  dieser  Tangential- 
ebene den  zu  der  Berührungserzeugenden  conjugierten  Durohmesser 
repräsentieren  könne,  so  zwar,  dass  unter  anderem  auch  die  Kegel- 
erzeugende selbst  als  mit  einem  ihrer  conjugierten  Durchmesser  zusam- 
menfallend angenommen  werden  kann.  Mithin  besteht  der  Satz: 

504.  j^Alle  Geraden,  welche  durch  den  Scheitel  eines  Kegels 
mceiten  Grades  in  einer  Berührungsebene  des  letzteren  gezogen  werden 
können,  sind  als  conjugierte  Durchmesser  zu  der  Berührungserzeu- 
genden  zu  betrachten^  so  dass  die  Kegelerzeugende,  nachdem  eine  von 
den  getiannten  unendlich  vielen  Geraden  mit  ihr  zusammenfällt^  als 
ein  sich  selbst  conjugierter  Durchmesser  angesehen  iverden  kann.^ 
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Diese  Eigenschaft  wird  in  der  Folge  die  Auffindung  anderweitiger 
Eigenschaften,  welche  namentlich  auf  die  Art  der  ebenen  Schnitt- 
curve  eines  Kegels  zweiten  Grades  in  directem  Zusammenhange  mit 
den  Asymptoten  des  ebenen  Schnittes  Bezug  haben,  leicht 
ermöglichen. 

§.  478. 

Der  gerade  Kreiskegel. 

Betrachtet  man  einen  Kreis  K  als  Leitcurve  eines  Kegels,  dessen 
Scheitel  S  in  der  Geraden  OS  liegt,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
0  des  Kreises  K  geht  und  auf  dessen  Ebene  senkrecht  steht,  so  er- 
hält man  einen  besonderen  Kegel  zweiten  Grades  —  den  sogenannten 
„geraden  Kreiskegel"  oder  „Rotationskegel". 

Die  letztere  Bezeichnung  rührt  daher,  weil  man  den  Kegel  durch 
Rotation  einer  Geraden  a  um  eine  zweite  Gerade  OS^  welche  die  erstere 
in  S  schneidet,  entstanden  betrachten  kann. 

Da  der  Mittelpunkt  0  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Kreisebene 
zur  Polare  hat,  so  ist  die  durch  diese  unendlich  ferne  Gerade  gehende, 
d.  i.  zur  Kreisebene  parallele  Durchmesserebene  zu  dem  Durchmesser 
SO  conjugiert  und  nebstbei  auf  demselben  senkrecht,  so  dass  OS 
eine  „Achse"  des  Rotationskegels  darstellt. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  jedes  Paar  rechtwinkeliger  Kreis- 
durchmesser gleichzeitig  auch  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  des 
Kreises  repräsentiere.  Es  wird  mithin  jedes  Paar  aufeinander  senk- 
recht stehender  Kegeldurchmesser,  welches  in  der  zur  Kreisebene  pa- 
rallelen Diametralebene  des  Rotationskegels  gezogen  werden  kann,  ein 
Paar  conjugierter  Durchmesser  vorstellen,  so  dass  für  einen  Rotations- 
kegel wohl  die  eine  Achse  OS  bestimmt  ist,  nicht  aber  die  beiden 
anderen  Achsen  festgestellt  sind,  als  welche  in  der  der  Achse  OS  con- 
jugierten  'Diametralebene  jedes  Paar  rechtwinkeliger  Kegeldurchmesser 
angenommen  werden  kann.  Hierin  besteht  der  wesentliche  Unterschied 
zwischen  einem  Rotationskegel  und  einem  allgemeinen  Kegel  zweiten 
Grades. 

Als  bemerkenswerte,  weil  zu  constructiven  Zwecken  besonders 
häufig  verwendbare  Eigenschaften  des  geraden  Kreis  kegeis  sind  noch 
hervorzuheben,  dass  alle  Erzeugenden  desselben  gleiche  Winkel  mit 
der  Achse  einerseits  und  mit  den  zu  dieser  Achse  senkrechten  Haupt- 
schnittsebenen andererseits  einschließen,  und  dass  sämmtliche  Erzeu- 
gende zwischen  dem  Scheitel  und.  einer  beliebigen  derartigen  Haupt- 
schnittsebene gleiche  Längen  haben,  wie  dies  unmittelbar  aus  den 
congruenten   rechtwinkeligen  Dreiecken    folgt,  welche  von  der  Achse 
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OS  des  Eegels,  den  Erzeugeaden  und  den  entsprechenden  Ereisradien 
desselben  gebildet  werden.  * 

§.  479. 
Die  ebenen  Schnitte  der  Kegel  zweiten  Grades. 

Der  ebene  Schnitt  eines  Kegels  zweiten  Grades  ist  stets  eine 
Eegelschnittslinie,  und  wird  derselbe,  da  er  sich  als  geometrischer  Ort 
der  Schnittpunkte  aller  Eegelerzeugenden  mit  der  Transversalebene 
ergibt,  entweder  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  sein,  je 
nachdem  keine  der  Eegelerzeugenden,  oder  zwei  nicht  aufein- 
ander folgende,  oder  endlich  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  Eegelerzeugenden  zur  Transversalebene  parallel  sind,  oder  mit 
anderen  Worten,  je  nachdem  die  zur  Transversalebene  parallele  Diame- 
tralebene den  Eegel  in  nicht  reellen  Erzeugenden  oder  in  reellen 
Erzeugenden  schneidet,  oder  endlich  nach  einer  Erzeugenden 
berührt. 

Der  zu  der  genannten  Diametralebene  conjugierte  Durchmesser 
trifft  (nach  Satz  490)  die  Transversalebene  in  dem  Mittelpunkte  des 
Eegelsobnittes. 

Irgend  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  der  Schnittcurve  er- 
geben sich  (nach  Satz  496)  als  Parallele  zu  zwei  conjugierten  Eegel- 
durchmessern  in  der  zur  Transversalebene  parallelen  Diametralebene. 

Diese  und  andere  bereits  entwickelte  polare  Eigenschaften  werden 
wir  zur  Bestimmung  der  Schnittcurve  auf  constructivem  Wege  ver- 
wenden. 

Schneidet  die  zur  Transversalebene  parallele  Diametralebene  den 
Eegel  in  zwei  reellen  Erzeugenden,  so  sind  diese  zur  Trans- 
versalebene parallel  und  liefern  daher  zwei  unendlich  ferne 
Punkte  der  Schnittcurve,  welch  letztere  somit  in  diesem  Falle 
eine  Hyperbel  sein  wird. 

Die  Asymptoten  der  Hyperbel,  d.  h.  die  Tangenten  in  den  un- 
endlich fernen  Punkten  der  Schnittcurve  ergeben  sich,  wie  bereits  all- 
gemein gezeigt  wurde,  als  die  Schnittgeraden  der  Transversalebene 
mit  den  Tangentialebenen,  welche  die  Eegelfläche  längs  der  beiden  ob- 
genannten  Erzeugenden  berühren.  Besagte  Asymptoten  sind  auf  Grund 
der  hier  angedeuteten  Construction  zu  diesen  Erzeugenden  selbst  parallel 
und  kann  ihre  Bedeutung  als  Asymptoten  auch  auf  folgende  Art  un- 
schwer erkannt  werden. 

Der  zur  schneidenden  Ebene  oder  vielmehr  der  zu  ihrer  parallelen 
Transversalebene  conjugierte  Eegeldurchmesser  ist  (nach  Satz  501)  die 
Schnittlinie   der  Eegeltangentialebenen  längs  der  Parallelerzeugenden. 
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Der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  Transversalebene  ist  sodann 
(nach  Satz  490)  der  Mittelpunkt  des  ats  Schnittcurve  auftretenden 
Kegelschnittes  K. 

Da  ferner  jedes  Paar  conjugierter  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes zu  einem  Paare  conjugierter  Kegeldurchmesser  in  der  Parallel- 
Diametralebene  parallel  ist,  und  da  (Satz  503  und  die  angeschlossene 
Bemerkung)  die  beiden  Erzeugenden  in  der  letzteren  Ebene,  Paare  zu- 
sammenfallender conjugierter  Kegeldurchmesser  vorstellen,  so  sind 
auch  die  Parallelen  zu  diesen  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes 
gehenden  Erzeugenden,  zusammenfallende  conjugierte  Durchmesserpaare. 

Die  Eigenschaft  „conjugierte  Durchmesser  zu  besitzen,  welche 
zusammenfallen^,  kömmt  aber  bekanntlich  nur  der  Hyperbel  in 
ihren  Asymptoten  zu,  woraus  das  oben  Behauptete  unmittelbar 
gefolgert  werden  kann. 

Berührt  die  zur  Transyei'salebene  parallele  Diametralebene  die 
Kegelfläche,  so  erscheint  die  Schnittcurve  als  Parabel,  da  die  Schnitt- 
punkte der  Transversalebene  mit  den  beiden  unmittelbar  aufeinander- 
folgenden Erzeugenden,  welche  die  Diametralebene  mit  dem  Kegel  ge- 
mein hat,  in  unendliche  Entfernung  fallen  und  demgemäß  deren 
Verbindungsgerade,  d.  i.  eine  Tangente  der  Schnittcurve  (Asymptote) 
selbst  in  unendlicher  Entfernung  liegt. 

Wie  bei  den  Kegelflächen  mit  allgemeiner  Leitcurve  gezeigt 
wurde,  sind  auch  hier  zwei  ebene  Schnitte  eines  Kegels  zweiten  Grades 
perspectivisch  collineare  Figuren,  wobei  der  Scheitel  des  Kegels 
das  CoUineationscentrum ,  und  die  gemeinsame  Gerade  der  beiden 
Transversalebenen  die  Collineationsachse  darstellt. 

Collinear  entsprechen  sich  solche  Punkte  der  beiden  Schnittcurven, 
welche  auf  einer  und  derselben  Kegelerzeugenden  (demselben  Collinea- 
tionsstrahle)  liegen  und  es  schneiden  sich  entsprechende  Geraden,  d.  h. 
Geraden,  welche  durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  gehen,  in 
einem  Punkte  der  Collineationsachse. 

Sind  die  beiden  schneidenden  Ebenen  untereinander  parallel,  so 
rückt  die  Collineationsachse  in  unendliche  Entfernung,  und  die  Schnitte 
werden  insbesondere  „ähnliche"  und  „ähnlich  gelegene*^  Figuren. 

Hiebei  ist  bekanntlich  das  Verhältnis  entsprechender  Strecken, 
d.  i.  solcher  Strecken,  welche  durch  entsprechende  Punkte  begrenzt 
werden,  constant,  u.  z.  gleich  dem  Verhältnisse  der  Entfernungen 
der  beiden  schneidenden  Ebenen  vom  Kegelscheitel. 

Bei  einem  Cylinder  sind  zwei  ebene  Schnitte  jederzeit  affine 
Figuren,  und  insbesondere  „congruent",  wenn  die  schneidenden 
Ebenen  parallel  sind. 
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Man  kann  daher  einen  Cylinder  auch  durch  die  Parallelver- 
schiebung  einer  unveränderlichen  Curve  in  einer  gegebenen  Richtung 
erzeugen. 

§.  480. 

Graphiniche  Bestimmung  der  ebenen  Schnitte  von  Kegeln  und  Gylindem 

zweiten  Grades. 

65.  Aufgabe.  Es  ist  der  ebene  Schnitt  eines  Kegels  zweiten 
Grades,  dessen  Leitkegelsohnitt  in  einer  beliebigen  Ebene  liegt,  durch 
ein  Paar  seiner  conjugierten  Durchmesser  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  voraussetzen,  der  Eegel  sei  durch  einen  in  der  Ebene 
LvLi,  (Taf.  VI,  Fig.  65)  (centralprojectivische  Darstellung)  liegenden 
Kegelschnitt,  welcher  durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  aß,  yd  seines 
Bildes  gegeben  sei,  bestimmt ;  der  Scheitel  S  des  Kegels  liege  auf  dem 
Träger  d(p.  Die  schneidende  Ebene  sei  S9  Sb.  Die  Ebenen  L  und  S 
schneiden  sich  in  der  Geraden  dv. 

Ziehen  wir  zunächst  zu  dieser  Geraden  vd  parallele  Tangenten 
an  den  Leitkegelschnitt  aßyd.  Die  Centralprojectionen  dieser  Tan- 
genten sind  die  vom  Fluchtpunkte  v  aus  an  den  Kegelschnitt  €cßyd 
gelegten  Tangenten.  Um  diese  Tangenten,  sowie  deren  BerQhrungssehne 
zu  construieren,  betrachten  wir  den  Kegelschnitt  aßyd  als  affin  mit 
dem  über  aß  beschriebenen  Kreise  ko. 

Ist  yo  So  der  zu  a  /}  senkrechte  Kreisdurchmesser,  so  stellt,  wie 
bereits  bekannt,  yoy  oder  beziehungsweise  ddo  die  Sichtung  der 
Affinitätsstrahlen  dar.  Dem  Punkte  v  entspricht  sonach  affin  der 
Punkt  Vo.  Die  von  Vo  an  ho  gezogenen  Tangenten  berQhren  denselben 
in  ao  und  bo ;  es  werden  daher  die  diesen  Punkten  affin  entsprechen- 
den Punkte  a,,  b^  die  Berührungspunkte  der  von  v  an  den  Kegelschnitt 
aßyd  gezogenen  Tangenten  repräsentieren  und  somit  a^  6^  die  Polare 
des  Punktes  v  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  aßyd  darstellen.  Die 
Geraden  a,  S  und  &|  S  sind  gleichzeitig  die  Berührungserzeugenden  des 
Kegels  mit  jenen  Ebenen,  welche  zur  Schnittgeraden  vd  der  Ebenen 
L  und  S  parallel  sind. 

Eine  natürliche  Folge  des  Vorausgeschickten  ist  auch  die,  dass 
die  Schnittgeraden  dieser  Berühfungsebenen  mit  der  Ebene  St  S,  zwei 
zu  dr,  also  auch  untereinander  parallele  Tangenten  der  gesuchten 
Schnittfigur  sind,  und  dass  daher  die  Verbindungslinie  ihrer  Berüh- 
rungspunkte a  und  b  einen  Durchmesser  des  Kegelschnittes  liefern  wird ; 
der  letztere  wird  sich  offenbar  als  Schnitt  der  Ebene  Sb  5«  mit  der 
Ebene  a^Sb^  ergeben. 

Peiclika,  Daratellende  n.  projectiTo  Qeometrie.   ü.  32 
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Ein  Punkt  dieser  Sehnittgeraden  ist  bereits  det  Punkt  fi,  in 
welchem  sich  die  beiden  Geraden  dv  und  a^b^  treffen.  Legt  man 
ferner  durch  a,  i^  oder  d^v^  und  S  eine  Hilfsebene  R,  so  ergibt 
deren  Bildflächtrace  Hb  mit  St  einen  zweiten  Punkt  d^  als  den 
Durchstoßpunkt  der  gesuchten  Schnittgeraden,  welche  somit  durch 
d^ft  dargestellt  erscheint. 

Die  Strecke  ab  derselben,  welche  von  den  Erzeugenden  Sa^  und 
Ä6,  begrenzt  wird,  repräsentiert  daher  den  früher  genannten  Durch- 
messer des  Kegelschnittes. 

Der  Mittelpunkt  o  des  zu  bestimmenden  Kegelschnittes   ist 

•  

der  Halbierungspunkt  dieses  soeben  festgestellten  Durchmessers.  Die 
centrale  Projection  oder  das  Bild  desselben  wird  sich  demgemäß  un- 
mittelbar als  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  dem  Fluchtpunkte  v 
des  Durchmessers  und  zu  dessen  Endpunkten  a  und  b  ergeben. 

Der  dem  Durchmesser  ab  conjugierte  Durchmesser  geht  selbst- 
verständlich durch  den  Mittelpunkt  o  und  ist  zu  den  Tangenten  in 
den  Endpunkten  a  und  b  des  bezeichneten  Durchmessers  ab  parallel, 
also  auch  parallel  zu  dv.  Die  Projection  desselben  ergibt  sich  mithin 
in  vo.  Die  Endpunkte  c  und  d  des  zu  ab  conjugierten  Durchmessers 
werden  auf  folgende  Weise  bestimmt.  Besagte  Punkte  sind  die  Durch- 
stoßpunkte der  Geraden  vo  mit  dem  Kegel.  Die  durch  vo  und  den 
Kegelscheitel  S  gehende  Ebene  schneidet  die  Ebene  SbSv  in  jener 
Geraden,  welche  v  mit  dem  Punkte  o^  (in  a^b^)  verbindet,  der  sich 
als  Schnitt  der  Geraden  So  mit  StS^  ergibt.  Die  Schnittpunkte  c^  d^ 
der  Geraden  vo^  mit  dem  Leitkegelschnitte  aßyö  erhält  man  auch 
vermittelst  des  dem  letzteren  affinen  Kreises  K^j  wobei  v^o^  der 
Geraden  vo^  affin  entspricht.  Die  Yerbindungsgeraden  c,  S  und  d^  S 
sind  nun  die  Erzeugenden,  in  welchen  der  Kegel  von  der  Ebene  voS 
geschnitten  wird.  Dieselben  begrenzen  beziehungsweise  in  e  und  d 
den  Durchmesser  ot;  des  gesuchten  Schnittes. 

In  der  ümlegnng  um  Sb  in  die  Bildebene  würden  selbstverständ- 
lich ab  und  cd  thatsächlich  als  conjugierte  Durchmesser  des 
Schnittes  erscheinen. 

§.  481. 

66.  Aufgabe,  Ein  Kegel  zweiten  Grades  ist  nach  einer  Hyperbel 
zu  schneiden,  und  ist  letztere  durch  ihre  Asymptoten,  und  die 
Hauptachsen  ihrer  Projection  darzustellen. 

Wir  setzen  voraus,  die  Leitlinie  des  Kegels  sei  eine  in  der  Bild- 
ebene liegende  Ellipse  aßyd  (Taf.  VIT,  Fig.  66).    Der  Scheitel  S  sei 
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auf  einem  Träger  dq)  (in  Parallelprojection)  gegeben,   und  Si,Sf,  sei 
die  schneidende  Ebene. 

Soll  die  vorliegende  Eegelfläche  durch  die  Ebene  55 'S«  nach 
einer  Hyperbel  geschnitten  werden,  so  muss  dieselbe  zu  zwei 
Kegelerzeugenden  parallel  sein;  es  wird  hiernach  eine  Ebene  PbP^f 
welche  parallel  zur  schneidenden  Ebene  SbSv  durch  den  Eegelscheitel 
ß  gelegt  wird;  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  schneiden  müssen. 
Dies  trifft  im  vorliegCDden  Falle  auch  in  der  That  zu,  da  die  Bild- 
flächtrace  Pi,  der  Hilfsebene  P  die  Leitcurve  aßyä  in  zwei  Punkten 
a,  und  &,  trifft;  welche  sich  vermittelst  des  über  aß  beschriebenen, 
zu  aßyS  affinen  Kreises  Kq  ergeben.  Sa^  und  St^  sind  sonach  die 
beiden  Erzeugenden  des  Kegels ;  welchen  eine  zur  schneidenden  Ebene 
SbSt  parallele  Lage  zukömmt 

Die  Tangentialebenen  des  Kegels  längs  der  Erzeugenden  Sa^  und 
So,  besitzen  als  Bildflächtracen  die  Tangenten  TS  und  !Pö  der  Leitcurve 
in  den  betreffenden  Punkten  a,  und  6,.  Dieselben  schneiden  sich 
daher  in  der  Geraden  SP,  welche  den  Kegelscheitel  JS  mit  dem  Schnitt- 
punkte P  dieser  Tangenten  verbindet. 

Die  Schnittgeraden  der  Ebene  SbS„  mit  den  Tangentialebenen 
(S,  Th)  und  (/S,  T^b)  repräsentieren  bekanntlich  die  Asymptoten  der 
Schnittcurve.  Dieselben  ergeben  sich  (wenn  wir  mit  a  und  b  die 
Schnittpunkte  der  Bildflächtrace  Sb  mit  den  Bildflächtracen  T\  und 
T^b  bezeichnen)  als  die  durch  a  und  b  zu  den  BerQhrungserzeugenden 
JSa^  und  Sb^  geführten  Parallelen.  Die  beiden  Asymptoten  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  0,  welcher  auf  der  Geraden  SP  liegen  muss, 
und  den  Mittelpunkt  der  Schnitthyperbel  darstellt. 

Da  diesfalls  zur  Darstellung  die  Parallelprojection  ver- 
wendet wurde,  so  sind  die  Projectionen  aO  und  bO  der  Asymptoten 
auch  gleichzeitig  die  Asymptoten  der  Hyperbelprojectiou.  Halbieren 
wir  demnach  die  Winkel,  welche  dieselben  bilden,  durch  die  Ge- 
raden fift  und  vv,  80  stellen  diese  letztgenannten  Geraden  die  Haupt- 
achsen der  Hyperbelprojectiou  vor. 

um  die  Scheitel  der  Projection  zu  finden,  haben  wir  diejenigen 
Punkte  des  Schnittes  zu  ermitteln,  deren  Projectionen  auf  einer  der 
beiden  Geraden  ^(i  oder  w,  im  vorliegenden  Falle  auf  fifi,  liegen.  Zu 
diesem  Zwecke  betrachten  wir  (i^  als  die  Projection  einer  in  der  Ebene 
SbSv  liegenden  Geraden,  deren  Durchstoßpunkt  mit  der  Bildebene 
somit  jener  Punkt  m  sein  wird,  in  welchem  (ifi  die  zugehörige  Trace 
Sb  trifft.  Durch  diese  Gerade  Om  und  durch  den  Kegelscheitel  S  denken 
wir  uns  eine  Ebene  B  gelegt ,  deren  Bildflächtrace  Rb  nothwendig  die 
Gerade  Pm  ist,  da  P  den  Durchstoßpunkt  der  Geraden  SO  darstellt, 
welche  ft^  in  0  trifft. 

32* 
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Die  Ebene  SPm  schneidet  den  Eegel  in  zwei  Erzeagenden, 
welche  erhalten  werden^  wenn  man  den  Eegelscheitel  iS  mit  den 
Ponkten  Ä^  nnd  J?i,  in  welchen  die  Trace  Pm  den  Kegelschnitt 
aß  yd  trifft,  Terbindet.  Besagte  Schnittpunkte  wnrden  mit  Hilfe  des 
Affinkreises  K^  festgestellt. 

Die  Erzengenden  SÄi  nnd  SB^  treffen  bereits  die  Gerade  ftft 
in  den  gesuchten  Punkten  Ä  und  B,  welche  die  Scheitel  der 
Hyperbelprojection  darstellen. 

Da  die  Asymptoten  bekannt  sind,  so  lässt  sich  mittelst  der- 
selben, als  den  Diagonalen  des  über  den  Achsendpunkten  beschrie- 
benen Bechteckes,  auch  die  imaginäre  Achse  CD  leicht  bestimmen. 

§.  482. 

67.  Aufgabe.  Es  ist  der  ebene  Schnitt  eines  Gylinders  zweiten 
Grades  durch  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  zu  bestimmen. 

Seien  aß  und  yd  zwei  conjugierte  Durchmesser  des  in  der 
Oundebene  (schiefe  Projection)  liegenden  Leitkegelschnittes.  —  Die 
Bichtung  der  Cylindererzeugenden  sei  durch  die  Gerade  (Z«,  l») 
(Taf.  VIT,  Fig.  67  b)  gegeben ;  die  schneidende  Ebene  sei  durch  ihre 
Tracen  St  und  S'g  bestimmt. 

um  auf  die  einfachste  Weise  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser 
des  Schnittes  der  Ebene  S  mit  dem  Cylinder  zu  ermitteln,  wird  man 
die  conjugierten  Durchmesser  aß  und  yS  des  Leitkegelschnittes  direct 
benützen. 

Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  die  Tangentialebenen  des  Gylin- 
ders längs  der  den  Endpunkten.;^  und  d  entsprechenden  Erzeugenden 
yc  und  dd  uotereinander  parallel  sind,  und  zwar  parallel  zu  jener 
Ebene  sind,  welche  durch  aß  und  die  zugehörigen  Erzeugenden  aa 
und  ßb  geht;  so  werden  auch  deren  Schnitte  mit  der  Ebene  S  pa- 
rallele Tangenten  des  ebenen  Cylinderschnittes  darstellen,  und  wird 
mithin  die  Yerbindungsgerade  ihrer  Berührpunkte  c  und  d  schon  ein 
Durchmesser  dieses  Schnittes  sein. 

Dieser  Durchmesser  wird  dem  Gesagten  gemäß  erhalten ,  wenn 
man  die  Schnittpunkte  c  und  d  der  Erzeugenden  yc  und  öd  ver- 
mittelst der  durch  die  letzteren  gelegten  Hilfsebene  hh'g  aufsucht, 
und  dieselben  verbindet. 

In  gleicher  Weise  wird  man  einen  zweiten  Durchmesser  des  Cy- 
linderschnittes finden,  wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Cylindererzeu- 
genden aa  und  ßh  mit  der  Ebene  S  bestimmt.  Letzteres  kann  fol- 
gendermaßen geschehen.  Die  Gerade  aß  ist  die  schiefe  Projection  H*g 
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der  Grundflächtrace  der  durch  die  beiden  Erzeugenden  aa  und  /}  6  ge- 
legten Ebene.  Diese  Ebene  H  schneidet  die  Ebene  iS  in  einer  Geraden, 
welche  durch  den  Schnittpunkt  /^,  ihrer  Grundflächtracen  aß  und  6*g 
geht.  Ein  weiterer  Punkt  des  Schnittes  beider  Ebenen  ist  der  Punkt  o, 
in  welchem  der  Durchmesser  cd  die  durch  o  parallel  zu  der  Erzeu- 
genden gezogene  Gerade  {X,l*)  oder  mo  trifft.  Denn  letztere  Gerade 
liegt  sowohl  in  der  Ebene  der  Erzeugenden  yc  und  Sd^  als  auch  in 
der  Ebene  aa  und  ßly  und  schneidet  die  Ebene  S  in  dem  Punkte  o, 
in  welchem  sie  den  Durchmesser  cd  trifft.  Infolge  der  Parallelität 
von  yCy  mo  und  6d  \%\,  o  der  Halbierungspunkt  des  Durchmessers  cd^ 
also  auch  der  Mittelpunkt  des  ebenen  Cjlinderschnittes.  Den  vorge- 
nannten Durchmesser  erhalten  wir  somit  in  ^gO  und  dessen  Endpunkte 
a  und  h  im  Schnitte  mit  den  den  Punkten  a  und  ß  entsprechenden 
Cjlin  derer  zeugenden. 

Man  kann  jetzt  auch  leicht  nachweisen,  dass  die  beiden  Durch- 
messer ah  und  cd  conjngierte  Durchmesser  des  Cjlinderschnittes  sind. 

Da  nämlich  die  Tangentialebenen  des  Cylinders  längs  der  Er- 
zeugenden aa  und  ßh  untereinander  parallel  und  auch  parallel  zur 
Ebene  der  beiden  Erzeugenden  yc  und  Sd  sind,  so  müssen  auch  ihre 
Schnitte  mit  der  Ebene  Sy  d.  h.  die  Tangenten  des  ebenen  Schnittes 
in  den  Endpunkten  a  und  h  untereinander  parallel  und  parallel  zm  cd 
sein.  Ebenso  werden  umgekehrt  die  Tangenten  in  den  Punkten  c  und 
d  parallel  zu  ah  sein;  es  werden  also  ah  und  cd  conjugierte 
Durchmesser  des  Schnittes  darstellen. 

Da  die  conjugierten  Durchmesser  aß  und  yd  des  Leitkegel- 
schnittes beliebig  gewählt  wurden,  so  gilt  allgemein  der  Satz: 

605,  j^Die  SchniUpunIcte  einer  Ehene  mit  vkr  Cylitidererzengen- 
den,  welche  durch  die  Endpunlcte  irgend  zweier  conjugierter  Durch-- 
messer  des  Leitkegelschnittes  {oder  allgemeiner:  irgend  eines  ebenen 
Schnittes)  gehen,  sind  die  Endpunlcte  ztceier  conjugierten  Durchs 
messer  des  mit  jener  Ehene  resultierenden  Cylinder Schnittes,^ 

§.  483. 

es.  Aufgabe.  Gegeben  ist  ein  Punkt,  ein  Kegel  zweiten  Grades 
und  ein  Kegelschnitt.  Durch  den  gegebenen  Punkt  ist  eine  Gerade 
zu  ziehen,  welche  den  Kegel  berührt  und  den  vorliegenden  Kegel- 
schnitt in  einem  Punkte  trifft. 

Sei  {PP')  (Taf.  VII,  Fig.  67a)  der  gegebene  Punkt;  (5,  &)  der 
Scheitel  des  gegebenen  Kegels,  und  seien  ah  und  cd  die  Achsen 
seiner  Horizontalspur.  Endlich  möge  der  in  der  Ebene  E^Eu  liegende 
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Kegelschnitt  durch  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  a^b^  und  c,  i, 
seiner  Verticalprojection  gegeben  sein. 

Nachdem  die  zu  suchende  Gerade  durch  den  Punkt  (P,  P')  gehen 
und  den  Eegel  {S^ahcd)  berühren  soll,  muss  dieselbe  nothwendig  in 
einer  der  beiden  durch  den  Punkt  (P,  P*)  gehenden  Tangentialebenen 
dieses  Kegels  liegen. 

Construieren  wir  demnach  eine  dieser  Tangentialebenen,  bei^ 
spielsweise  T«  Tk ,  indem  wir  den  Horizontaldurchstoßpunkt  h'  der 
Geraden  (SP,  S'P')  bestimmen,  und  von  demselben  vermittelst  de» 
über  ab  beschriebenen  affinen  Hilfskreises  K^y  an  ab  cd  die  Tan- 
gente t'  fuhren  und  deren  Berührungspunkt  (n,  n')  feststellen.  Be- 
sagte Tangente  f  ist  gleichzeitig  die  fiorizontaltrace  Tk  der  gesuchten 
Kegeltangentialebene  (die  Verticaltrace  T^  wird  auf  bekannte  Weise 
construiert) ,  während  {Sn,S*n')  die  entsprechende  Berflhrungserzeu- 
gende  des  Kegels  darstellt. 

Die  Tangentialebene  T^Tk  schneidet  die  Ebene  Ef,Ek  des  ge- 
gebenen Kegelschnittes  a^b^,  c^d^  in  der  Geraden  {SjS').  Es  ist  an 
und  für  sich  klar,  dass  die  Punkte,  in  welchen  s  die  Verticalprojec- 
tion a,  &pC,  äj  trifft,  die  Verticalprojectionen  jener  Punkte  darstellen» 
in  weichen  die  Ebene  T«  Th  den  gegebenen  Kegelschnitt  schneidet. 

Wir  bestimmen  diese  Punkte  p^  und  p,,  indem  wir  die  Ellipse 
a,b)yO,  ä|  affin  in  den  über  a^b^  beschriebenen  Kreis  jETi®  und  gleich- 
zeitig auch  die  Gerade  s  nach  s^  transformieren. 

Die  Horizontalprojectionen  p\  und  p'^  auf  s^  lassen  sich  un- 
mittelbar aus  p^  und  p^  ableiten. 

Verbindet  man  nun  den  gegebenen  Punkt  (P,  P')  nodt  den  beiden 
Punkten  (/?,,i?'t)  und  {PqiP'^)^  so  erhalt  man  zwei  der  Aufgabe  ent- 
sprechende Geraden  (Zp  l\)  und  (Z,,  ^J.  Denn  einerseits  gehen  dieselben 
durch  (P,  P),  ferner  treffen  die  besagten  Geraden  den  gegebenen 
Kegelschnitt  in  (Pi,p\),  resp.  (p^^p'q),  und  endlich  berühren  (2,,  l\) 
und  {l^  V^ ,  da  sie  in  der  Tangentialebene  T«  Tk  des  gegebenen  Kegels 
liegen,  den  letzteren  in  jenen  beiden  Punkten  (^,,  n\)  und  (^r,,  3(\)y  in 
welchen  sie  die  entsprechende  Berührungserzeugende  (tf,  6')  schneiden. 

Zwei  weitere,  der  gestellten  Aufgabe  entsprechende  Geraden  liefert 
die  zweite  durch  (P,  P')  gehende  Tangentialebene  des  gegebenen  Kegels. 

§.  484. 

Besondere  Beziehungen  zwischen  den  ebenen  Schnitten  der  Kegel  nnd 

Cylinder  zweiten  Grades, 

Im  Vorhergegangenen  wurde  allgemein  nachgewiesen,  dass  zwei 
beliebige  ebene  Schnitte  eines  Kegels  collineare  Curven  sind  in  Bezug 
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auf  den  Eegelscheitel  als  Collineationscentram,  und  die  Schnittgerade 
ihrer  Ebenen  als  Collineationsachse ;  ferner  wurde  auch  dargethan, 
dass  die  Projektionen  zweier  beliebigen  ebenen  Schnitte,  eines  Kegels 
collineare  Curven  sind.  Hierbei  stellte  die  Frojection  des  Kegel- 
scheitels das  CoUineationscentrum^  und  die  Frojection  der  Schnitt- 
geraden  beider  Ebenen  die  Collineationsachse  dar. 

Aus  der  Theorie  der.  CoUineation  ist  aber  bekannt,  dass  irgend 
zwei  Kegelschnitte  jederzeit  als  perspectivisch  collinear  auf- 
gefasst  werden  können,  und  dass  der  Schnittpunkt  zweier  gemein- 
schaftlichen  Tangenten  das  GoUineationscentrum  repräsentiert. 

Die  eben  angefahrten  Eigenschaften  ermöglichen  die  Lösung  der 
nachstehenden  Probleme. 

§.  485. 

69.  Aufgäbe.  Ein  Kegel  zweiten  Grades  ist  durch  eine  zu  er- 
mittelnde Ebene  so  zu  schneiden,  dass  die  Projeotion  der  Schnitt- 
curve  ein  Kreis  wird. 

Der  Kegel  sei  in  centralprojeotivischer  Darstellung  durch  den 
Leitkegelschnitt  K  (Taf.  VII,  Fig.  68)  in  der  Ebene  i^Ifc,  und  durch 
den  Scheitel  8  auf  dem  Träger  8^>  gegeben. 

Die  Tangenten  |  und  y\  von  S  an  £  repräsentieren  die  Contouren 
des  Kegels.  Die  Contourerzeugenden  werden  bekanntlich  von  den  Pro- 
jectionen   aller  auf  dem  Kegel  verzeichneten  Curven   berührt. 

Zeichnen  wir  nun  einen  Kreis  JT, ,  welcher  die  beiden  Contouren 
I  und  it[  tangiert,  sonst  aber  ganz  beliebig  ist,  so  lässt  sich  ohne 
jedwede  Schwierigkeit  nachweisen «  dass  derselbe  immer  als  die  Fro- 
jection eines  bestimmten  ebenen  Schnittes  des  Kegels  betrachtet  wer- 
den kann. 

Da  der  Kegelschnitt  K  und  der  Kreis  K^  die  Gontourerzeugen- 
den  S  und  9}  berühren,  so  sind  dieselben  perspectivisch  collinear 
in  Bezug  zxX S  als  Collineationscentrum. 

Führen  wir  zwei  beliebige  CoUineationsstrahlen  durch  8^  welche 
den  Kegelschnitt  JT  in  a,  d  und  J3,  y^  den  Kreis  £j  dagegen  in  a,,  <¥, 
und  j3|,  T'i  schneiden,  so  sind  die  Punkte  a^  CC| ;  /3,  /^^ ;  y^  y^  und  d,  d^ 
einander  collinear  zugeordnet.  Nebenbei  sei  hier  bemerkt,  dass  man 
diese  Punktepaare  auch  noch  auf  eine  zweite  Weise  einander  collinear 
zuordnen  könne. 

Die  coUinearen  Qeraden  a/}  und  a^^y^  treffen  sich  in  einem 
Punkten  der  Collineationsachse  .ä ;  ebenso  schneiden  sich  die  Geraden 
y8  und  y^S^  in  einem  zweiten  Punkte  9  der  Collineationsachse  A. 
Letztere  ist  somit  vollständig  bestimmt. 
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Ferner  schneiden  sich  die  Geraden  aß  und  yö'm  einem  Punkte  fi, 
welcher  dem  Schnittpunkte  ft^  von  a^  ß^  und  y,  d^  collinear  entspricht, 
also  mit  (i^  auf  einem  durch  S  gehenden  Strahle  liegt. 

Betrachten  wir  weiters  die  CoUineationsachse  Ä  als  die  Central- 
projection  einer  in  der  Ebene  Li,Lv  liegenden  Geraden  dv,  und  den 
Punkt  ^,  sowie  auch  die  Geraden  aß^  yd  als  Projectionen  von  Ele- 
menten, welche  in  der  nämlichen  Ebene  L^L^,  liegen. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nothwendig  auch  Sin  die  Projection  einer 
bestimmten  Geraden  und  der  Punkt /ttj  die  Projection  eines  bestimm- 
ten Punktes  auf  derselben.  Durch  den  letztgenannten  Punkt  kann  nun 
eine  Ebene  E  gelegt  werden,  die  gleichzeitig  auch  die  Gerade  J.^  ent- 
hält. Dies  geschieht  in  nachstehender  Weise. 

Denken  wir  uns  durch  den  Kegelscheitel  S  und  durch  die  Ge- 
rade ytf,  welche  durch  ft  geht  und  deren  Hauptpunkte  v^  und  dt,  im 
Schnitte  von  y  ö  mit  L^  und  Lh  zu  suchen  sind,  eine  Ebene  h  gelegt, 
deren  Bildflächtrace  %&  auf  bekannte  Weise  construiert  wird ,  so  ent- 
hält besagte  Ebene  die  Gerade  S^l   und  folglich  auch  den  Punkt  ft^. 

Da  sich  ferner  die  Geraden  dv  und  (2,  v,  in  q  schneiden,  so  ist 
auch  Qi/b  oder  y^d^  die  Projection  einer  in  der  Ebene  h  liegenden  Ge- 
raden, welche  die  Gerade  dv  schneidet  und  deren  Durchstoß punkt  d^ 
im  Schnitte  derselben  mit  hi,  gefunden  wird. 

Die  durch  dv  und  fi,  gelegte  Ebene  E  wird  mithin  die  Gerade 
dd^  als  Bildflächtrace  Ei,  und  die  zu  (2(2^  durch  v  parallel  gezogene 
Gerade  E^  als  Fluchttrace  besitzen« 

Nun  erübrigt  bloß  noch,  zu  zeigen,  dass  die  Projection  des 
Schnittes  dieser  Ebene  E  mit  dem  Kegel  {8^  K)  keine  andere  ist ,  als 
der  Kreis  K^  selbst. 

Die  Ebene  E^Ej,  schneidet  die  Ebene  L^L^  in  der  Geraden  dt?, 
welche  die  CoUineationsachse  für  den  Leitkegelschnitt  K  und  den 
Schnitt  des  Kegels  mit  der  Ebene  E  darstellt  Das  zugehörige  Col- 
lineationscentrum  wird  durch  S  repräsentiert. 

Wir  wissen  ferner,  dass  sich  solche  Punkte  collinear  entsprechen, 
welche  als  Projectionen  der  Schnittpunkte  eines  beliebigen  durch  S 
gehenden  Strahles  mit  den  Ebenen  E  und  L  auftreten.  Der  Construction 
gemäß  sind  aber  ft  und  ft,  zwei  derartige  Funkte,  daher  wir  durch 
folgenden  Schluss  zum  Ziele  unserer  Betrachtungen  gelangen. 

Die  Projection  des  mit  der  Ebene  E  resultierenden  Schnittes  ist 
collinear  zu  dem  Leitkegelschnitte  K^  in  Bezug  auf  S  als  GoUineations- 
centrum  und  dv  als  CoUineationsachse. 

Dabei  sind  ^  und  ju,  entsprechende  Punkte.  Durch  die  An- 
gabe der  letzteren  ist  aber  die  Collinearfigur  zu  K  ein*deutig 


505 

bestimmt,  und  kami  diese  daher,  wenn  man  auf  die  vorher  ausgeführ- 
ten Constructionen  zurückgreift,    keine  andere  als  der  Kreis  K^  sein. 

Der  letztgenannte  Kreis  K^  ist  somit  die  Projection  des  Schnittes 
der  Ebene  JSbE,  mit  dem  Kegel  (Sp-K")  und  folglich  die  Richtigkeit 
unserer  Behauptung  nachgewiesen. 

§.  486. 

70.  Aufgabe.  £s  Ist  der  Schnitt  eines  geraden  in  orthogonaler 
Projection  dargestellten  Ereiskegels  mit  einer  beliebigen  Ebene  zu 
constmieren. 

Behufs  bequemerer  Untersuchung  und  Durchführung  denken  wir 
ans  die  Projectionsebenen  so  transformiert,  dass  die  kreisförmige  Leit- 
linie (^,  jEC')  des  Kegels  (Ä,  K)  (Taf.  Vü,  Fig.  69)  in  die  horizontale 
Projectionsebene  zu  liegen  kömmt.  Die  Horizontalprojection  /S"  des 
Kegelscheitels  fällt  sodann  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  K' 
zusammen. 

Die  Verticalprojection  des  Scheitels  sei  S  und  Sc  Sh  seien  die 
Tracen  der  schneidenden  Ebene. 

Denken  wir  uns  durch  die  Kegelachse  eine  horizontal  projicierende 
Ebene  ri^  rik  so  gelegt,  dass  dieselbe  gleichzeitig  auch  auf  der  Ebene 
S^  Sh,  also  auf  der  Horizontaltrace  Sh  der  schneidenden  Ebene  senk- 
recht stehe,  so  theilt  diese  den  Kegel  in  zwei  symmetrische  Hälften 
derart,  dass  ihre  Schnittgerade  {m,m*)  mit  der  Ebene  SpSh  auch  eine 
Achse  orthogonaler  Symmetrie  für  den  Schnitt  des  Kegels  mit 
der  Ebene  SpSh,  d.  i.  eine  Hauptachse  des  resultierenden 
Schnittes  darstellt. 

Die  Endpunkte  (a^a^  und  (&,&0  dieser  Hauptachse  ergeben  sich 
im  Schnitte  der  Geraden  (m,  m')  mit  den  in  der  Ebene  i^^i^a  liegenden 
Kegelerzeugenden  (Sa,  S'a')  und  (Ä/S,  S'ß'). 

Der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  ist  der  Halbiernugspunkt 
(o,  o')  der  Achse  {ab,  a'h'\  Durch  den  genannten  Punkt  (o,  o')  geht 
selbstverständlich  die  zweite  Hauptachse  und  nachdem  dieselbe  zu 
(m,  m*)  senkrecht  stehen  muss,  stellt  sie  sich  als  diejenige  durch  (o,  oO 
gehende  Gerade  {n^n*)  dar,  welche  in.  der  schneidenden  Ebene  /fliegt, 
und  zur  Horizontaltrace  Sh  parallel  läuft.  Die  Endpunkte  der  letzt- 
bezeichneten Achse  sind  die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Kegel. 
Behufs  Auffindung  der  letzteren  denken  wir  uns  durch  (n,  n*)  und  den 
Kegelscheitel  (ßy  S')  eine  Hilfsebene  6  gelegt  Die  Horizontaltrace  6h 
dieser  Ebene  muss,  da  (n,  n')  parallel  zu  Sh  ist,  parallel  zu  Sh  sein,  so 
dass  wir  zu  deren  Construction  nur  einen  einzigen  Punkt  benöthigen,  als 
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welchen  wir  den  Horizontaldurchstoßpunkt  h^  der  Geraden  {So,  8'o') 
wählen.  Besagte  Ebene  (S,  6k)  schneidet  den  Kegel  in  zwei  Erzengen- 
den, deren  Horizontalprojectionen  Sy  und  S^d'  sind,  und  welche  die 
Achse  (n,  n^  in  den  Endpunkten  (c,  &)  und  (d,  d')  treffen,  so  dass 
der  Schnitt  durch  seine  beiden  Hauptachsen  (ab,  a^b')  und 
{cd,  &d')  bestimmt  ist. 

§.  487. 

Die  collineare  Beziehung  der  Projectionen  zweier 
ebenen  Schnitte  fuhrt  im  vorliegenden  Falle  zu  einer  sehr  merk- 
würdigen höchst  interessanten  Eigenschaft. 

Da  nämlich  der  Leitkreis  K*  des  Kegels  als  seine  eigene  Ortho- 
gonalprojection  auf  die  horizontale  Projectionsebene  betrachtet  werden 
kann,  so  ist  derselbe  perspectivisch  collinear  mit  der  horizon- 
talen Projection  des  ebenen  Schnittes  {a'b'c'd'). 

Das  Colli neationscentrum  ist  die  Horizontalprojection  S*  des 
Kegelscheitels.  Nachdem  aber  S'  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  K'  ist,  einerlei  welche  Lage  auch  die  schneidende  Ebene  S^Sh 
haben  mag,  so  folgt  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  dass  S'  einer 
der  Brennpunkte  der  Horizontalprojection  a*b*&d'  ist.  Wir 
können  sonach  den  Satz  aufstellen: 

506.  j^Wird  eine  Kreisebene  eines  geraden  Kegels  als  die  Pro^ 
jectionsebene  für  orthogonale  Projectionen  angenommen,  so  liciben 
die  Projedionen  aller  Kegelschnitte  auf  dem  Kreiskegel  einen  gemein^ 
scliaftlichen  Brennpunkt,  Letssterer  fällt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
genannten  Basiskreises  zusammen,^ 

§.  488. 

71.  Aufgabe.  Es  sind  die  Brennpankte  eines  ebenen  Schnittes 
eines  geraden  Kreiskegels  zu  ermitteln. 

Die  Projectionsebenen  denken  wir  uns  wieder  derart  gewählt, 
dass  die  horizontale  Projectionsebene  mit  der  Ebene  des  Leitkreises 
{K,  K")  (Tat  VIII,  Fig.  70)  zusammenftllt,  und  die  yerticale  Projec- 
tionsebene zu  der  schneidenden  Ebene  senkrecht  steht,  so  also,  dass 
die  letztere  als  eine  Yertical-projicierende  Ebene  S^  Sh  dargestellt  erscheint» 

Construieren  wir  jene  zwei  Kreise  c,  und  c^^  welche  sowohl 
die  verticalen  Contouren  Sa  und  Sß  des  Kreiskegels,  als  auch  die 
vertioale  Trace  Sv  der  schneidenden  Ebene  berfihren  und  nehmen  wir 
an,  es  seien  dies  die  Projectionen  zweier  Kreise,  welche  in  der  dxmk 
die  Erzeugenden  (Sa^  S'cc')  und  {Sß,  S*ß')  bestimmten  verticalen  Ebene 
£h  liegen. 
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Denken  wir  nns  nun  die  Erzeugenden  Sa  und  Sßj  sowie  auch 
die  Kreise  c^  und  c,,  um  die  Eegelachse  gedreht,  so  erzeugen  die 
ersteren  den  Ereiskegel  selbst,  die  letzteren  dagegen  zwei  Kugeln, 
welche  den  Kegel  in  den  Parallelkreisen  (i^Vi  une  (i^v^  und  die  Ebene 
SvSh  in  den  Paukten  P,  und  P,  berühren. 

Sei  nun  (M^  M)  irgend  ein  beliebiger  Punkt  des  ebenen  Schnittes, 
{SMsty  S'M'n*)  die  durch  den  bezeichneten  Punkt  gehende  Kegel- 
erzeugende, und  d^8^  der  Frojection  jener  Strecke  derselben,  welche 
durch  die  beiden  Parallelkreise  in^v^  und  ft^i/,  begrenzt  wird,  deren 
wahre  Größe  also  direct  durch  f»t^8  =  ^i^9  bestimmt  wird. 

Die  Erzeugende  SMx  berührt  selbstverständlich  die  beiden  Kugeln 
c,  und  c^  beziehungsweise  in  d^  und  ä^. 

Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  {M,  M*)  mit  den  Berührungs- 
punkten (P,,  P,')  und  {P^^P^')  der  Ebene  SvSh  verbunden,  so  stellen 
diese  Geraden  MP^  und  MP^  offenbar  gleichfalls  Tangenten  der 
Kugeln  c,  und  Cg  dar,  nachdem  dieselben  in  der  Berührungsebene  S 
liegen  und  durch  die  betreffenden  Berührungspunkte  P,  und  P^  gehen. 

Da  aber  bekanntlich  die  Längen  sämmtlicher  von  einem  Punkte 
außerhalb  an  eine  Kugel  gezogenen  Tangenten  zwischen  diesem  Punkte 
und  den  bezüglichen  Berührungspunkten  untereinander  gleich  sind,  so 

folgt,  dass  die  wahre  Länge  MP^  von  (-MP,,  Jf' PjO,  der  wahren 

Länge    von   M8^    und   weiters   die   wahre  Länge   MP^   von 

[MP^,  M'P^')  der  wahren  Länge  von  Md^  gleich  ist,  dass  also 

auch 

MP,  +MP^  =  ii,(i^ 
sei. 

Da  die  Länge  ft, /x^  constant  ist,  und  {P^,  P^^)  und  (P,i  P2') 
zwei  feste  Punkte  in  der  schneidenden  Ebene  sind,  deren  Abstände 
von  einem  beliebigen  Punkte  ( Jlf,  M*)  des  Schnittes  zusammengenommen 
jener  Länge  /tt,  ftj  gleich  sind,  so  folgt,  dass  die  Punkte  P^  und  P, 
die  Brennpunkte  des  Schnittes  darstellen.  Hiemit  ergibt  sich 
der  D a n d e  1  i n'sche  Satz: 

507.  ^Die  Brennpunkte  jedes  ebenen  Schnittes  eines  geraden 
Kreiskegels  sind  die  Herührungspunkte  der  schneidenden  Ebene  mit 
jenen  ewei  Kugeln,  welche  gleichzeitig  atich  den  Kreiskegel  längs 
zweier  Parallelkreise  berühren,^ 

um  die  Brennpunkte  constructiv  möglichst  einfach  zu  be- 
stimmen, wird  man  im  allgemeinen  nicht  die  Kreise  Cj  und  e^,  son- 
dern einen  beliebigen  Kreis  c^  benützen,  welcher  die  Gontouren  Sa 
und  Sß  berührt.  Zieht  man  in  diesem  Kreise  c^  den  zu  S^  senkrechten 
Durchmesser  PiP^j  projicirt  man  ferner  die  Endpunkte  j>,  und  p^  des- 
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selben  von  S  aus,  auf  S^ ,  so  erhält  man  direct  die  Brennpunkte  P^  und 
P^f  wie  aus  der  Ähnlichkeitsbeziehung  der  Kreise  c,,  c^  und 
C3   in  Bezug  auf  S  als  Ähnlichkeitspunkt  leicht  zu  ersehen  ist. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  den  D and eiin'schen  Satz  speciell 
für  den  Fall  bewiesen,  dass  der  Schnitt  des  Kegels  mit  der  Ebene 
SpSh  eine  Ellipse  ist. 

Ebenso  leicht  und  in  voller  Übereinstimmung  mit  dem  Toraus- 
geschickten  Nachweise,  lässt  sich  nunmehr  auch  die  Bichtigkeit  des 
angezogenen  Satzes  fQr  eine  Hyperbel  als  Schnitt figur  darthun. 

Die  beiden  Berührungskugeln  liegen  diesfalls  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  des  Scheitels  S  und  tritt  mithin,  als  alleiniger 
Unterschied,  an  die  Stelle  der  Summe  der  Leitstrahlen  die  Differenz 
derselben,  so  dass  wir  für  den  Hyperbelschnitt: 

MF,  -MP^  =  (i^n^ 

finden. 

Anders  verhält  es  sich  jedoch,  wenn  die  Schnitt  figur  eine 
Parabel  ist,  da  diese  bloß  einen  eigentlichen  Brennpunkt 
besitzt. 

In  BerQcksichtigung  dieses  ümstandes  wird  daher  der  gelieferte 
Beweis,  angewendet  auf  den  Parabelschnitt  eine  Modification  er- 
fahren, welche  sogleich  erörtert  werden  soll. 

Ist  also  (5,  K)  (Taf.  VII,  Fig.  71)  ein  Kreiskegel,  S,Sk  die  den- 
selben nach  einer  Parabel  schneidende  vertical  projicierende 
Ebene,  so  wird  offenbar  deren  Verticaltrace  Sv  zu  einer  der  beiden 
verticalen  Contouren,  allenfalls  zu  Sa  parallel  sein  müssen  und  es  ist 
ßohin  leicht  einzusehen,  dass  sich  bloß  ein  Kreis  c  zeichnen  lässt, 
welcher  Sa  und  Sß  nebst  der  Trace  Sp  berührt. 

Die  diesem  Kreise  c  entsprechende  Kugel  berührt  die  Ebene  S 
in  dem  Punkte  (P,  P')  und  den  Kegel  (jS,  K)  längs  eines  Kreises  ftv, 
dessen  Ebene  ti  die  Ebene  S  in  der  vertical-projicierenden  Geraden 
(2),2>0  schneidet. 

Ist  nun  {M,  M')  ein  beliebiger  Punkt  der  Schnittcurve,'  so  trifft 
die  demselben  entsprochende  Kegelerzeugende  SM  den  Kreis  inv  m. 
Punkte  ($,  und  wird  die  wahre  Größe  von  Md  direct  m  mv  er- 
halten, wobei  sich  m  im  Schnitte  von  Sv  mit  der  durch  M  parallel 
zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  Mm  ergibt.  Da  ferner  S^  und  Sv 
zwei  gegen  die  Grundlinie  gleichgeneigte  Gerade  sind^  so  ist  mv^MD, 
und  es  wird  sonach  die  wahre  Größe  von  Md  durch  MD  dargestellt. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  Verbindungsgerade  MP  die 
Kugel  c  in  P  berührt^  und  demgemäß  die  wahre  Größe  von  MP 


609 

gleii^b  der  wahren  Größe  von  M8y  d.  h.  gleich  MD  ist,  so 
ist  auch  sichergestellt,  dass  jeder  Punkt  {M,  M*)  des  Schnittes  von 
einem  in  der  Ebene  8^  Sk  liegenden  festen  Punkte  (P,  P')  ebenso  weit 
absteht,  wie  von  einer  in  derselben  Ebene  liegenden  festen  Geraden 
(D^B'),  oder  mit  anderen  Worten,  die  Schnittcurve  ist  eine  Parabel 
mit  dem  Brennpunkte   (P, PO  und  der  Directrix  {D^B'). 

Kehren  wir  nun  die  Frage  um  und  suchen  wir  den  geometri- 
schen Ort  der  Scheitel  aller  geraden  Ereiskegel,  welche 
durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  gehen. 

Wählen  wir  diesbezüglich  den  Kegelschnitt  27  (Taf.  VIII,  Fig.  72), 
dessen  Brennpunkt sachse  AB  ist,  und  dessen  Brennpunkte 
JPj  und  Fg  seien,  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegend,  und 
denken  wir  uns  die  verticale  Projectionsebene  durch  die  Achse  AB 
desselben  gehend. 

Schlagen  wir  nun  einen  im  Vergleich  zu  dem  Vorhergehenden 
entgegengesetzten  Weg  ein. 

Denken  wir  uns  nämlich  einen  beliebigen  Kreis  c  gezeichnet, 
welcher  die  Achse  AB  des  Kegelschnittes  2  in  einem  der  beiden 
Brennpunkte ,  etwa  in  F^ ,  berührt ,  und  an  diesen  Kreis  c  die  Tan- 
genten von  A  und  B  gezogen ,  so  stellen  die  letzteren ,  dem  vorher- 
gehenden Satze  gemäß,  die  verticalen  Contouren  eines  Kegels 
dar,  während  deren  Schnittpunkt  3  den  Scheitel  desselben  repräsentiert. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  der  Scheitel /S  bei  Änderung  des  Kreis- 
radius Q  eine  Curve,  und  zwar  einen  Kegelschnitt,  beschreiben 
wird,  wie  der  nachfolgenden  Betrachtung  entnommen  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  AS  und 
BS  mit  r  und  s,  so  ist  selbstverständlich 

Sr  =  Ss',  Ar  =  AF^]  Bs  =  BF^, 
und  folglich: 

BS  —  AS  =  BF,—AF,. 

Nachdem  aber  auch 

AF,  =BF^ 
ist,  so  folgt 

BS  —  AS—F^F^  =  constant ; 

d.h.  der  geometrische  Ort  des  Scheitels  ist  eine  Hyperbel, 
deren  Scheitel  F^  und  F^^  und  deren  Brennpunkte  A  und  B  sind. 

Wäre  der  gegebene  Kegelschnitt  2  als  Hyperbel  oder  Pa- 
rabel vorausgesetzt  worden,  so  hätte  man  in  gleicher  Weise  als  Ort 
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des   Scheitels   beziehungsweise  eine  Ellipse  oder  eine  Parabel 
erhalten.    Hiernach  kann  der  Satz  aufgestellt  werden: 

508.  j^Ber  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  geraden  Kreis- 
Tcegel^  welche  einen  gegebenen  Kegelschnitt  enthalten^  ist  wieder  ein 
Kegelschnitt^  dessen  Ebene  auf  der  Ebene  des  gegebenen  Kegds 
senkreckt  s^eht  und  dessen  Brennpunkte  die  Scheitel  des  gegebenen 
Kegelschnittes  sind,  tmd  umgekehrt.  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine 
Ellipse  y  Hyperbel  oder  Parabel  ^  so  ist  d-er  Ort  des  Scheitels  bezie' 
hungsweise  eine  Hyperbel^  eine  Ellipse  oder  eine  Parabel,*^ 

§.  489. 

Ziehen  wir  nun  einen  sogenannten  „schiefen  Kreiskegel^, 
d.  h.  einen  Kegel,  dessen  Leitcurve  ein  Kreis  ist,  dessen  Scheitel  aber 
nicht  in  der  im  Mittelpunkte  des  letzteren  auf  die  Kreisebene  errich- 
teten Senkrechten  liegt,  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen. 

Vor  allem  wollen  wir  diesbezüglich  nachweisen,  dass  ein  solcher 
Kegel  keine  besonderen  Eigenschaften  vor  irgend  einem  beliebigen 
Kegel  zweiten  Grades  voraus  hat,  sondern  immer  nur  als  ein  solcher 
betrachtet  werden  kann. 

Wir  haben  bereits  gezeigt,  dass  jeder  Kegel  zweiten  Grades  drei 
Hauptachsen  besitzt  oder  dass  sich  jederzeit  eine  Ebene  finden 
lässt,  welche  den  Kegel  nach  einem  Kegelschnitt  schneidet,  dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  Scheitel  verbunden,  eine  Gerade  liefert,  welche 
auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht. 

Um  nachzuweisen,  dass  das  Gleiche  auch  für  den  schiefen 
Kreiskegel  gilt,  denken  wir  uns  die  kreisförmige  Leitlinie 
(Jf .  K)  (Taf.  VIII,  Fig.  73) ,  in  der  horizontalen  Projectionsebene  lie- 
gend, während  wir  die  verticale  Projectionsebene  so  wählen,  dass 
dieselbe  zur  Verbindungsgeraden  des  Kegelscheitels  S  mit  dem  Mittel- 
punket  0*  des  Leitkreises  parallel  läuft. 

Diejenige  Ebene  «*,  welche  parallel  zur  verticalen  Projections- 
ebene durch  die  genannte  Verbindungsgerade  gelegt  wird,  theilt  den 
schiefen  Kreiskegel  in   zwei   orthogonal-symmetrische  Theile. 

In  der  genannten  Symmetrieebene  liegen  auch  die  Contour- 
erzeugenden  Sa  und  S6,  deren  Winkel  wir  uns  durch  die  Gerade 
(Z,  Z')  halbiert  denken. 

Legen  wir  nun  senkrecht  auf  {Z,  Z')  eine  Ebene  E^Eh  (die 
offenbar  vertical-projicierend  sein  wird),  und  bestimmen  deren  Schnitt 
mit  dem  Kegel. 
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Da  die  Ebene  £a  eine  Symmetrieebene  des  Kegels  ist  und  die 
sehneidende  Ebene  E^Eh  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  ist  auch 
die  Schnittgerade  (m,  m')  dieser  beiden  Ebenen  eine  Achse  orthogo- 
naler Symmetrie  für  die  Schnittcurve  des  {[egels  mit  der  Ebene 
EvEh,  d.  i.  eine  Ha.uptachse  des  sich  als  Schnittcurve  er- 
gebenden Kegelschnittes. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die  Schnittpunkte  {Ä,  A^)  und 
(JS,  B')  mit  den  Erzeugenden  Sa  und  Sb,  Der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes ist  der  Halbierungspunkt  (0,  0')  der  Strecke  {AB^A'B^, 
und  als  solcher,  vermöge  der  ausgeführten  Gonstructionen,  ein  Punkt 
der  Geraden  (Z,  Z').  Durch  (0, 0')  geht  somit  die  zweite  Hauptachse 
des  Kegelschnittes,  und  wird  dieselbe,  da  sie  zu  {AB^  A'B')  senkrecht 
stehen  muss,  durch  die  vertical-projicierende  Gerade  (w,  n')  dargestellt 
erscheinen.  Die  Endpunkte  derselben  ergeben  sich  vermittelst  der 
durch  (n,  n')  und  {S,  S')  gelegten  (vertical-projicierenden)  Hilfsebene 
ÄpÄft,  welche  den  Kegel  in  den  Erzeugenden  {Sy,  S^y')  und  (Sd,  S^d*) 
schneidet,  die  ihrerseits  (w,  n')  in  den  gesuchten  Punkten  (C,  0'),  {D^D') 
treffen. 

Dieser  Construction  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass-  es  unter 
allen  Umständen  möglich  sei,  einen  schiefen  Kreiskegel  in  einen 
geraden  elliptischen  Kegel  zu  verwandeln,  d.h.  dass  es 
immer  möglich  ist,  eine  Ebene  zu  ermitteln,  welche  den  schiefen 
Ereiskegel  nach  einem  Kegelschnitt  trifft,  dessen  Mittelpunkt 
mit  dem  Kegelscheitel  verbunden,  eine  Gerade  ergibt, 
welche   auf  der  schneidenden  Ebene  senkrecht  steht. 

Bestimmt  man  die  Hauptachsen  dieses  Kegelschnittes  {AB^  A'B') 
und  (CD,  OD')  (Taf.  VIII,  Fig.  73),  und  zieht  durch  den  Kegelseheitel 
{S,  S*)  parallele  Gerade  (X,X')  und  ( Y,  Y')  zu  denselben,  so  bestimmen 
diese  im  Vereine  mit  der  früher  gefundenen  Geraden  (Z,  Z')  das 
System  der  drei  Hauptachsen  des  Kegels. 

Es  folgt  hieraus,  dass  sich  ein  schiefer  Kreiskegel  von  einem 
geraden  elliptischen  Kegel  nicht  wesentlich  unterscheidet.  Diese  Be- 
hauptung dörfte  durch  die  Lösung  und  graphische  Durchführung  der 
nachstehenden  Aufgabe  vollkommen  gerechtfertigt  werden. 

§.  490. 

72.  Aufgabe,  Ein  gerader  elliptischer  Eegel  ist  durch  eine  zu 
ermittelnde  Ebene  nacli  einem  Kreise  zu  schneiden. 

Indem  wir  diesfalls  die  orthogonale  Projection  als  Darstellungs- 
methode wählen,  nehmen. wir  gleichzeitig  die  horizontale  Projections- 
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ebene  so  an,  dass  dieselbe  zu  zwei  Hauptachsen  des  darzustellenden 
Kegels  parallel  wird,  dass  also  der  Kegelschnitt  (K,  K)  (Taf.VIII,  Fig.  74) 
in  der  horizontalen  Projectionsebene  die  Leitlinie  des  Kegels  vorstelle 
und  die  durch  seinen  Mittelpunkt  (0,  0')  geführte  horizontal-projicie- 
rende  Gerade  den  Kegelscheitel  (ß^  S^  enthalte. 

Die  verticale  Projectionsebene  setzen  wir  parallel  zur  kleinen 
Achse  {AB,  A*B*)  des  Leitkegelschnittes  (Z*,  K')  voraus.  Die  verticalen 
Contouren  des  Kegels  sind  sonach  SA  und  SB, 

Bestimmen  wir  weiters  auch  die  Contouren  S"  C"  und  ^S""  D"  des 
Kegels  in  der  Kreuzriss-  oder  Profilprojection,  und  schreiben  wir  der 
Kegelfläche  daselbst  einen  Kreis  c"  ein,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  o" 
auf  S''  0"  sein  möge.  Den  entsprechenden  Punkt  ©  in  der  Vertical- 
projection  nehmen  wir  als  Mittelpunkt  eines  zweiten  Kreises  c^  an, 
der  den  nämlichen  Badius  wie  c**  besitze. 

Der  Kreis  c^  schneidet  die  Contourerzeugenden  SA  und  SB  in 
den  Punkten  a,  b,  a^  und  h^ ,  welche  diagonal  mit  einander  verbunden 
zwei  Geraden  ah  und  a,&, ,  oder  beziehungsweise  £^  und  E?^^  be- 
stimmen. Die  letztgenannten  Geraden  repräsentieren  die  Verticaltracen 
zweier  vertical-projicierenden  Ebenen  J5*  und  JE?,  welche  den  Kegel 
nach  Kreisen  schneiden. 

Um  diese  Behauptung  nachzuweisen,  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an.  Der  Kreis  c"  berührt  die  Contourerzeugenden  8"C" 
und  S*'D**  in  w"  und  n".  Die  sich  so  ergebende  Berührungssehne 
m''  n*'  ist  einerseits  horizontal  und  andererseits  die  Polare  des  Punktes 
S**  in  Bezug  auf  c".  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  vier  Punkte 
8^f  X**,  o"  und  y",  wenn  wir  mit  x'%  y*\  o"  die  Schnittpunkte  von 
S*'0**  mit  dem  Kreise  c"  und  der  Polare  m*'n"  bezeichnen,  har- 
monisch sind. 

Projicieren  wir  die  genannten  vier  Punkte  S'\  x**,  y'*  und  o"  auf 
die  Gerade  SO  durch  Parallele  zur  Grundlinie,  so  erhalten  wir  da- 
selbst die  ebenfalls  harmonischen  vier  Punkte  S^  Xy  y  und  o. 

Da  die  Punkte  x  und  y  der  Construetion  gemäß,  gleichzeitig 
auch  auf  dem  Kreise  Cj  liegen,  so  muss  o  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  SO  mit  der  Polare  des  Punktes  S  in  Bezug  auf  den  Kreis  e^ 
darstellen  und  als  solcher,  vermöge  der  Vierecksconstruction  aha^\^ 
gleichzeitig  mit  dem  Schnittpunkte  von  ah  und  a^&i  zusammenfallen. 

Außerdem  ist  infolge  der  Gleichheit  der  Badien  der  beiden 
Kreise  c,  und  c"  und  der  gleichen  Lage  der  Punkte  o  und  o",  nach 
einem  bekannten  elementaren  Satze  aus  der  Kreislehre: 


ao.ho  =  w«ö"^ 
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.  Nach  dieser  VorbetiaelitaBg  waUen  wir  bqh  den  Solmitt  des 
Segels  mit  der  Ebene  Ef^E'k  einerseits  bestin&men  und  anderer- 
seits ndher  nntersnoben. 

Die  verticale  Ebene,  welche  durch  die  kleine  Achse  {AB^  A^B*) 
des  Kegele  geflhrt  wurde,  ist  eine  Sjmoietrieebene  des  letzteren,  und 
da  die  schneidende  Ebene  E*  anf  derselben  senkrecht  steht^  wird  die 
Schnittlinie  {s,  s')  dieser  beiden  Ebenen  gleichfalls  eine  Achse  erthogo« 
naler  Symmetrie  ffir  die  Schnittearve  des  Kegels  mit  der  Ebene  B' 
repräsentieren,  d.  L  eine  Hauptachse  dieser  Car?e  eein. 

Die  Endpunkte  derselben  ergeben  sich  in  a  und  b. . 

Eine  zu  dieser  Hauptachse  srakrechte  Sehne  der  Schnittcurre 
ist  die  durch  den  Punkt  o  gehende  vertical-projicierende  Gerade  mn. 
Die  wahre  Länge  m"  n"  dieser  Sehne  ergibt  sich  direct  aus  der  Kreuz- 
riss-Projection  m^n"  derselben. 

Denken  wir  uns  nun  den  als  Schnittcurve  mit  der  Ebene  E* 
resultierenden  Kegelschnitt  um  seine  Achse  ab  so  lange  gedreht, 
bis  derselbe  parallel  zur  Bildebene  wird,  so  stellt  sich  nach  vollzogener 
Drehung  die  vorgenannte  Sehne  desselben  als  die  im  Punkte  o  zu  ab 
senkrechte  Gerade  /iv  dar,  wobei  ^0  =  1/0  =  m" 0"  =  n"o"   ist. 

Der  Kegelschnitt  ist  also  bestimmt  —  und  zwar  ein-deutig 
bestimmt  —  durch  die  eine  Hauptachse  ab  und  durch  zwei  gegen 
dieselbe  symmetrisch  gelegene  Punkte  fi  und  v. 

BerQcksichtigen  wir  jedoch,  dass 

ao.bo  =^  vo^  =  fio^ 

ist,  d.  h.  dass  die  Punkte  (i  und  v  auf  dem  über  ab  als  Durchmesser 
gezeichneten  Kreise  liegen,  so  ist  klar^  dass  dieser  Kreis  K^  mit  dem 
Kegelschnitte  zusammenfällt,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Ebene 
E\E*k  den  Kegel  nach  einem  Kreise  schneidet. 

Das  Gleiche  gilt  selbstverständlich  auch  von  der  Ebene  E^^E^k* 

Es  folgt  somit  der  Satz: 

609.  j^Ein  gerader  Kegel  zweiten  Grades  besitzt  jederzeit  zwei  Pa^ 
rallelscharen  von  Ebenen^  welche  denselben  nach  Kreisen  schneiden. 
Diese  beiden  Scharen  von  Ebenen  sind  parallel  zur  großen  Achse 
des  LeitJcegelschnittes  und  die  Ebenen  der  beiden  Scharen  schließen 
mit  der  Ebene  des  Leiikegelschnittes^  mithin  auch  mit  der  zu  dieser 
Jlauptebene  senkrechten  Kegelachse  gleiche  Winkel  ein.^ 

§.  491. 
Die  beiden  Scharen  von  Ebenen,  welche  den  Kegel  nach  Kreisen 
schneiden,  werden  die  »Kreisschnittsebenen«  genannt. 

PcBChkft,  Dai8t«Uende  n.  projcctire  Qeometrie.  II.  33 
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Jene  beiden  Ebenen,  welche  insbesondere  parallel  zu  den 
Ereisschnittsebenen  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gelegt 
werden,  nennt  man  die  „cyklischen  Ebenen^  oder  kurz  die  „Kreis- 
ebenen^  des  Kegels. 

Besagten  Ebenen  kömmt  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  zu, 
welche  übrigens  nur  eine  unmittelbare  Folge  der  allgemeineren,  in 
Satz  495)  bereits  ausgesprochenen  Eigenschaft  ist. 

Dem  angezogenen  Satze  zufolge  sind  nämlich  alle  Paare  conju- 
gierter  Durchmesser  eines  Kegels  zweiten  Grades,  welche  in  ein  und 
derselben  Durchmesserebene  liegen,  parallel  zu  den  Paaren  con- 
jugirter  Durchmesser  desjenigen  Kegelschnittes,  in  welchem  der  Kegel 
von  einer  zu  jener  Durchmesserebene  parallelen  Ebene  geschnitten  wird. 

Ist  die  Durchmesserebene  speciell  eine  „cyklische  Ebene'' 
des  Kegels,  so  schneidet  eine  zu  derselben  parallele  Ebene  den  Kegel 
in  einem  Kreise,  und  da  sämmtliche  conjugierte  Durchmesser  eines 
Kreises  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  gilt,  dem  oben  angefahrten 
Satze  gemäß,  dasselbe  auch  von  den  zu  ihnen  durch  den  Kegelscheitel 
parallel  gezogenen  Geraden,  d.  i.  von  den  Paaren  conjugierter 
Kegeldurchmesser  in  der  cjklischen  Ebene. 

Es  folgt  mithin  der  Satz: 

510.  j^Sämmtliche  "Paare  conjugierter  Durchmesser  eines  Kegels 
zweiten  Grades  in  einer  der  beiden  cyJdischen  Ebenen  sind  rechte 
winUig."' 

Ist  der  Kegel  ein  gerader  Kreiskegel,  so  fallen  die  beidea 
cyklischen  Ebenen  in  eine  und  dieselbe  Ebene  „die  Hauptebene 
des  Kegels''  zusammen. 

Analog  den  beiden  Kreisebenen  eines  Kegels  zweiten  Grades  — 
als  derartigen  Durchmesserebenen,  in  welchen  die  Involutionen  conju- 
gierter Durchmesser  „rechtwinklige*^  sind  —  gibt  es  auch  für  jeden 
Kegel  zweiten  Grades  zwei  besondere  Durchmesser,  welche  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  je  zwei  einander  conjugierte  Durchmesser- 
ebenen, welche  durch  einen  solchen  Durchmesser  gelegt  werden,  auf 
einander  senkrecht  stehen,  dass  mithin  die  Ebenen-Involutionen 
conjugierter  Durchmesserebenen ,  deren  Achsen  jene  beiden  besonderen 
Durchmesser  repräsentieren,  r^r echtwinklig e«  sind. 

Diese  beiden  Durchmesser,  welche,  wie  leicht  einzusehen  ist,  in 
einer  Hauptebene  liegen  müssen,  pflegt  man  aus  nachstehendem  Grunde 
die  nFocalgeraden<<  des  Kegels  zu  nennen. 

Legt  man  zu  einer  der  Focalgeraden  /*,  eine  senkrechte  Ebene  E, 
80  schneidet  diese  die  Bechtwinkel-EbeneninvolutioD;  deren  Achse  f^  ist, 
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in  einer  Bechtwinkel-Strahleninyolntion,  deren  Scheitel  der  Scbnittpunkt 
jF\  von  f^  und  E^  ist ;  den  Kegel  dagegen  in  einem  EegelBchnitte  K. 

Da  bekanntlich  die  obgenannte  Bechtwinkel-Involntion  in  der 
Ebene  E^  auch  eine  Polar-Involution  des  Kegelschnittes  K 
vorstellt,  so  ist  f^  ein  Brennpunkt  Ton  JT. 

Nach  PIficker  wird  ein  Kegel,  dessen  Schnitt  mit  einer  zu 
seiner  Focalgeraden  senkrechten  Ebene  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  ist,  ein  Tfelliptischer«,  nhyperbolischer«,  oder  bezie« 
hungsweise  ein  »parabolischer«  Kegel  genannt. 

§.  492. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  nur  von  einem  geraden  elliptischen 
Kegel  gesprochen,  und  die  Existenz  der  Kreisschnittsebenen  auf  dem- 
selben nachgewiesen. 

Wir  wissen  aber  (nach  §.  474),  dass  jedem  beliebigen  Kegel  zweiter 
Ordnung  ein  System  von  drei  Hauptachsen  entspricht,  d.  h.  dass  jeder 
beliebige  schiefe  elliptische  Kegel  in  einen  geraden  elliptischen  Kegel 
verwandelt,  und  mitbin  auch  nach  Kreisen  geschnitten  werden  kann. 

Den  Beweis  hiefQr  können  wir  nunmehr  in  einer  strengeren 
Form  liefern.  Gleichzeitig  werden  wir  hierbei  die  zur  Ermittelung 
der  Hauptachsen  erforderlichen  ConstructiOnen  näher  kennen  lernen. 

Bevor  wir  jedoch  auf  die  Discussion  der  gestellten  Aufgabe  über- 
gehen, seien  noch  einige  dabei  zur  Verwendung  gelangende  Hilfssfttze 
nachgewiesen. 

511a).  y^Bewegt  sich  ein  Winkel  von  constanter  Größe  derart, 
dass  einer  seiner  SchenJcel  siets  durch  einen  festen  Punkt  F  geht, 
und  sein  Scheitel  sidh  auf  einer  festen  Geraden  t  fortbewegt,  so  um- 
hallt  der  zweite  Schenkel  eine  Parabel,  welcJie  die  nämliche  Gerade  t 
als  Tangente  besitzt   und   deren  Brennpunkt   der  feste  Punkt  F  ist.*^ 

Sei  t  (Taf.  VIII,  Fig.  75a)  die  feste  Gerade,  F  der  feste  Punkt; 
eine  beliebig  gewählte  Lage  des  gegebenen  Winkels  cd  sei  Fmn;  m 
sei  der  Scheitel  desselben. 

Denken  wir  uns  femer  den  Punkt  m  auf  t  so  lange  fortbewegt, 
bis  die  Gerade  Fm  mit  t  den  Winkel  Fm^  m  ==  Fmn  =  oi  einschliesst, 
so  ist  in  dieser  Lage  offenbar  t  selbst  der  zweite  Schenkel  des  besagten 
Winkels,  also  eine  Tangente  der  Enveloppe» 

Ziehen  wir  ferner  auch  die  Gerade  Fr  senkrecht  zu  t,  und  ver- 
zeichnen daselbst  den  Winkel  JPrn  =  m,  dessen  zweiter  Schenkel  die 
Gerade  mn  oder  aj3  in  n  schneidet. 

Verbinden  wir  weiters  noch  F  mit  n,  so  erhalten  wir  ein  Viereck 
Frmn,    in   welchem   die   Winkel    Frn    und    Fmn    untereinander 
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und  dMi  Mistanteii  Winkel  le?  glei^  sind.  Man  tomn  dalier  tÜM^m 
Viereck  JPrmn  einen  Erein  K  ntnschreiben.  In  diesem  Kreise  isfr 
der  Winkel  Frm,  der  ToraTi8set2niBg  und  der  Oonstmetion  gemäße 
gteieb  90^;  es  mnse  Bomit  Mth  der  Winkel  Fntn  gleicli  90^  «ein. 

Bezeichnen  wir  die  Gerade  rn^  welche  der  Constniction  zufolge 
gleichfalls  eine  Tangente  der  Enveloppe  ist,  kurz  mit  T^  so  finden 
wir,  dass  auoh  jede  andere  Tangente  mn  der  Curve  die  feste  Tangente  T 
ih  einem  Punkte  n  schneiden  mftsse,  welcher  der  Fußpunkt  des  von 
J^  auf  mn  gefällten  Perpendikels  ist. 

Jene  Curve,  welche  diese  Tangenteneigenschaft  besitzt,  ist  aber 
bekanntlich  eine  Parabel,  für  welche  F  den  Brennpunkt  und  T 
die  Scheiteltangente  vorstellt. 

Selbstverständlich  ist  die  ursprünglich  gegebene  feste  Oerade  t 
ebenfalls  eine  Tangente  der  bezeichneten  Parabel.  Hiemit  ist  der  ob- 
verlangte  Nachweis  geliefert. 

511.  h)  y^Älle  gleichseitigen  Hyperbeln,  toelche  durdh  drei  feste 
Funkte  gehen,  gehen  auch  durch  den  Höhenschnittpunkt  des  van  diesen 
drei  Punkten  gebildeten  Dreieckes.^ 

Die  drei  gegebenen  Punkte  seien  A,  B,  C  (TbL  YIII,  Fig.  75»), 

.  Da  die  wesentliche  Eigenschaft  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
dariki  besteht«  dass  deren  Asymptoten  auf  eiaander  senkrecht  stehen, 
so  wird  im  vorliegenden  Falle  eine  von  den  Bnendlioh  vielen  gleich«» 
seitigen  Hyperbeln,  welche  durch  Ä^  J?,  C  gehen,  bestimmt  seil!, 
wenn  man  die  Sichtung  einer  ihrer  Asymptotoi  kennt. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  duroh  A  einen  beliebigen 
Stniil  u  gezogen,  welcher  die  Richtung  der  einen  Asymptote  vor^ 
stellen,  dessen  unendlich  femer  Punkt  also  der  Hyperbel  angehdre» 
soll.  Die  Richtung  der  zweiten  Asymptote  ist  sodann  dnrch  den  Strahl  v 
gegeben,  der  durch  A  senkrecht  zu  u  gel&hrt  wird. 

Hiemadi  ist  die  Hyperbel  vollständig  bestimmt^  indem  fünf 
Punkte  derselben,  das  sind  A^  jß,  C  und  die  unendlich  fernen  Punkte 
von  u  and  v,  als  groben  vorliegen.  Es  kann  daher  die  besagte  Hyperbel 
vermittelst  zweier  projectivischer  Strahlenbüschel  erzeugt  werden» 

Wählen  wir  die  Punkte  A  und  B  als  Scheitel  der  beiden  Büschel, 
und  ziehen  wir  dureh  B  die  Strahlen  ii,  und  v^ ,  beziehungsweise 
parallel  zu  u  und  t;,  so  erhalten  wir  die  projectivischen  Strahlen- 
büschel A  und  B  durch  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  (u,  tij; 
(v,  v^)  und  (c,  cj  fixiert. 

Zieht  man  nun  den  Strahl  x  durch  A  senkrecht  auf  c^  und  um-, 
gekehrt  x^  durch  B  senkrecht  zu  c,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  dass' 
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di^aa  StraUen  x  mi4  Xi   in  <kA  Imä^m  StnümeAbttoohdlft  4  wd  J? 

Infolge    des  wechselseitigen  anfeinaBder  seskreelit  SteheM  ist: 

-4-  (uz)  M-<*  (f?,  «i);.  -4  (««)  »  ^  (Wj C|) ; 
-«^  (i«  c)  ?»  -*^  (fi  a?|)  nnd  -4^  («c)  =3  -^  (*^i^)» 

Nimmt  man  ferner  in  den  Bflscheln  A  und  B  die  Strahlen  u  and  t?, 
beziehungsweise  u^  und  t;,  als  Fixstrahlen;  c  beziehungsweise  c^  als 
ersten  Theilstrahl,  und  x  oder  beziehungsweise  x^  als  zweiten  Theil- 
strahl  an,  so  ergeben  sich  die  beiden  Doppelverhftltnisse : 

/•^««^\  -^  ^^^  ^^^^  .  ^'»  (^^) 
^         '        5m  (t?  c)      5»n  (va;) 

und 

•     *■**'       5tn(t7|C,)      5m(f7|X|) 

Substituiert  man  in  dem  zweiten  Doppelyerhältnisse  die  ent- 
sprechenden gMchea  Winkel,  so  erhilt  man: 

,  .        sin  (u^  c,)     sin  (u.  a;,) 

villi/       sm  (v^c^)      $%n(v^x^) 

sin  (vx)  ^  $in(pe) 

~  sin  {nx)  *  sin  (uc} 

nad  ctoroh  bloße  ümstettug  weiter  gleich 

.  .        sin  (uc)      sin  (ux) 

(W|  V.  C.  X.)  =5;  —.-4 — f   :  -: — ) — f , 
villi/  g^  ^^^y       ^^  ^^^j 

welches  Ergebnis  nichts  anderes  aussagt,  als  dass: 

(w,  t?,  c,ä:|)  =  {uvcx) 

ist,  oder  diss  sich  die  beiden  Strahlen  x  und  x^  in  den  beiden 
BQscheln  entsprechen,  und  demgemäß  ihr  gegenseitiger  SchnitH>i|Bkt 
X  ein  Funkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist. 

Weil  aber  x  senkrecht  auf  £0,  und  x^  senkrecht  auf^C  steht, 
so  ist  der  Punkt  X  gleichzeitig  der  Höhenschnittpunkt  des  Drei- 
eckes ABC. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Richtung  der  Asymptote  durch  die 
¥rillk^liehe  Annahme  des  Strahles  u  ganz  unbestimmt  gelassen  wurde, 
so  findet  man,  dass  das  Resultat  von  der  Sichtung  der  Asymptoten 
ganz  und  gar  unabhängig  sei,  dass  also^  alle  gleieh  zeitigen  Hy- 
perbeln, welche  durch  die  drei  Punkte  Ay  By  G  gehen ,  auch  den 
Höhenschnittpunkt  X  des  Dreieckes  J.£C' enthalten  werden. 

511c).  y^  Zieht  man  durch  »wel  Ptmktß  einer  Hyperbel  eine 
Parallele  zu  je  einer  Asymptote  ^    wui    mrbindct  den  Schnittpunkt 
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dieser  Parätlelen  mit  dem  Mittelpwnkle  der  durch  die  ewei  gegebenen 
Punkte  repräsentierten  Sehne  ^  so  geht  die  Verbindungslinie  durch 
den  Mittelpunkt  der  HyperbdJ^ 

Sind  X  und  y  (Taf.  YIII,  Fig.  76)  die  Asymptoten  der  Hyperbel, 
a  und  b  zwei  Punkte  der  Hyperbel,  und  schneidet  die  Gerade  ah 
die  Asymptoten  beziehungsweise  in  a  und  /},  so  ist  bekanntlich 
aa  =  bj3. 

Ist  m  der  Halbierungspunkt  yon  ab,  so  ist  derselbe  nothwendig 
auch  der  Halbierungspuukt  von  aß, 

Verbindet  man  m  mit  dem  Mittelpunkte  o  der  Hyperbel  und 
zieht  durch  a  eine  Parallele  a  o  zu  der  einen  Asymptote  x ,  welche 
om  in  CD  treffen  möge,  so  ist 

Od  :  cum  =  aa  :  am. 
Da  aber  aa  =  bß  und  am  =  bm  ist;  so  wird  auch 

om  :  <om  =  ßb  :  bm^ 

es  muBs  also  mb  zur  zweiten  Asymptote  y  parallel  sein« 

511  d).  ^Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln  ^  wdche 
durch  drei  Punkte  Aj  Bj  C  gehen ^  liegen  auf  jenem  Kreise^  welcher 
durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  und  durch  die  Fußpunkte  der 
Höhen  des  BreieckesABC  geht.  {Neunpunktekreis  des  Dreieckes  ABC.)^ 

Es  seien  A,  B  yani  C  (Taf.  VIII,  Fig.  77)  die  drei  gegebenen 
Punkte;  «Dj,  m,  und  m,  die  bezüglichen  Halbierungspunkte  der  Seiten 
AB^  AC  und  BC^  und  \y  h^  und  h^  die  betreffenden  Höhenfuß- 
punkte  auf  denselben  Seiten. 

Wir  denken  uns  durch  den  Punkt  A  die  Asymptotenrichtung  z 
ganz  beliebig  geführt ;  ferner  durch  B  und  C  die  zweiten  Asymptoten- 
richtungen y,  und  y,  (senkrecht  zu  x)  gezogen.  Dieselben  mOgen  x 
beziehungsweise  in  n^  und  n,  treffen. 

Nach  Satz  511  o)  liegt  sodann  der  Mittelpunkt  der  hiedurch  bö- 
stimmteu  Hyperbel  sowohl  auf  n^m^^  als  auch  auf  n^tn^;  derselbe  ist 
mithin  der  Schnittpunkt  o  dieser  beiden  Geraden.  In  den  so  ent- 
standenen rechtwinkeligen  Dreiecken  An^B  und  ACn^  ist  aber 

Am^  =  Bm^  =  n^m^,  und  ebenso  Am^  =  Cm,  =  n^m,; 

daher  auch 

•^ m^n^A  =  '^ m^An^  und  ^ m^n^A  =  ^m^An^. 

Hieraus  folgt 

-*4  4  = -4- m,ilnj  —  ^m^An^  = 

=  -4  mj n^A  —  m^n^A  ^^^n^on^ 

s=s  180  —  m^om^ 
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Ojler,  da  180  —  ^  =  B  -f  0,  wird: 
-4  m^ont^  =  ^  (B  ^  C). 

Nachdem  dieser  Winkel  constant  ist  und  die  Funkte  m^  und 
m2>  durch  welche  seine  Schenkel  gehen ^  fix  sind,  so  beschreibt  der 
Scheitel  o  einen  Ereis,  welcher  durch  m^  und  m^  geht  und  den  Ort 
der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen,  durch  ^,  J?,  (7  gehen- 
den Hyperbeln  vorstellt. 

Selbstverständlich  wäre  man  durch  Benützung  der  Punkte  m^ 
und  m^  oder  m^  und  m^  gleichfalls  nur  wieder  zu  dem  nämlichen 
Kreise  C,  gelangt,  daher  auch  der  Punkt  m,  demselben  angehört. 

Nimmt  man  als  erste  Asymptotenrichtung  fQr  x  speciell  die  Pa- 
rallele I  zu  JSC  an,  so  werden  die  zweiten  durch  B,  beziehungsweise 
C  gezogenen  Asymptotenrichtungen  tj^  und  rj^,  beziehungsweise  Bv^ 
und  Cv^  parallel  zur  Höhe  A  h^  sein,  und  mithin  die  Geraden  v^  m^ 
und  i/^^s  nothwendig  durch  \  gehen,  so  dass  dieser  Punkt  ebenfalls 
dem  Kreise  C^  angehört. 

Das  Gleiche  gilt  auch  von  den  Fußpunkten  \  und  \.  Hier- 
mit ist  nachgewiesen,  dass  der  Ort  C^  der  Mittelpunkte  o  der 
sogenannte  „Nennpunktekreis^  des  Dreieckes  ABCS&i. 

Auf  Grund  der  somit  nachgewiesenen  Hilfssätze  können  wir 
anstandslos  zur  Lösung  des  eigentlichen  Problems  schreiten. 

§.  493. 

73,  Aufgabe.  Es  sind  die  Hauptaclisen  eines  scMehn  ellipti- 
schen Kegels  zu  construieren. 

Setzen  wir  zu  diesem  Behufe  voraus,  der  Leitkegelschnitt  K 
(Taf.  VIII,  Fig.  78)  liege  in  der  Bildebene,  der  Punkt  8  stelle  die  ortho- 
gonale Projection  des  Kegelscheitels  auf  die  Bildebene  dar  und  SSq 
repräsentiere  die  Entfei'nung  des  Kegelscheitels  von  der  Bildebene. 
Hiedurch  ist  der  Kegel  vollständig  bestimmt. 

Seien  nun  x,  y,  z  die  Durchstoßpunkte  der  drei  zu  ermittelnden 
Hauptachsen  mit  der  Bildebene« 

Nachdem  die  letzteren  ein  Tripel  conjugierter  und  nebstbei 
wechselseitig  aufeinander  senkrecht  stehender  Kegeldurchmesser  vor- 
stellen, so  müssen  (nach  Satz  497)  die  Punkte  x,  y^ß  ein  Tripel 
conjngiert  harmonischer  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
K  darstellen,  während  der  Punkt  S  selbst  der  Höhenschnittpunkt 
des  Dreieckes  xya  sein  muss.  Andererseits  wird  aber  auch  die  Höhe 
der  über  xyg  errichteten  rechtwinkeligen  dreiseitigen  Pyra- 
mide der  Strecke  iS'/So  gleich  sein. 


Zunächst  wöllea  wir  aaf  die  beiden  ersten  nothwendig  zu  er- 
fUlenden  Bedingnngep  eingeben  und  demgemäß  sicherstellen ,  dass 
beziehnngswei^e  x^  y  und  z  die  Pole  der  Geraden  y^^  ex  und  zy 
seien,  und  dass  der  PnnJdi  S  der  Höhenschnittpnnkt  des  Drei- 
eckes xyz  sei. 

Denken  wir  nns  vorerst  durch  S  einen  beliebigen  Strahl  g  ge- 
zogen und  den  Fol  G  desselben  in  Bezug  auf  den  KegelJschnitt  K  be- 
stimmt Derselbe  muss  natürlich  auf  der  Polare  s  des  Punktes  S 
li^en.  Zieht  man  von  G .  die  Gerade  n  senkrzecbt  auf  g^  so  wird 
der  Pol  N  von  n  auf  g  sich  vorfinden.  Die  Gerade  n  hat  mithin  die 
Eigenschaft,  dass  sie  zur  Verbindungslinie  g  ihres  Poles  N  mit  dem 
Punkte  S  senkrecht  steht. 

Dreht  man  nun  den  Strahl  g  um  S^  so  wird  der  Strahl  n  eine 
Curve  n  tangieren y  und  es  ist  einleuchtend,  dass  auch  die  Geraden 
xy,  ye  und  zx  die  nämliche  Curve  berühren  werden,  da  sie  diejenigen 
Lagen  des  Strahles  n  darstellen,  für  welche  der  zugeh^ge  Strahl  g 
beziehungsweise  mit  z8,  xS,  yS  zusammenfälli 

Die  oberwähnte  Curve  n  ist,  wie  wir  sogleich  nachweisen  wollen, 
eine  Parabel,  welche  auch  die  Hauptachsen  des  Kegelschnittes  i^, 
die  Polare  s  des  Punktes  S  und  die  Halbierungageraden  \  und 
h^  jenes  Winkels  f^  Sf^ ,  welchen  die  von  IS  nach  den  Brennpunkten 
von  K  gezogenen  Strahlen  einschließen,  berührt. 

Behufs  des  zu  führenden  Beweises  legen  wir  durch  S  und  durch 
die  (reellen  oder  imaginären)  Schnittpunkte.  S  und  17  der  Geraden  8  mit 
dem  Kegelschnitte  K  eiuen  Kreis  K',  Da  dieser  Kreis  K^  mit  dem 
Kegelschnitte  JT in  perspectivisch  collineare  Beziehung  gebracht 
wwden  kann,  w^be!  s  ctie  CoiliDeationsachse  vorstellt,  so  folgt,  dass 
die  harmonisehe  Punktinvolution  auf  s  in  Bezug  auf  die  Curve 
K  dieselbe  ist,  wie  in  Bezug  auf  den  Kreis  K'. 

Construieren  wit  auf  dem  Kreise  K^  zu  den  Punkten  Sy  |  und  17 
den  vierten  harmonischien  Punkt  P.  Letzteres  wurde  einfach  durdi 
die  zu  $  senkrechte  Gerade  /SP  bewerkstelligt. 

Mittelst  des  Kreises  K*  und  der  Punkte  S  und  P  auf  demselben 
sind  wir  nunmehr  in  die  Lage  versetzt,  anf  höchst  einl^he  Weise  zu 
einem  Strahle  g  den  zugehörigen  Pol  G  zu  finden.  Der  ßtrahl  g 
sokneidet  nämlich  s  in  einem  Punkte  G^,  welcher  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  zu  6r;  I  und  17  ist. 

Außerdem  schneidet  aber  g  auch  den  Kreis  K'  in  einnm  Pankte  y; 
verbindet  man  nun  y  mit  den  drei  übrigen  Punkten  P,  |  und  17,  so 
eriiält  man  einen  harmonischen  Vierstrahl,  und  im  Schnitte  des- 
selben mit  s  die  vier  harmonischen  Punkte  6r,  (r^,  |  und  17. 
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Hieraus  ist  zu  ersehen»  dayss  der  Pol  G  des  Strahles  g  ih  Besag 
auf  K  einfach  dadurdh  erbaiten  wird^  das»  maa  den  Schnittponkt  y 
Yon  K^  UBd  g  aas  dem  Punkte  P  auf  die  Gerade  s  projieiert« 

Die  Senkreidita  n  von  G  auf  g  ist  bereits  eine  Tangente  der 
OurTe  IL  Dass  die  letztere  eine  Parabel  sei,  folgt  aus  nachstehender 
Bettachtongv 

Welche  Li^e  auch  äex  Strahl  g  immer  haben  mag,  der  Winkel 
JSyP  bleibt,  als  Peripherie winkel  des  Kreises  f  über  dem  Bogen  SP^ 
constant« 

Da  n  .auf  g  senkrecht  steht^  so  ist  auch  der  Winkel  PGn  con- 
4tant  und  z,war  stets  gleich  90^  —  SyP. 

Die  Curventangente  n  ist  daher  immer  der  Schenkel  eines  con- 
stauten  WinkelSf  dessen  anderer  Schenkel  durch  den  festen  Punkt  P 
-geht,  und  dessen  Scheitel  G  sioh  auf  der  festen  Geraden  s  fortbewegt* 
ITach  SatK  511a)  umhüllt  daher  die  Gerade  n  eine  Parabel  H 
deren  Brennpunkt  der  Punkt  P  ist. 

Ertheilen  wir  nun  dem  Strahle^  gewisse  speoielle  Lagen. 

Vor  allem  wollen  wir  diesbezüglich  annehmen,  dass  a)  der  Strahl 
g  mit  SP  zusammenfalle,  d*  i«  senkrecht  zu  s  sei. 

Dies  Yorausgesetzt,  fällt  y  mit  P  zusammen  und  Py  G  fibergeht 
in  die  Tangemiie  von  K^  im  Punkte  P. 

Der  Schnittpunkt  von  s  mit  dieser  Tangente  ist  derjenige  Punkt, 
durch  welchen  der.  dem  Strahle  g  (PS)  entsprechende  Strahl  n  geht. 
Da  letzterer  aber  zu  SP  senkrecht  sein  soll,  so  fällt  er  mit  s  selbst 
zusammen,  d.  h.  s  ist  eine  Tangente  der  Parabel  il 

ß)  Ziehen  wir  den  Strahl  g  parallel  zu  einer  der  Hauptachsen 
des  Kegelschnittes  £,  so  liegt  sein  Pol  auf  der  zweiten  Achse,  und 
•diese  selbst  stellt  sodann  wieder  die  Senkrechte  n  zu  dem  betreiSfenden 
Strahle  g  dar,  d.  h.  beide  Hauptachsen  des  Kegelschnittes 
sind  zugleich  Tangenten  der  Parabel  i7. 

y)  Die  Strahlen,  welche  den  Pujdkt  S  mit  den  Punkten  G  und  G^ 
der  PunktiuTolution  auf  3  verbindeit,  bilden  eine  Strahleninvolution, 
und  besitzt  die  letztere,  wie  wir  bereits  wissen,  ein  conjugiertes  recht- 
YiFinkliges  Strahlenpaar.  Nennen  wir  die  Strahlen  dieses  Paares  h^  und 
h^  so  ist  unschwer  einzusehen,  dass  jeder  von  ihnen  für  den  anderen 
die  entsprechende  Gerade  n  vorstellt«  Diese  beiden  Strahlen  \  und  h^ 
sind,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  die  Halhierungageraden  des. 
Winkels  f^Sf^.  Die  besagten  Strahlen  h^  und  A,  sind  mithin  ebenfalls 
^wei  auf  einander  senkrecht  stehende  Tangenten  der  Parabel  77. 

Hiernach  kenneu  wir  zwei  Funkte,  d.  i.  den  Mittelpunkt  M 
4es  Kegelschnittes  K  und  den  Punkt  Sy  in  deren  jedem  sich  zwei 
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Tangenten  der  Parabel  n  rechtwinklig  durchschneiden. 
Die  Verbindungslinie  L  dieser  beiden  Punkte  M  und  8  ist  daher  (naeh 
einer  bekannten  Eigenschaft)  die  Directrix  der  Parabel  77. 

Die  Pole  aller  Tangenten  der  Parabel  17  bezflglich  K^  unter  an- 
deren also  auch  die  Punkte  x^  y  und  e^  liegen,  indem  ihre  Pobren  yz, 
zx  und  xy  ebenfalls  Tangenten  yon  77  sind,  auf  der  Polarcurve  27 
der  Parabel  77  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  JT,  also  wieder  auf 
einem  Kegelschnitte. 

Da  die  Achsen  yon  K  Tangenten  der  Parabel  sind,  so  sind  ihre 
unendlich  fernen  Punkte  (ihre  gegenseitigen  Pole),  Punkte  des 
Polarkegelschnittes  27,  welcher  demnach  eine  gleichseitige 
Hyperbel  sein  muss. 

Nachdem  femer  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  Tangente  der 
Parabel  ist,  so  muss  ihr  Pol,  das  ist  der  Mittelpunkt  M  des  Kegel- 
schnittes K,  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  27  sein.  Das  Gleiche 
gilt  auch  vom  Punkte  8  als  dem  Pole  der  Parabeltangente  s^ 

Jeder  durch  8  gehende  Strahl  g  schneidet  die  gleichseitige  Hy- 
perbel 27  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  welcher  nichts  anderes,  als 
der  Pol  N  der  zu  g  gehörigen  Parabeltangente  n  ist. 

Lassen,  wir  den  Strahl  g  vjxi  S  solange  rotieren,  bis  er  in  die  za 
s  senkrechte  Lage  SP  gelangt,  so  fällt  die  zugehörige  ^Parabeltangente 
n  mit  s  und  deren  Pol  N  wieder  mit  8  zusammen.  Auf  dem  Strahle 
SP  ist  daher  der  zweite  Schnittpunkt  N  mit  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel 27  selbst  wieder  der  Punkt  jS",  oder  mit  anderen  Worten  SP 
ist  die  Tangente  der  Hyperbel  27  im  Punkte  8. 

Durch  die  Asymptotenrichtungen,  durch  die  Punkte  M  und  8 
und  die  Tangente  SP  im  letzteren  Punkte  ist  die  Hyperbel  vollkommen 
bestimmt,  und  können  sonach  deren  Mittelpunkt  und  Asymptoten^ 
wie  folgt  ermittelt  werden. 

Denken  wir  uns  durch  8  zwei  Parallele  zu  den  Achsen  von  K 
gezogen,  so  bestimmen  dieselben  mit  letzteren  ein  Bechteck  8a Mb, 
in  welchem  die  eine  Diagonale  MS  ist,  während  die  andere  Diagonale, 
wie  man  leicht  mit  Berücksichtigung  des  Hilfssatzes  511  c)  findet,  durch 
den  Mittelpunkt  0  der  gleichseitigen  Hyperbel  27  geht.  Femer  ist 
bekannt,  dass,  wenn  man  irgend  einen  Punkt  einer  Hyperbel  mit  dem 
Mittelpunkte  derselben  verbindet,  weiters  in  dem  betreffenden  Punkte 
die  Tangente  der  Curve  und  endlich  die  Parallelen  zu  den  Asymptoten 
zieht,  diese  vier  Strahlen  harmonisch  seien. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  die  Asymptotenrichtungen  rechtwinklig; 
der  vierte  harmonische  Strahl  zu  denselben  und  der  Tangente  SP 
im  Punkte  jS^  ist  daher  jene  Gerade  SO,  welche  im  entgegengesetzten 
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Sinne   mit   einer  der  Ächsenrichtungen   den   nämlichen  Winkel  ein- 
schließt, wie  die  Tangente  SP. 

Der  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  ergibt  sich  sonach  im  Schnitte 
der  Torgenannten  Diagonale  ba  mit  der  obbezeichneten  Geraden  SO. 

Durch  0  sind  selbstverständlich  die  Asymptoten  A^  und  Ä2 
parallel  zu  den  Achsen  von  K  zu  ffihren. 

Die  zu  suchenden  Punkte  x^  y  und  0  liegen  auf  der  Hyperbel  27. 

Da  xy,  ys  und  zx  Tangenten  der  Parabel  TL  sind,  so  liegt  der 
Brennpunkt  P  der  Parabel  auf  dem,  dem  Dreiecke  xyz  umschriebenen 
Kreise  C;  ferner  folgt  aus  Hilfssatz  511  <2),  dass  der  Mittelpunkt  0  der 
gleichseitigen  Hyperbel  Z  auf  dem  NeuDpunktekreis  G^  des  Dreiecke» 
xyß  liegC;  und  dass  die  Kreise  C  und  C^  in  Bezug  auf  S  als  Ähn- 
lichkeitspunkt ähnlich  gelegen  sind,  wobei  das  Ähnlichkeitsver" 
hältnis   (7:  (7,  =2:1    ist.    (Vergleiche  Fig.  77). 

Verlängern  wir  daher  80  und  machen  wir  ORz=zSO,  so  ist 
auf  Orand  der  letztangefdhrten  Eigenschaft  R  ein  Punkt  des  Kreise» 
G.  Andererseits  ist  aber  R  auch  ein  Punkt  der  Hyperbel  2,  da  0  der 
Mittelpunkt  und  S  ein  Punkt  derselben  ist.  R  repräsentiert  somit  den 
vierten  Schnittpunkt  des  Kreises  C  mit  der  Hyperbel  U. 

Eslässt  sich  nun  zeigen,  dass  ein  beliebiger  durch  JB  gelegter 
Kreis  G'  die  Hyperbel  27  in  drei  Punkten  x\  y*  und  z^  schneidet,  und  das» 
fOr  deren  Dreieck  x'y'e*  der  Punkt  S  stets  der  HOhenschnittpunkt  ist. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  der  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecke» 
xfy'e*  wäre  allenfalls  ein  Punkt  S\  Dieser  Punkt  muss,  wie  vorher- 
gehend gezeigt  wurde,  einerseits  mit  dem  Hyperbelmittelpunkte  0  auf 
einer  durch  R  gehenden  Geraden  li^en,  andererseits  aber  auch  al» 
Hfthenschnittpunkt  des  Dreieckes  x'y'zf  auf  der  Hyperbel  2  selbst 
gelegen  sein  und  kann  hiemit  nur  mit  S  zusammenfallen. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse^ 
dass  der  durch  die  drei  Punkte  xyz  geführte  Kreis  C  nothwendig^ 
auch  durch  den  dem  Paukte  S  diametral  entgegenliegenden 
Hyperbelpunkt  R  gehen  müsse. 

Der  Kreis  G  muss  aber,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  auch  durch 
den  Parabel-Brennpunkt  P  gehen. 

Jeder  Kreis  durch  die  beiden  Punkte  P  und  R  schneidet  demnach 
die  Hyperbel  2;in  drei  Punkten  x^y'z*^  welche  ein  conjugiertes  Dreieck 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  ergeben,  dessen  Höhenschnitt' 
punkt  der  Punkt  S  ist.  Es  wird  mithin  jedes  derartige  Dreieck  xi'y'g' 
den  beiden   ersten  Bedingungen  der  vorgegebenen  Aufgabe  genügen* 

Somit  wird  es  sich  nur  noch  darum  handeln,  jenen  Kreis  C  in 
dem  Büschel  {PR)   zu   bestimmen,   welcher  ein  Dreieck  xyz  liefert. 
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w^lckes  aut  deoK  Eegelseheitd   verbmuiaii    ein   reohtwinkligfts 
Dreikant  ergibt. 

Um   diese  Bedingung    zu  erfaUen,  berüekaiohtilgeii  wir,  dass 
j^S.Sh^  SS  8S^^  m  und  dass  S  aucb  der  Ähnlielikeitapttnkt  der  beiden 
Kreise  C  und  C^  ist. 

Alle  Paare-  ähnlich  gelegener  Punkte,  wie  r  und  r^f  d)  und  o,, 
:baben  sonach  von  S  Entfernungen,  welche  ein  constantes  Product 

ergeben;  es  wird  nftmlich  

rS.r,S  =  oS.o,S  =  0S.h^S  =  SS^* 
sein  mfissen.    Hiernach  hat  man  die  Anordnung  so  zu  treffen,  daas 
ßSg'^  die  yyÄhnlichkeitspotenz'^  der  Kreise  C  und  C7|  werdow 

Diesbezflglich  sei  in  Erw&gung  gezogen,  dass  die  beiden  Punkte 
B  und  0  den  Kreisen  C  und  C|  angehören,  und  daas  diese  Punlcte 
nebstbei  auf  einem  Ähnliehkeitsstrahla  liegen.  Denkt  man  sioh 
•daher  in  S  auf  /SO  eine  Senkrechte  von  der  L&nge  8S^  errichtet, 
ferner  OS^  gezogen  und  diese  normal  auf  die  Gerade  8^11^  gefuhrt, 
so  trifft  diese  letztere  SO  in  dem  Terlangten  Punkte  Jt^. 

Der  Punkt  i2g  ist  sonach  derjenige,  welcher  in  Yerbinduag  mit 
i2  und  P  den  gesuchten  Kreis  C  bestimmt.  Der  letztere  schneidet 
iO&mlich  die  Hyperbel  £  in  den  Punkten  x^  y  und  0  und  es  ist  daher 

gS  .KS  =  BS .  R^S  =  SSi*; 
woraus  weiter  folgt,  dass  0,  y  und  z  die  Durchstoßpuikte  der 
•drei  Hauptachsen  des  Kegels  (£,  S^,)  seien. 

§.  494. 

Um  die  entwickelten  Comtructionen  gri^hisch  mOglidist  einfach 
4uisznfBbren,  ttabmen  wir  an,  der  Kegel  sei  dnreh  den  Leitkegel- 
rsohnitt  K  (Taf.  YIII»  Fig.  79)  in  der  Bildebene  gegeben,  und  dieser 
4ei  durch  seine  beiden  Hauptachsen  aß  und  yd  bestimmt;  ferner  sei 
der  Kegelscheitel  einerseits  dnreh  seine  Projection  8  und  andererseits 
4mroh  den  Abstand  88^  desselben  von  der  Bildebene  festgestellt 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Construction  der  gleichs^gen 
Hyperbel  U  und  der  Punkte  P  und  B. 

Zunächst  denken  wir  uns  von  S  aus  an  den  Kegelschnitt  K  die 
(beiden  Tangenten  ^t  ^^^^  U  gesogen,  fiess^  Tangenten ,  sowie  deren 
Ber&hrungspunkte  S  und  17  bestimmen  wir  mit  Hitfe  des  Qber  aß 
gezeichneten  affinen  Hilfskreises  K^. 

Legen  wir  weiters  durch  die  Punkte  5,  |  und  17  einen  Kreis  K\ 
welcher  von  der  zu  l^tj  senkrechten  Geraden  SP  im  Punkte  P  ge- 
troffen wird,  so  repräsentiert  die  Gerade  SP  gleichzeitig  die  Tangente 
.4er  gleichseitigen  Hyperbel  £  im  Punkte  8.    Die  letztere  ist  somit 
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diiroh  d»  AsyapkotMfriAtangeii  aßy  yd,  durch  die  Punkte  M,  S  und 
durch  ^6  Tuigente  SP  in  S  bestimmt. 

Um  d^  Mittelpunkt  0  dieser  Hyperbel  zu  construieren ,  ver- 
fithren  wir  iu  der  bereits  vorher  besprochenen  Weise. 

Wir  sieben  also  durch  S  die  Parallelen  Sö^  und  S6^  m  a/F 
und  yi,  welche  mit  den  letztgenanuten  Geraden  das  Bechteck  MS^^tf^ 
bestimmen.  Ferner  ffthren  wir  die  Qerade  SO  derart,  dass  sie  mit 
S6^  einen  eben  solchen  Winkel  wie  SP  einschließt.  Im  Schnitte  von 
SO  und  6^(f^  ergibt  sich  bereits  der  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  27 
und  indem  wir  durch  denselben  parallel  zn  aß  und  yd  Geraden 
fähren»  erhalten  wir  in  Ä^  und  Ä^  die  Asymptoten  der  besagten  Curve 
dai^estellt 

Wird  SO  rerlftngert  und  auf  dieser  Verlängerung  OB  =  SO" 
abgeschnitten >  so  erhält  man  in  B  den  Diametralpunkt  von  S, 
Die  Punkte  der  Hyperbel  U  können  nunmehr  auf  bekannte  Weise^ 
coDstruiert  werden. 

Ziehen  wir  femer  SS^  senkrecht  zu  SR  und  schneiden  wir  auf 
dieser  Senkrechten  eine  Strecke  SSq^  gleich  SS^  ab;  verbinden  wir 
sodann  S^'  mit  0  und  führen  S^'  0^  senkrecht  auf  S^^  0,  und  legen 
wir  schließlich  durch  0,,  B  und  P  den  Kreis  (7,,  so  wird  dieser  die 
Hyperbel  2  in  den  drei  gesuchten  Achseopunkten  Xy  y  und  b  sdineiden* 

*  Hätte  man  die  Aufgabe  zu  lösen,  ^einen  schiefen  ellipti- 
schen Kegel  nach  einem  Kreise  zu  schneiden'',  so  wQrde 
man,  nach  der  eben  entwickelten  Methode,  die  drei  Hauptachsem  des 
Kegels  conekuieren  und  den  Kegel  in  einen  geraden  elliptischen 
Kegel  dadurch  verwandeln,  dass  man  denselben  mit  einer  Ebene 
sdineidet,  welche  zu  der  im  Innern  der  K^elfläche  liegenden  Haupt- 
achse senkrecht  steht.  Die  Stellungen  der  Kreisschnittsebenen* 
können  sodann  auf  die  Weise  bestimmt  werden,  wie  dieses  in  Auf«* 
gäbe  72)  gezeigt  wurde. 

Selbstverständlich  wird  es  auch  diesfalls  nicht  nöthig  sein,  außer 
der  gleichseitigen  Hyperbel  27,  irgend  eine  andere  Curve  zu  zeichnen. 

§.  495. 
Schnitte  sweier  Kegel  Eweiten  Grades  unter  einander. 

Die  Durchschnittscurve  zweier  Kegel  zweiten  Grades  wird  am 
vortheilhafbesten  dadurch  punktweise  bestimmt,  dass  man  durch  die 
beiden  Kegelscheitel  Hilfsebenen  legt,  deren  jede  die  Kegelfläche» 
nach  je  zwei  Erzeugenden  schneidet.  Diese  vier  Erzeugenden  geben 
immer  je  vier  in  der  betreffenden  Hilftebene  liegende  Sdmittpunkte. 
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Um  die  Tangente  der  Dnrchschnittscurve  in  einem  dieser 
Punkte  zu  bestimmen,  hat  man  bloß  diejenigen  Ebenen  zum  Schnitte 
zu  bringen,  welche  die  beiden  Kegel  längs  der  durch  den  genannten 
Punkt  gehenden  Erzeugenden  berühren. 

Ist  es  möglich,  durch  die  beiden  Scheitel  der  gegebenen  Kegel 
«ine  Hilfsebene  zu  legen,  welche  gleichzeitig  beide  Kegel  nach  je 
'einer  Erzeugenden  e^  resp.  €,  berührt,  so  berühren  sich  die  beiden 
Kegel  im  Schnittpunkte  dieser  beiden  Erzeugenden  und  der  bess^te 
Funkt  ist  sodann  (nach  Satz  176)  ein  „wirklicher  Doppelpunkt" 
in  der  Schnittcurve  beider  KegeL 

Die  Durchschnittscurve  zweier  Kegel  zweiten  Grades  ist  im 
allgemeinen  eine  Baumcurve  vierter  Ordnung.  Denn  irgend 
«ine  beliebige  Ebene  trifft  beide  Kegel  in  Kegelschnitten,  welche  vier 
Punkte  gemein  haben.  Diese  vier  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  der  Durchschnittscurve  beider  Kegel. 

Da  nach  Satz  143)  auch  die  Projection  einer  Baumcurve  vierter 
Ordnung  eine  Curve  vierter  Ordnung  sein  muss,  so  gelangen  wir  zn 
4ler  folgenden  Construction  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung. 

Seien  K^  und  K^  (Taf.  IX,  Fig.  80)  zwei  beliebige  Kegelschnitte 
in  der  Bildebene,  welche  wir  als  die  Leitcurven  zweier  Kegel  zweiten 
Orades  betrachten  wollen.  Ferner  mögen  iS,  und  8^  die  Projectionen 
der  entsprechenden  Kegelscheitel  vorstellen,  deren  Yerbindungsgerade 
L  die  Bildebene  im  Punkte  M^  treffe. 

Führen  wir  durch  Jfj  einen  beliebigen  Strahl  g,  welcher  die  bei- 
den Kegelschnitte  K^  und  JT,  beziehungsweise  in  den  Punkten  a,,  ß^ 
und  a,,  /}q  schneiden  möge,  so  kann  derselbe  als  die  Bildflächtrace 
-einer  durch  S^S^  gehenden  Ebene  betrachtet  werden,  während  die 
-Geraden  Ä,a,,  S^ß^:  Äja^  und  Äj/Jg  die  Projectionen  der  Erzeugenden 
repräsentieren,  in  welchen  die  oben  genannte  Ebene  die  beiden  Kegel- 
üächen  schneidet. 

Die  vier  Schnittpunkte  a,  &,  c  und  d  dieser  Erzeugenden  stellen 
sodann  die  Projectionen  von  Punkten  der  Durchschnittscurve  beider 
Kegel,  also  Punkte  einer  Curve  vierter  Ordnung  dar. 

Dreht  man  den  Strahl  g  um  M,  so  erhält  man  für  jede  Lage 
desselben  vier  derartige  Punkte,  so,  dass  man  auf  diese  Weise  eine 
€urve  vierter  Ordnung  punktweise  construieren  kann. 

§.  496. 

Diese  Erzeugungsweise  ist  ein  specieller  Fall  der  nachstehenden 
allgemeineren,  die  wir  der  Vollständigkeit  halber  hier  anführen  wollen. 
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Seien  C,  und  C^  (Taf.  IX,  Fig.  81)  zwei  Corven  von  den  be- 
zfiglichen  Ordnungen  n,  und  n,;  ferner  ^S",  und  8^  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel  und  Jf,  und  üf,  zwei  feste  Paukte. 

Nehmen  wir  weiters  an,  es  seien  y^  und  y^  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  genannten  Bfischel  S^  und  S,^.  Der  erstere  Strahl  schneide 
die  Curve  (7,  in  den  n^  Punkten  a^,  a^.  * .  Mn^y  die  wir  mit  dem 
festen  Paukte  M^  zu  einer  Strahlengruppe 

-af|{a,aj,....a«j) 

verbinden  wollen.  Desgleichen  schneidet  der  Strahl  y^  die  Curve  (7, 
in  den  n,  Punkten  &,,  \..**in^y  die  mit  dem  festen  Paukte  M^  die 
Strahlengruppe 

Jüfa  (6,  &a  . . . .  hn^ 
liefern. 

Diese  beiden  Strahlengruppen  sind  geometrisch  verwandt.  Die 
gemeinsamen  Punkte  derselben,  n^  n,  an  der  Zahl,  erzeugen  eine  Curve, 
deren  Ordnung  auf  nachstehende  Weise  leicht  bestimmbar  ist.  Man 
kann  offenbar  die  Büschisl  M^  und  M^  als  mehr-deutige,  geometrisch 
verwandte  Büschel  auffassen.  Die  Beziehung,  welche  zwischen  den 
einzelnen  Sti-ahlen  dieser  Büschel  obwaltet,  iLsst  sich  anstandslos  fest- 
stellen. 

Betrachten  wir  zunächst- einen  Strahl  s^  des  Büschels  M^.  Der- 
selbe trifft  die  Curve  C,  in  n^  Punkten,  durch  welche  n^  Strahlen 
des  Büschels  S^  gehen. 

Diesen  Strahlen  entsprechen  im  Büschel  ^S^,  ebenfalls  n,  Strahlen, 
von  welchen  jeder  die  Curve  Og  in  n,  Punkten  trifft.  Verbindet  man 
diese  n^n^  Punkte  mit  ilf,,  so  erhält  man  n,92,  Strahlen  des  Büschels 
Jlfa,  welche  sämmtlich  dem  Strahle   s^  im  Büschel  M^  entsprechen. 

Ebenso  einfach  lässt  sich  zeigen,  dass  auch  jedem  Strahle  $^ 
des  Büschels  M^  n^n^  Strahlen  im  Büschel  M^  entsprechen.  Die 
beiden  Büschel  M^  und  M^  sind  sonach 

n,  n2  -  n,  n,- deutig 

und  erzeugen  (nach  §.  105),  in  den  Schnittpunkten  entsprechender 
Strahlen  eine  Curve    2n,n2-ter  Ordnung. 

§.  497. 

Die  Ordnung  der  Schnittcurve  zweier  Eegel  zweiten  Grades  kann 
von  vier  auf  drei,  resp.  auf  zwei  erniedrigt  werden,  wenn  die  beiden 
Eegel  gemeinschaftliche  Erzeugenden  besitzen. 
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Setzen   wir  voraas,   die   beiden  Kegel  zweiten  Grades  besäßen 
eine  gemeinschafUicbe  Erzeugende,  ebne  dass  jedoch  auch  die  beiden  - 
Eegelscheitel  in  einen  uod  denselben  Punkt  zusammenfltUen  mSgen. 

Unter  dieser  Annahme  schneidet  irgend  eine  Ebene  E  die  beiden 
Kegel  {S^ ,  K^ )  und  (f  „  S^)  in  zwei  Kegelschnitten  Q  und  Cg ,  welche 
vier  Punkte  gemeinsam  haben,  von  welchen  jedoch  einer  derselben 
der  Schnittpunkt  der  Ebene  E  mit  der  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
8  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  s  beider 
Kegelflächen  {S^yK^)  und  (K^^  ST^)  einen  Bestand theil  erster  Ord- 
nung im  Schnitte  der  beiden  Kegel  repräsentiert,  dass  daher  der  Best 
der  Schnittcurve  mit  einer  beliebigen  Ebene  nur  noch  drei  Punkte 
gemein  haben  kann  und  somit  eine  Baumcurve  dritter  Ord» 
nung  darstellt* 

Da  die  Projection  einer  Baumcurye  dritter  Ordnung  wieder 
eine  ebene  Cnrve  dritter  Ordnung  ist,  so  Üsst  sich  für  die 
letztere  folgende  Coustruction  aufstellen. 

Wir  denken  uns  zwei  Kegel  zweiten  Grades,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Erzeugende  besitzen,  durch  eine  und  dieselbe  Ebene,  etwa 
durch  die  Bildebene,  geschnitten.  Als  Schnittcurfen  ergeben  sidi  so* 
dann  zwei  Kegelschnitte  K^  und  K^  (Taf.  IX,  Fig.  82),  welche  Tier 
(reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein  haben.  Einer  dieser  Punkte^, 
etwa  D,  ist  der  Schnittpunkt  der  Bildebene  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Kegelerzeugenden,  deren  Projection  irgend  eine  durch  D  gehende 
Gerade  sein  möge.  Auf  dieser  Geraden  liegen  selbstverständlich  auch 
die  Projectionen  der  beiden  Kegelscheitel,  die  allenfalls  durch  die 
Punkte  S^  und  S^  dargestellt  seien. 

Führt  man  nun  durch  D  eine  beliebige  Gerade  e^«  so  kann  diese 
als  die  Bildflächtrace   einer   durch   die   gemeinschaftliche  Erzeugende' 
DSiS^  gelegten  Ebene  betrachtet  werden. 

Sind  Ox  und  a^  die  Schnittpunkte  von  et  mit  den  Kegelschnitten 
Kl  und  K^y  so  repräsentieren  die  Geraden  S^a^  und  S^a^  die  Pro-' 
jeotionen  jener  Erzeugenden,  in  welchen  die  beiden  Kegel  (ßi,  JTj  und 
{S^f  K^)  von  der  Ebene  SiS^et,  geschnitten  werden.  Die  besagten  Ge> 
raden  S^a^  und  S^a^  schneiden  sich  selbst  wieder  in  einem  Punkte  x, 
welcher  der  Projection  der  Durchdringungscurve,  d.  h.  einer  ebenen' 
Curve  dritter  Ordnung  angehört. 

Lässt  man  den  Strahl  ct  um  D  rotieren,  so  wird  gleichzeitig 
der  Punkt  x  die  genannte  Curve  beschreiben. 

Wir  werden  in  der  Folge  auf  die  Raumcurven  dritter  Ordnung  und 
ihre  Tangentendeveloppablen  zurückkommen,  bei  deren  Unter- 
suchung sich  eine  Reihe  höchst  interessanter  Eigenschaften  ergeben  wird. 
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XXI.  Capitel. 

Developpable  Flächen,  welche  zwei  gegebenen  Curven  um- 
schrieben sind. 

§.  498. 

t 

Es  wurde  in  dem  Vorausgeschickten  der  Nachweis  geliefert,  dass 
die  ümhüllungsfläche  einer  beweglichen  Ebene  immer 
eine  developpable  Fläche  sei,  sobald  nach  dem  Erzengungs- 
gesetze  durch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Lagen  der  beweglichen  Ebene  gehen.  (Trans- 
cendente  aufwickelbare  Flächen  ausgeschlossen). 

Da  eine  Ebene  der  Lage  nach  durch  drei  Bedingungen  voll- 
kommen festgestellt  ist,  so  muss  eine  Ebene,  welche  eine  developpable 
Fläche  erzeugen  soll,  zwei  bestimmten  Bedingungen  genügen. 

Im  vorliegenden  Falle  wollen  wir  diese  Bedingungen  dahin  prä- 
cisieren,  dass  wir  feststellen,  die  erzeugende  Ebene  habe  in  jeder 
ihrer  Lagen  zwei  feste,  gegebene  Curven  zu  berühren. 

Vor  allem  sei  diesfalls  die  Construction  einzelner  Lagen  der  er- 
zeugenden Ebene  und  jene  einzelner  Lagen  von  Erzeugenden  der  deve- 
loppablen  Fläche  hervorgehoben. 

Zunächst  setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  die  beiden  Leitcurven 
Ci  und  C^  (Taf.  IX,  Fig.  83  a  und  83&),  welche  von  der  aufwickel- 
baren Fläche  berührt  werden  sollen,  seien  Baum  curven. 

Soll  eine  Ebene  eine  Curve  berühren,  d.  h.  soll  die  Ebene  mit 
der  Curve  stets  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Punkte  ge- 
mein haben,  so  muss  sie  nothwendig  auch  die  Verbindungsgerade 
dieser  Punkte,  oder  mit  anderen  Worten,  eine  Tangente  der  Curve  ent- 
halten. 

Ist  demnach  t^  die  Tangente  der  Curve  C^  im  Punkte  a,,  so 
muss  jene  Lage  der  erzeugenden  Ebene,  welche  die  Curve  C^  in  a, 
berührt,  auch  die  Gerade  ^,  enthalten.  Es  wird  sich  also  darum 
handeln,  diejenige  Ebene  zu  construieren,  welche  die  Gerade  t^  enthält 
und  gleichzeitig  die  Curve  C^  berührt.  Dies  kann  auf  verschiedene 
Weise  bewerkstelligt  werden. 

Am  einfachsten  gelangt  man  zum  Ziele,  wenn  man  in  der  Gera- 
den t^  einen  Punkt  annimmt  —  wir  wählen  hiezu  insbesondere  den 
Berührungspunkt  a,  der  Tangente  ^^  —  und  an  den  Kegel,  welcher 
aus  diesem  Punkte,  als  Scheitel,  der  Curve  (7,  umschrieben  werden 
kann,  durch  \  die  möglichen  Tangentialebenen  legt.    Von  den  letz- 

Peschka,  Darstellende  u.  projectWe  Geometrie.    II.  34 
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teren  wird  sodaun  jede  derselben  eine  Lage  der  erzeugenden 
Ebene  repräsentieren. 

Auoh  kann,  um  einzelne  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  zu  be- 
stimmeU;  in  folgender  Weise,  die  namentlich  in  besonderen  Fällen 
zweckmäßig  sein  dürfte,  vorgegangen  werden. 

Man  kann  nämlich  die  Lage  der  erzeugenden  Ebene  dadurch 
fixieren,  dass  man  ihr  die  Bedingung  auferlegt,  durch  einen  beliebig 
angenommenen  Punkt  p  zu  gehen. 

Es  ist  diesfalls  einleuchtend,  dass  eine  Ebene,  welche  durch 
einen  bestimmten  Funkt  p  gehen  und  die  beiden  Curven  C\  und  C^ 
berühren  soll,  auch  die  beiden  Kegel  berühren  muss,  dereo  gemein- 
schaftlicher Scheitel  der  besagte  Funkt  p  ist  und  deren  Leitlinien  die 
Curven  (7,  und  C^  sind.  Die  durch  den  Punkt  p  gehenden  Lagen 
der  erzeugenden  Ebene  sind  sodann  die  gemeinschaftlichen  Tangential- 
ebenen der  beiden  Kegel  (p,  C,)  und  (i?,  C^). 

§.  499. 

Ist  eine  der  beiden  Leitcurven,  etwa  C,  (Taf.  IX,  Fig.  84),  eine 
ebene  Curve,  die  andere  —  C^  —  hingegen  eine  Eaumcurve,  so 
vereinfacht  sich  das  vorher  angegebene  Verfahren  in  folgender  Weise. 

Angenommen,  es  seien  jene  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  zu 
construieren ,  welche  durch  die  Tangente  t^  der  Curve  C^  in  einem 
ihrer  Punkte  a^  gehen. 

Da  eine  solche  Ebene  auch  die  Curve  C^  berühren  soll,  so  muss 
deren  Schnittgerade  t^  mit  der  Ebene  E^  der  Curve  Ci  einerseits  eine 
Tangente  der  letzteren  sein,  und  andererseits  durch  den  Schnittpunkt 
P  der  Geraden  t^  mit  der  Ebene  i\  gehen. 

Hieraus  folgt ,  dass  jede  von  den  Tangenten,  die  sich  von  P  an 
die  Curve  C^  ziehen  lassen,  mit  der  Geraden  t^  eine  Lage  der  erzeu- 
genden Ebene  bestimmt. 

§.  500. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  das  Verfahren,  wenn  beide  Leit- 
curven Gl  und  G,  (Taf.  IX,  Fig.  85)  ebene  Curven  sind. 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  s  die  Schnittlinie  der  Ebenen  beider 
Curven. 

Da  jede  Lage  der  erzeugenden  Ebene  die  Schnittgerade  s  in 
irgend  einem  Punkte  d  treffen  muss,  so  kann  man  einen  Punkt  d 
auf  5  willkürlich  annehmen,  und  die  durch  denselben  gehende  erzeu- 
gende Ebene  bestimmen. 
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Es  ist  einleuchtend,  dass  die  durch  den  Punkt  d  geführte  Ebene 
die  Ebenen  der  beiden  Curven  C^  und  Og  in  zwei  Geraden  t^  und  t^ 
schneiden  wird^  welche  einerseits  durch  den  Punkt  d  gehen  und 
andererseits  die  Curven  Ci  und  C,  berühren  müssen. 

Zieht  man  demgemäß  von  S  aus  an  die  Curve  C^  alle  mög- 
lichen Tangenten  t\^  t\j  a^i....t\  und  ebenso  von  d  alle  möglichen 
Tangenten  t\^  t\f  t\....f2  an  die  Curve  C,,  so  wird  jede  von 
den  ersteren  Tangenten  mit  einer  jeden  der  letzteren  eine  durch  d 
gehende  erzeugende  Ebene  bestimmen.  Lässt  man  nun  auch  den  Punkt 
d  die  Schnittgerade  s  durchlaufen,  so  ist  einleuchtend,  dass  auf  die 
angegebene  Weise  alle  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  erhalten  werden, 
also  beliebig  viele  construiert  werden  können. 

§.  501. 

Zu  den  developpablen  Flächen,  welche  zwei  gegebenen 
Leitcurven  umschrieben  sind,  gehören  auch  jene  aufwiekel- 
baren  Flächen,  deren  erzeugende  Ebenen  eine  Curve  0^  berühren  und 
zu  den  Tangentialebenen  eines  gegebenen  Kegels ^  des  sogenannten 
^Richtungskegels"  („cöne  directeur")  parallel  sind. 

Dies  erhellt  aus  folgender  Betrachtung,  welche  gleichzeitig  die 
Construction  einzelner  Lagen  der  umhüllenden  Ebenen  lehrt. 

Sei  Ci  (Taf.  IX,  Fig.  86)  die  gegebene  Leitcurve  und  R  der* 
Richtungskegel.  Sollen  diejenigen  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  ge- 
funden werden,  welche  durch  die  Tangente  t^  der  Curve  Oi  im  Punkte 
a^  gehen,  so  hätte  man  durch  ^^  Ebenen  zu  legen,  welche  zu  den 
Berübrungsebenen  des  Bichtungskegels  R  parallel  sind. 

Letzteres  kann  dadurch  erreicht  werden,  dass  man  entweder  den 
Richtungskegel  R  parallel  zu  sich  selbst  so  lange  verschiebt,  bis  dessen 
Scheitel  mit  einem  Punkte  der  Tangente  i^  —  am  zweckmäßigsten 
mit  dem  Berührungspunkte  a^  —  zusammenfällt  und  sodann  durch  t^ 
an  den  besagten  Eegel  Berührungsebenen  legt ,  oder,  dass  man  durch 
den  Scheitel  S  des  Richtungskegels  eine  Parallele  r^  zu  t^  zieht,  durch 
Ti  Berührungsebenen  Pl^••  an  den  Richtungskegel  legt,  und  endlich 
zu  diesen  Ebenen  durch  t^  parallele  Ebenen  P^ . . . .  führt 

Betrachtet  man  ein  solches  Paar  paralleler  Ebenen,  wie  bei- 
spielsweise Pi^  und  Pj,  so  findet  man,  dass  die  ihnen  gemeinschaftliche 
unendlich  ferne  Gerade  den  Kegel,  oder  insbesondere  die  un* 
endlich  ferne  Curve  C«  des  Bichtungskegels  berührt,  oder 
mit  anderen  Worten ,  eine  jede  Lage  P^  ....  der  erzeugenden  Ebene 
berührt   sowohl   die   gegebene  Leitcurve  0^,   als   auch  die  unendlidi 
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ferne  Curve  C«  des  Richtungskegele.  Die  Curve  C»  kann  demgemäß 
als  die  zweite  Leitcurve  der  developpablen  Fläche  betrachtet  werden. 

§.  502. 

In  die  letztbezeichnete  Classe  von  developpablen  Flächen  gehören 
auch  die  „Flächen  constanter  Neigung",  oder  die  „Böschungs- 
flächen**   (Surfaces  d'^gale  pente). 

Besagte  Flächen  werden  von  einer  Ebene  erzeugt,  welche  in 
jeder  Lage  eine  gegebene  Leitcurve  berührt  und  mit  einer  festen 
Ebene,  beziehungsweise  mit  einer  festen  Geraden  stets  denselben  Winkel 
einschließt. 

Da  nun  Ebönen,  welche  mit  einer  festen  Ebene  oder  mit  einer 
festen  Geraden  einen  constanten  Winkel  einschließen  sollen, 
bekanntlich  zu  den  Berührungsebenen  gewisser  Rotationskegel  parallel 
sein  müssen,  so  folgt,  dass  obige  developpable  Flächen,  in  die  Classe 
jener  Flächen  gehören,  welche  eine  Leitcurve  und  einen 
Bichtungskegel  —  der  speciell  ein  Botationskegel  ist  —  besitzen. 

§.  503. 

Die  Erzeugenden  einer  aufwickelbaren  Fläche  sind, 
wie  bereits  bekannt,  die  Schnittlinien  unmittelbar  aufein- 
anderfolgender Lagen  der  erzeugenden  Ebene. 

Behufs  Auffindung  der  Erzeugenden  einer  developpablen  Fläche, 
welche  zwei  gegebenen  Curven  umschrieben  ist,  stellen  wir  nach- 
stehende Betrachtung  an. 

Die  beiden  gegebenen  Leitcurven  seien  (7,  und  .  Cg  (Taf.  IX, 
Fig.  87).  Setzen  wir  voraus,  es  seien  t^  und  t^  zwei  sich  in  einem 
Punkte  X  schneidende  Tangenten  der  genannten  Curven  von  der 
Beschaffenheit,  dass  die  durch  dieselben  bestimmte  Ebene  (t^ft^)  eine 
Lage  der  die  developpable  Fläche  erzeugenden  Ebene  darstelle. 

Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  a^  und  a^  von  f, 
und  tg  sei  g. 

Untersuchen  wir  nun  in  welcher  Geraden  die  Ebene  (t^,fg)  von 
der  unmittelbar  auf  sie  folgenden  Lage  der  erzeugenden  Ebene 
geschnitten  wird. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  andere  beliebige  Lage  (r,,  r,) 
der  erzeugenden  Ebene  an;  dieselbe  möge  die  vorige  Ebene  (^,,^5)  in 
der  Geraden  s  schneiden,  welche  ihrerseits  die  Tangenten  t^^t^^,  r,,  jr^ 
und  die  Gerade  g  in  den  diesbezüglichen  Punkten  r,,  r,,  (i,,  p,.  und 
m  treffen  möge. 
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« 

Denken  wir  uds  die  Ebene  (tp  ra)  derart  bewegt,  dass  sie 
die  Ciirven  (7,  und  C^  stets  berührt,  und  dass  sich  hiebei  gleichzeitig 
die  Berührungspunkte  a,  und  a^  von  r^  und  r^  ohne  Unterlass  den 
Berührungspunkten  a,  und  a^^  mitbin  auch  die  Curven taugen ten  rj  und 
T^  -UDausgesetzt  den  Curventangenten  ^,  und  i^  nähern. 

Es  ist  selbstverständlich)  dass  sich  bei  dieser  Bewegung  auch 
die  Gerade  s  in  der  Ebene  (^^  t^  fortbewegen  wird,  und  dass  sich 
hierbei  auch  deren  Schnittpunkte  r,,  r,,  9,,  q^  und  m  mit  den  Tan* 
genten  t^^  i^,  r^,  t,  und  der  Geraden  g  verändern  werden. 

Bei  der  angedeuteten  Bewegung  wird  endlich  auch  die  Ebene 
i^r,,  Tj)  in  die  auf  die  Ebene  (^p  t^  unmittelbar  folgende  Lage 
gelangen. 

Ist  dieser  Umstand  eingetreten,  so  werden  selbstverständlich  auch 
die  Tangenten  ^,  und  Tj  ;  i^  und  r,  unmittelbar  aufeinander  folgen. 
Nachdem  aber  bekannt  ist,  dass  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende 
Tangenten  einer  Curve  sich  in  einem  Funkte  der  Curve  schneiden,  so 
werden  auch  die  Tangenten  ^^  und  r^;  i^  und  r„  in  der  Grenzlage 
die  Punkte  a^  und  a,  gemein  haben. 

Betrachten  wir  weiters  auch  die  Gerade  5,  welche  die  eben 
genannten  vier  Tangeuten  schneiden  soll,  so  finden  wir,  dass  dieselbe 
überhaupt  nur  in  zwei  bestimmten  Lagen  existieren  könne  und 
zwar  entweder  als  Yerbindungsgerade  der  beiden  Punkte  aj  und  a, 
oder  als  die  Schnittlinie  der  Ebenen  (^i,tj)  und  (^3,  tg).  Nachdem  die 
Gerade  s  aber  auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzung  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  (^1,^.4)  und  (r,,rj)  ist,  so  rauss  sie  noth wendig 
mit  der  Geraden  g  zusammenfallen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  gerade  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte a,  und  a,  einer  beliebigen  Lage  der  erzeugenden  Ebene 
stets  eine  Erzeugende  der  developpablen  Fläche  sein  müsse. 

Daher  der  Satz: 

!jl2.  ^Die  Erzeugenden  einer  zwei  Curven  C,  tmd  G,  um- 
schriebenen developpablen  FläcJie  sind  die  Verbindmigsgeraden  der 
beiden  Berührungspunkte,  in  welchen  die  Curven  C,  und  C^  von  jeder 
Lage  der  erzeugenden,  Ebene  berührt  werden."' 

Ist  demnach  a  ein  beliebiger  Punkt  der  Leitcurve  C,  und  /,  in 
die  zugehörige  Tangente,  so  wird,  wie  früher  gezeigt  wurde,  eine  Lage 
der  durch  t^  gehenden  erzeugenden  Ebene  ermittelt,  wenn  man  aus 
dem  Punkte  a^  als  Scheitel,  der  Leitcurve  C^  einen  Kegel  umschreibt, 
und  au  diesen  letzteren  durch  U  eine  Berührungsebene  legt. 

Diese  Tangierungsebene  berührt  die  Curve  C^  in  a^  und  die 
Curve  Cg  in  demjenigen  Punkte  a^,   in   welchem  sie  von  der  Beruh- 
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rungserzeugenden  des  Kegels  (a,,  C^)  getroffen  wird.  Hieraas  folgt 
aber,  dass  die  genannte  Berührungserzeugende  a,  a,  selbst  eine  Erzeu- 
gende der  developpablen  Fläche  (nach  vorhergehendem  Satze)  ist. 

Das  Gesagte  bleibt  selbstverständlich  auch  dann  richtig,  wenn 
die  Leitcurve  C^^  in  unendliche  Entfernung  rückt,  also  durch 
einen  Eichtungskegel  vertreten  wird. 

Für  eine  aufwickelbare  Fläche  mit  gegebenem  Bich- 
tungskegel  nimmt  daher  der  obige  Satz  folgende  Form  an: 

513.  „Die  Erzeugenden  einer  devdoppablen  Fläche  mit  gegebenem. 
RicMungskegel  sind  parallel  zu  den  Erzeugenden  des  Richtungskegels."' 

Als  besonderer  Fall  wäre  noch  hervorzuheben,  dass  mit  Zugrunde- 
legung des  eben  aufgestellten  Satzes  auch  die  Erzeugenden  einer 
Developpablen  constanter  Neigung  mit  einer  gewissen  festen 
Ebene  denselben  constanten  Winkel  einschließen,  wie  ihre  erzeu- 
genden Ebenen. 

§.  504. 

Mittelst  der  eben  gefundenen  allgemeinen  Beziehungen  kann  man 
ohne  Schwierigkeit  auch  die  Charaktere  der  genannten  Develop- 
pablen bestimmen. 

Die  „Classe^  einer  developpablen  Fläche  ist  die  Zahl 
ihrer  Berührungsebenen  (erzeugenden  Ebenen),  welche  durch 
einen  angenommenen  Funkt  gehen. 

Durch  das  Vorhergegangene  wurde  sichergestellt,  dass  die  erzeu- 
genden Ebenen  der  den  Curven  C,  und  C^  umschriebenen  Develop- 
pablen, welche  gleichzeitig  durch  einen  Punkt  P  gehen,  die  gemein- 
schaftlichen Berührungsebenen  jener  beiden  Kegel  sind,  welche  aus  P 
den  Leitcurven  (7,  und  (7,  umschrieben  werden. 

Sind  nun  die  Curven  (7,  und  C^  beziehungsweise  r^-ten,  und 
rjf-ten  Banges,  mithin  die  denselben  aus  einem  Punkte  P  umschrie- 
benen Kegel  beziehungsweise  fj-ter  und  r^-ter  Classe,  so  ist  r^  r,  die 
Zahl  der  gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  dieser 
Kegel  oder  mit  anderen  Worten,  die  Classe  der  den  Curven  C^ 
und  C^  umschriebenen  Developpablen. 

Die  Punkte  der  beiden  Leitcurven  C^  und  C^  stehen  in  einer 
geometrischen  Verwandtschaft,  welche  dadurch  charakterisiert 
ist,  dass  sich  solche  Punkte  von  6^  und  C^  entsprechen,  welche 
auf  einer  Erzeugenden  der  Developpablen  liegen. 

Setzen  wir,  um  diese  Correspondenz  näher  zu  bestimmen,  voraus, 
die  Leitcurven  Ci  und  C^  seien  beziehungsweise  Wj-ter  und  Wj-ter 
Ordnung,  und  r,-ten  respective  rj-ten  Ranges. 


535 

Die  Zahl  der  einem  Punkte  a^  von  Ci  correspondierenden  Funkte 
a<2  auf  C^  ist  offenbar  gleich  der  Zahl  der  Erzeugenden  der  De- 
veloppablen,  welche  durch  a^  gehen.  Diese  ist  aber  gleich  der 
.Classe  des  Kegels  (ai,  C^),  d.   i.  gleich  r^. 

Durch  jeden  Punkt  von  Gi  gehen  demnach  r^  Erzeugende  der 
Developpablen,  d.  h.  Ci  ist  eine  r^- fache  Curve  auf  der  Fläche. 

Ferner  ist  ersichtlich,  dass  einem  Punkte  der  Curve  Gi  immer  r« 
Punkte  der  Curve  C^  entsprechen.  In  gleicher  Weise  findet  man  auch, 
dass  die  Curve  (7^  r^-fach  ist  und  dass  folglich  einem  jeden  Punkte 
von  CJ,   Vi  Punkte  auf  Gi  entsprechen. 

Bestimmen  wir  nunmehr  auch  die  Ordnung  der  Develop- 
pablen, d.  h.  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
Geraden  des  Raumes,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der 
Erzeugenden,  welche  eine  beliebig  angenommene  Gerade 
schneiden. 

Seien  wieder  G^  und  G,  die  beiden  Leitcurven  Wi-ter  beziehungs- 
weise m^'ter  Ordnung  und  r^-ten  beziehungsweise  r^-ten  Banges; 
ferner  sei  g  eine  beliebige  Gerade  des  Baumes. 

Wir  betrachten  diese  Gerade  ^  als  die  gemeinsehaft liehe 
Achse  zweier  geometrisch  verwandten  Ebenenbäschel,  in 
welchen  sich  solche  Ebenen  entsprechen  sollen,  welche  durch  ent- 
sprechende Punkte  der  Leitcurven  Oj  und  G^  gehen. 

um  die  hierbei  stattfindende  Correspondenz  zu  ermitteln,  denken 
wir  uns  in  dem  Ebenenbäschel  JB,,  welches  die  Punkte  der  Curve  (7, 
projiciert,  eine  beliebige  Ebene  i?j  angenommen  und  bestimmen  die 
Zahl  der  ihr  entsprechenden  Ebenen  in  dem  zweiten  Büschel  B^. 

Die  angenommene  Ebene  schneidet,  der  Voraussetzung  gemäß, 
die  Curve  C^  in  w,  Punkten.  Jedem  dieser  Punkte  entsprechen,  wie 
vorher  gezeigt  wurde,  r^  Punkte  auf  der  Curve  CI,,  und  mithin  r. 
Ebenen  im  Büschel  B^. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  einer  Ebene  des  Büschels  £, 
m^r^  Ebenen  im  Büschel  B^^  entsprechen.  Auf  ganz  gleichem  Wege 
gelangt  man  auch  zur  Überzeugung,  dass  einer  Ebene  des  Büschels  B^ 
m^r^  Ebenen  im  Büschel  B^  entsprechen. 

Nach  dem  Chasles'schen  Correspondenzprincipe  haben 
demnach  diese  beiden  Ebenenbüschel 

Doppelebenen,  d.h.  es  kömmt  {tn^r^  -^  m^r„ym2Ll  vor,  dass  eine 
Ebene,  welche  durch  eine  beliebige  Gerade  g  und  durch  einen  Punkt  der 
einen  Leitcurve  Q  geht,  auch  einen  von  den  dem  letzteren  entspre- 
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chenden  Punkten  der  Curve  Q  enthält,  oder  mit  anderen  Worten ,  es 
kömmt  {m^  r^  -f-m^rj-mal  vor,  dass  die  Verbindungsgerade  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  der  Curven  C^  und  Cjj,  d.  i.  eine  Erzeugende  der 
Deveioppablen,  eine  angenommene  Gerade  g  triflft. 

Die  Ordnung  der  Deveioppablen  ist  daher  gleich: 

§.  505. 

Eine  gerade  Linie  kann  nie  als  Leitlinie  einer  auf- 
wickelbaren Fläche  mit  einer  Bückkehrcurve  auftreten. 

Denn,  nachdem  die  erzeugende  Ebene  der  Deveioppablen  in  jeder 
Lage  die  gerade  Leitlinie  enthalten  muss,  würde  die  letztere  auch 
als  Durchschnitt  jeder  beliebigen  zwei  aufeinander  folgenden  Lagen 
der  erzeugenden  Ebene,  also  überhaupt  als  die  Umh'ullung  dieser 
Ebene  zu  betrachten  sein. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  einzigen  Deveioppablen, 
deren  Erzeugenden  eine  und  dieselbe  Gerade  schneiden  können, 
durch  diese  Gerade  selbst,  oder  durch  Kegelflächen,  deren 
Scheitel  auf  der  Geraden  liegen,  repräsentiert  erscheinen. 

§.  506. 

Die  deveioppablen  Flächen  betreffend,  verdient  auch  folgender 
Fall,  als  von  Wichtigkeit,  hervorgehoben  zu  werden. 

Bisher  nahmen  wir  in  Bezug  auf  das  Erzeugungsgesetz  an,  dass 
die  die  Developpable  umhüllende  Ebene  zwei  gegebene  Curven  Ci  und 
Cq  berühre. 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  nun  dabin  modificieren,  dass  die  Be- 
dingung, die  erzeugende  Ebene  solle  die  Curve  C^  berühren,  durch 
die  ersetzt  wird,  dass  die  besagte  Ebene  die  Curve  C,  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  berühre,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  erzeugende 
Ebene  eine  Curve  C  in  zwei  Punkten  tangiere. 

Die  auf  diese  Weise  erzeugte  Developpable  pflegt  man  die  ^der 
gegebenen  Curve  doppelt  umschriebene  Developpable** 
zu  nennen. 

So  ist  beispielsweise  für  die  Durchdringung  zweier  Kegel- 
flächen zweiten  Grades  jeder  dieser  Kegel  eine  doppelt  umschriebene 
Developpable.  Denn  jede  Tangentialebene  des  einen  oder  anderen 
Kegels  berührt  die  Durchdringungscurve  in  denjenigen  zwei  Punkten, 
in  welchen  die  letztere  von  der  betreflenden  Berührungserzeugenden 
des  Kegels  geschnitten  wird. 
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Die  Classe  der  eiuer  gegebenen  Curve  doppelt  umschrie- 
benen Developpablen  zu  bestimmen,  d.  h.  die  Anzahl  jener 
Ebenen  festzustellen,  welche  durch  einen  beliebigen  Funkt  P  des 
Baumes  gehen,  und  die  gegebene  Curve  in  zwei  verschiedenen  Puakten 
berühren,  wird  keine  weitere  Schwierigkeit  darbieten.  Diese  Ebenen 
werden  nämlich  Doppeltangentialebenen  desjenigen  Kegels  dar- 
stellen ,  der  aus  dem  Punkte  P  der  gegebenen  Curve  C  umschrieben  ist. 

Ist  nun  beispielsweise  die  Leitcurve  C  durch  ihre  Ordnung  7«, 
durch  ihre  Classe  r  und  durch  die  Classe  n  ihrer  Tangenten- 
fläche  gegeben,  so  ist  die  Zahlt/  der  Doppeltangentialebenen 
eines  ihr  aus  einem  Punkte  P  umschriebenen  Perspectivkegels ,  also 
auch  die  Classe  der  ihr  doppelt  umschriebenen  Develop- 
pablen  nach  der  P  lücker 'sehen  Gleichung 

m  =^  r  {r  —  1)  —  2y  —  37* 
gleich : 

y  =  -J.  [r  (r  —  1)  —  m  —  37^]. 

Die  Leitcurve  der  doppeltumschriebenen  Develop- 
pablen  repräsentiert  eine  (r  —  2) -fache  Curve  auf  dieser  Fläche. 

Denn  nehmen  wir  auf  der  obgenannten  Curve  einen  beliebigen 
Punkt  tt  an ,  so  ist  die  Zahl  der  durch  die  zugehörige  Tangente  t 
gehenden  erzeugenden  Ebenen,  also  auch  die  Zahl  der  durch  a  gehen- 
den Erzeugenden  der  Developpablen,  offenbar  gleich  der  Classe  des 
der  Curve  aus  einem  ihrer  Punkte  a  umschriebenen 
Kegels,  also  bekanntlich  gleich: 

r  — 2. 

§.  507. 

Es  gibt  jederzeit  zwei  einer  ßaumcurve  doppelt  umschriebene 
Developpable ,  eine  „eigentliche"  und  eine  „uneigentliche**, 
welche  letztere  keine  andere  als  dieTangentendeveloppable  der 
Baumcurve  ist. 

Aus  vorausgeschickten  Erörterungen  ist  nämlich  bekannt,  dass 
die  erzeugende  Ebene  der  doppelt  umschriebenen  Developpablen  die 
Curve  in  zwei  Punkten  berührt,  also  durch  zwei  sich  schneidende 
Tangenten  der  Curve  geht.  Besagte  Eigenschaft  besitzt  jedoch  gleich- 
falls auch  jede  osculierende  Ebene  der  Baumcurve,  da  die- 
selbe zwei  sich  schneidende,  unmittelbar  auf  einander  folgende  Tan- 
genten der  Curve  enthält. 

Die  Erzeugenden  der  doppelt  umschriebenen  Developpablen  ver- 
binden   ferner   stets  zwei  Punkte  der  Curve.    Bezugnehmend  auf  die 
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osculierenden  Tangentendeveloppablen  fallen  diese  beiden  Punkte  un- 
endlicti  nahe  aneinander,  d.  h.  die  Erzeugenden  s-ind  insbeson- 
dere die  Tangenten  der  Gurve. 

Weitere  Besultate  bezüglich  der  einer  Gurve  doppelt  umschrie- 
benen Developpablen  werden  wir  in  der  Folge  an  anderer  Stelle 
kennen  lernen,  namentlich  werden  dortselbst  die  Charaktere  und 
Singularitäten  derselben  eine  eingehendere  Beachtung  finden. 

§.  508. 

Deyeloppable  Flächen  mit  zwei  Leitflächen,  und  solche  mit  einer  Leit- 
fläche und  einer  Leitcnrve. 

Eine  aufwickelbare  Fläche  kann  auch  als  Umhüllung  einer 
Ebene  entstanden  gedacht  werden,  wobei  die  letztere  an  die  Be- 
dingung geknüpft  erscheint,  in  jeder  Lage  zwei  gegebene  Flächen  F^ 
und  JFg  zu  berühren. 

Einzelne  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  können  dadurch  bestimmt 
werden,  dass  man  im  Baume  einen  beliebigen  Punkt  P  annimmt,  von 
diesem  Punkte  aus  die  beiden  den  gegebenen  Leitflächen  umschriebenen 
Kegel  construiert,  und  an  diese  Eegel  gemeinschaftliche  Berührungs- 
ebenen legt. 

Jede  dieser  Ebenen  berührt  sowohl  die  Fläche  F,,  als  auch  die 
Fläche  F2  in  je  einem  Punkte,  und  stellt  daher  eine  Lage  der  er- 
zeugenden Ebene  dar. 

Sind  a,  und  a^  die  Berührungspunkte  einer  solchen  Ebene  mit 
den  Leitflächen  F^  und  F„,  so  ist  ohne  Schwierigkeit  nachzuweisen, 
dass  die  Verbindungsgerade  a^  a^  eine  Erzeugende  der  den  Flächen 
F^  und  jP,  umschriebenen  Developpablen  repräsentiere. 

Denken  wir  uns  nämlich  den  Punkt  P  im  Baume  bewegt,  und 
lassen  wir  denselben  beispielsweise  irgend  eine  Gerade  durchlaufen. 
Denken  wir  uns  ferner  gleichzeitig  die  dem  bezeichneten  Punkte  ent- 
sprechenden La^en  der  erzeugenden  Ebene  construiert,  so  werden  die 
Berührungspunkte  a,  und  a,  dieser  Ebenen  auf  den  Flächen  F^  und 
F^  zwei  Curven  (7,  und  Q  beschreiben. 

Diesem  Vorgänge  ist  sofort  zu  entnehmen,  dass  hiermit  die  ge- 
stellte Aufgabe  auf  die  Erzeugung  einer  developpablen  Fläche,  welche 
den  beiden  Gurven  C^  und  C^  umschrieben  ist,  zurückgeführt  wurde. 
Auf  dieser  Fläche  sind  aber  diejenigen  Geraden  Erzeugende,  welche 
Punktepaare  wie  a,  und  a^  verbinden.  Hiermit  ist  die  obige  Be- 
hauptung vollständig  erwiesen,  und  gilt  sonach  der  Satz: 

514.  jjDie  Erzeugenden  einer  developpablen  Fläche^  tvdche  zwei 
gegebenen  Flächen   umschrieben  ist^   sind  jene  Geraden^  welche   die 
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Imden  BerührungspimMe  der  erzeugenden  Ebenen  mit  den  genannten 
Leitflächen  untereinander  verbinden.^ 

Es  bedarf  wohl  kaum  einer  besonderen  Bemerkung,  dass  eine 
Ebene  nie  als  Leitfläche  einer  Developpablen  im  vorstehen- 
den Sinne  angenommen  werden  kann. 

Ebenso  einleuchtend  ist,  dass  man  als  Leitfläche  für  eine  Deve- 
loppable  keine  aufwickelbare  Fläche  annehmen  könne.  Denn 
wären  beispielsweise  F^  irgend  eine  krumme,  F^  dagegen  eine  deve- 
loppable  Leitfläche ,  so  wird  der  aus  einem  Punkte  P  des  Raumes 
der  letzteren  umschriebene  Tangentenkegel  kein  eigentlicher  Eegel  sein, 
sondern  durch  eine  bestimmte  Anzahl  von  Ebenen  (gleich  der  Classe 
der  Developpablen  F^)  vertreten  oder  dargestellt  erscheinen.  Es  ist 
daher  unmöglich,  an  diesen  degenerierten  Kegel  und  an  den  der 
Fläche  F^  aus  P  umschriebenen  Tangentenkegel  gemeinschaftliche 
Ebenen  zu  führen,  oder  mit  anderen  Worten,  es  ist  undenkbar,  eine 
Developpable  zu  construieren,  welche  einer  krummen  Fläche  und  einer 
Developpablen,  oder  gar  zwei  developpablen  Flächen  umschrieben  ist. 

§.  509. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  auch  eine  developpable  Fläche 
erzeugen,  wenn  man  der  erzeugenden  Ebene  die  Bedingungen  auferlegt, 
in  jeder  Lage  eine  gegebene  krumme  Fläche  und  eine  ge- 
gebene Curve  zu  berühren. 

Für  diesen  Fall  gibt  es  zwei  Methoden  einzelne  Lagen  von  er- 
zeugenden Ebenen  zu  construieren. 

a)  Man  umschreibt  von  einem  beliebigen  Punkte  P  außerhalb 
(im  Baume)  sowohl  der  gegebenen  Leitcurve  C,  als  auch  der  gegebenen 
Leitfläche  F  einen  Kegel  und  legt  an  beide  Kegel  gemeinschaftliche 
Berührungsebenen. 

Jede  dieser  Ebenen  berührt  sowohl  die  Curve  G  als  auch  die 
Fläche  F,  repräsentiert  somit  eine  Lage  der  erzeugenden  Ebene. 

b)  Man  umschreibt  der  gegebenen  Leitfläche  F  aus  einem  Punkte 
a  der  Leitcurve  C  einen  Kegel  und  legt  an  diesen  Kegel  diejenigen 
Berührungsebenen,  welche  gleichzeitig  die  Tangente  t  der  Curve  C  im 
Punkte  a  enthalten. 

Jede  dieser  Berührungsebenen  tangiert  die  Curve  C  in  dem  Punkte 
a  und  die  Leitfläche  F  in  irgend  einem  Punkte  &,  stellt  daher  eine 
Lage  der  erzeugenden  Ebene  vor. 

Es  bedarf  wohl  nicht  erst  eines  Beweises,  dass  die  Erzeugenden 
der  Developpablen,  welche  einer  gegebenen  Fläche  und  einer  gegebenen 
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Curve  gemeinschaftlich  umschrieben  sind^  diejenigen  Geraden  seien, 
welche  jene  beiden  Punkte  verbinden,  in  welchen  jede  Lage  der  er- 
zeugenden Ebene  die  Leitfläche  und  die  Leitcurve  berührt. 

Die  gegebene  Leitcurve  C  kann  ^insbesondere**  in  un- 
endliche Entfernung  rQcken,  dieselbe  wird  somit  durch  einen 
Kichtungskegel  ersetzt,  zu  dessen  Berübrungsebenen  die  erzeu- 
genden Ebenen  der  Developpablen  parallel  sein  müssen. 

Einzelne  Lagen  der  erzeugenden  Ebenen  werden  in  diesem  Falle 
ermittelt,  wenn  man  zu  einer  beliebigen  Berührungsebene  des  Bich- 
tungskegels  parallele  Ebenen  an  die  Leitfläche  legt. 

Die  in  diesen  Ebenen  liegenden  Erzeugenden  der  Developpablen 
sind  jene  Geraden,  welche  parallel  zu  den  entsprechenden  Berühnings- 
erzeugenden  des  Richtungskegels  durch  die  Berührungspunkte  der  ge- 
nannten Ebenen  mit  der  Leitfläche  gezogen  werden  können. 

Die  einzelnen  Berührungspunkte  der  erzeugenden  Ebenen  mit  der 
Leitfläche  gehören  einer  Curve  L  an,  längs  welcher  die  besagte  Fläche 
von  der  Developpablen  berührt  wird. 

§.  510. 

Eine  besondere  Art  der  letztbetracbteten  Developpablen  sind  die- 
jenigen, welche  zur  Bestimmung  der  Helligkeitscurven  einer 
gegebenen  Fläche  bei  parallel-strahliger  Beleuchtung  benützt 
werden. 

Es  ist  nämlich  klar,  dass  alle  jene  Punkte  einer  gegebenen  Fläche 
gleiche  Helligkeit  besitzen  werden,  in  welchen  die  Tangential- 
ebenen den  nämlichen  Winkel  mit  der  Lichtstrahlen richtung  ein- 
schließen. 

Einen  solchen  Winkel  kann  man  selbstverständlich  von  vornherein 
annehmen.  Denkt  man  sich  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  S  alle 
Ebenen  gelegt,  welche  mit  der  Lichtstrahlenrichtung  diesen  Winkel 
einschließen,  so  umhüllen  dieselben  einen  Botationskegel ,  dessen 
Scheitel  der  Punkt  S  und  dessen  Achse  derjenige  Lichtstrahl  ist, 
welcher  durch  den  Punkt  S  geht. 

Denkt  man  sich  nun  die  Berührungspunkte  aller  Tangential- 
ebenen der  gegebenen  Fläche  bestimmt,  welche  zu  den  Berührungs- 
ebenon  des  genannten  Botationskegels  parallel  sind,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  derselben  eine  Helligkeitscurve  auf  der  Fläche. 

Wie  man  sieht,  besteht  die  angedeutete  Aufgabe  einfach  darin, 
der  gegebenen  Fläche  eine  Developpable  zu  umschreiben,  deren  Rieh- 
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tuogskegel  der  vorbezeichnete  Botationskegel  ist  und  die  BerQhrungs- 
curve  dieser  Developpablen  mit  der  Leitfläche  zu  bestimmen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  im 
Baume  gehenden  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  einer  Developpablen, 
welche  zwei  gegebenen  krummen  Flächen  umschrieben  ist,  die  gemein- 
schaftlichen Berührebenen  der  aus  jenem  Punkte  den  Leitflächen  um- 
schriebenen Eegel  sind. 

Sind  nun  die  beiden  Flächen,  also  auch  die  denselben  von  einem 
Punkte  P  aus  umschriebenen  Kegel  von  der  n,-ten  beziehungsweise 
t»,-ten  Classe,  so  ist  die  Zahl  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangential- 
ebenen, oder  mit  anderen  Worten,  die  „Classe"  der  den  beiden 
Flächen  umschriebenen  Developpablen  gleich: 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  Classe  der  einer  Fläche  n-ter 
Classe  und  einer  Curve  r-ten  Ranges  umschriebenen  Develop- 
pablen ausgedrückt  durch: 

nr. 


XXII.  CapiteL 

Developpable  Flächen,  welche  zwei  Curven  zweiten  Grades  um- 
schrieben sind. 

§.  511. 

Im  Nachstehenden  wollen  wir  die  Eigenschaften  der  Deve- 
loppablen  untersuchen,  welche  zwei  gegebenen  Kegelschnit- 
ten gemeinschaftlich  umschrieben  sind. 

Da  Ordnung  und  Classe  eines  Kegelschnittes  gleich 
zwei  ist,  so  erhalten  wir  für  die  Ordnung  und  Classe  der  frag- 
lichen Developpablen,  den  vorhergehenden  Entwickelungen  gemäß, 
die  Werte  acht  und  vier. 

Wir  werden  jedoch  sofort  zeigen,  dass  bei  bestimmten  specielleu 
Formen,  beziehungsweise  Lagen  der  beiden  Leitkegelschnitte,  die  Deve- 
loppablen in  Flächen  niederer  Ordnung  beziehungsweise  niederer 
Classe  zerfallen. 

Beginnen  wir  diesbezüglich  mit  dem  einfachsten  Falle. 
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§.  512. 

74.  Aufgabe.  In  zwei  parallelen  Ebenen  sind  zwei  Kreise  gege- 
ben; es  ist  die  diesen  Kreisen  gemeinscliaftlioli  nmsohriebene  Deve- 
loppable  zn  bestimmen  nnd  zu  nntersncben. 

Seien  JEJ,  und  JE,  (Taf.  IX,  Fig.  88)  die  beiden  parallelen 
Ebenen,  Jf,  und  -Kg  die  in  JB,  beziehungsweise  E^  liegenden   Kreise. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Mittelpunkte  der  genannten  Kreise 
mit  0^  und  o,  und  die  Verbindungsgerade  derselben  mit  b. 

Die  den  beiden  Kreisen  gemeinschaftlich  umschriebene  Develop- 
pable  wird  von  einer  Ebene  umhüllt,  welche  in  jeder  Lage  die 
beiden  Kreise  berührt. 

Nachdem  die  beiden  Kreisebenen  zu  einander  parallel  sind,  wer- 
den auch  deren  Schnitte  mit  irgend  einer  der  erzeugenden  Ebenen 
unter  einander  parallel  sein.  Da  aber  diese  Schnittlinien  andererseits 
Tangenten  der  Kreise  JT,  und  K„  sind,  so  folgt,  dass  jede  Ebene, 
welche  durch  zwei  parallele  Tangenten  der  Kreise  K^  und  K^  geht, 
eine  Lage  der  erzeugenden  Ebene  darstellt. 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  sei  t^  die  Tangente  des  Kreises  K^ 
in  einem  seiner  Punkte  a^,  so  gibt  es  zwei  Tangenten  ^,  und  ^,'  des 
Kreises  J5l,,  welche  zu  t^  parallel  sind. 

Betrachten  wir  die  erzeugende  Ebene,  welche  durch  die  beiden 
Tangenten  f,  und  t^  bestimmt  ist. 

Die  in  der  besagten  Ebene  liegende  Erzeugende  der  developpablen 
Fläche  ist,  wie  wir  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  wissen, 
die  Verbindungsgerade  der  Berührungspunkte  a,  und  a^  dieser  Tan- 
genten. 

Ziehen  wir  die  Berührungsradien  o,  ö,  und  o^  a^ ,  so  sind  die- 
selben, da  sie  auf  zwei  parallelen  Geraden,  den  Taugen ten  t^  und  t^, 
senkrecht  stehen,  auch  unter  einander  parallel. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  vier  Punkte  o,,  o,,  a,  und 
a^  in  ein  und  derselben  Ebene  liegen,  dass  sich  also  die  beiden  Ge- 
raden 0^02  und  a, a,  schneiden  werden. 

Es  ist  sonach  unschwer  einzusehen,  dass  sämmtliche  Erzeugen- 
den der  Developpablen  die  feste  Gerade  o^o^  treffen  und  können  somit, 
nach  der  (in  §.  505)  gegebenen  Entwickelung  folgern,  dass  die  De- 
veloppable  nur  aus  Kegeln  bestehen  könne. 

Doch  lässt  sich  dies  auch  auf  folgende  directe  Weise  darthun. 

Nennen  wir  S^  den  Schnittpunkt  von  o^a,  und  0^%^  so  ergibt 
sich,  infolge  der  Parallelität  von  o^a^  und  o^a,',  die  Beziehung 


543 

oder,  da  die  Badien  o, a,  und  o^a^  zwei  constante  Längen  r,  und 
r„  sind : 

•— -^  =  -J-  =z=  const. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Strecke  o,  o,  durch  den  Punkt 
S^,  in  welchem  o^o^  oder  £^  von  der  Erzeugenden  a^  a,  der  Developpableu 
geschnitten  wird,  in  einem  von  der  Lage  der  Erzeugenden  a^  a^  unab- 
hängigen Constanten,  dem  Verhältnisse  der  beiden  Ereisradien  r^  und 
r,  gleichem  Verhältnisse,  getheilt  wird.  Dieses  Ergebnis  sagt  nichts 
anderes  aus,  als  dass  sämmtliche  Erzeugenden  der  De^eloppablen  die 
Gerade  o^o,  in  dem  nämlichen  Punkte  S^  treffen,  dass  also  die  den 
Kreisen  K^  und  K^  gemeinschaftlich  umschriebene  Developpable  durch 
einen  Eegel  reppäsentiert  werde,  dessen  Scheitel  der  Punkt  ^S^  ist. 

Weit.er8  finden  wir  jedoch,  dass  aus  der  Beziehung 

nicht  zu  ersehen  ist,  ob  die  Strecke  o^^o^  durch  den  Punkt  S^  äußer- 
lich oder  innerlich  in  dem  erwähnten  Verhältnisse  r^^ir^  getheilt 
werde. 

Es  wird  also  auch  der  innere  Theilpunkt  S^  als  Scheitel  eines 
Kegels  betrachtet  werden  können,  welcher  die  beiden  Kreise  K^  und 
^2  enthält  und  wird  der  bezeichnete  Kegel  von  jenen  Ebenen  um- 
hüllt, welche  durch  zwei  nicht  „gleichliegende"  Tangenten  der 
Kreise,  diesfalls  t^  und  t\,  gehen. 

Wir  gelangen  mithin  zu  nachstehendem  Resultate: 

„Die  aufwickelbare  Fläche,  welche  zwei  in  parallelen 
Ebenen  liegenden  Kreisen  umschrieben  ist,  besteht  aus 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades.  Die  Scheitel  dieser  Kegel 
liegen  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Mittelpunkte  der 
gegebenen  Kreise,  und  theilen  diese  Verbindungsgerade 
innerlich  und  äußerlich  im  Verhältnisse  der  Kreisradien. "" 

Der  vorstehende  Fall  lässt  sich  in  folgender  Weise  verallgemeinern. 

§.  513. 

75.  Aufgabe.  Es  ist  die  developpable  Fläche  zu  bestünmen, 
welohe  zwei  in  parallelen  Ebenen  gegebenen  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Kegelschnitten  gemeinsohaftlich  umschrieben  Ist. 

Stellen  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  vor,  die  beiden  Curven  Ki 
und  K^  (Taf.  IX,  Fig.  88)  in  den  Ebenen  E^  und  E^  seien  die 
gegebenen  Kegelschnitte.  Da   dieselben  als   ähnlich  und  ähnlich 
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gelegen  vorausgesetzt  werden,    so  müssen  sie  folgende  Eigenschaften 
besitzen. 

a)  Das  Verhältnis  zweier  beliebiger  paralleler  Durchmesser  der 
Kegelschnitte  K^  und  K^  ist  constant. 

ß)  Zieht  man  zu  zwei  conjugierten  Durchmessern  des  einen  Kegel- 
schnittes parallele  Durchmesser  des  anderen  Kegelschnittes,  so  sind 
auch  die  letzteren  conju giert. 

Denken  wir  uns  wieder  zT^ei  parallele  Tangenten  t^  und  t^  an 
die  Kegelschnitte  Zj  und  K^  gezogen,  und  seien  a^  beziehungsweise  a, 
deren  Berührungspunkte. 

Die  beiden  Tangenten  t^  und  t^  bestimmen  eine  Lage  der 
erzeugenden  Ebene;  es  ist  mithin  a^a^  eine  Erzeugende  der 
Developpablen. 

Nach  ß)  sind  die  den  Tangenten  ^i  und  t^  conjugierten  Durch- 
messer OjÄi  und  o^a^  ebenfalls  untereinander  parallel;  die  Erzeugende 
a^a^  schneidet  mithin  die  feste  Gerade  o^o^  in  einem  Punkte  S^. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  Sia^o^  und  S^a^o^  folgt  weiters 

iS,  Oj  :  Sj  Ö2  =  a^  Ol  :  a^  o,. 

Da  aber  nach  er) 


ist,  so  wird  auch 


~~    =  constant 


ö— •  =  constant. 
\o^ 


Dies  Ergebnis  sagt  aus,  dass  die  Lage  des  Punktes  8^  für  alle 
Erzeugenden  a^a^  der  DevelOppablen  die  nämliche  ist,  dass  somit  die 
letztere  einen  Kegel  zweiten  Grades  mit  dem  Scheitel  S^  repräsentiert. 

Da  weiters  aus  der  obigen  Gleichung  -'—  =  constant,    nicht 

zu  entnehmen  ist,  ob  der  Punkt  8^  die  Strecke  o^ o^  innerlich  oder 
äußerlich  in  dem  gegebenen  constanten  Verhältnisse  theilt,  so  hat 
die  gleiche  Berechtigung  auch  der  zweite  Theilpunkt  8^,    d.  h. : 

„Die  Developpable,  welche  zwei  ähnlichen  und  (in 
parallen  Ebenen)  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  um- 
schrieben ist,  besteht  aus  zwei  Kegeln  zweiten  Grades, 
deren  Scheitel  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Mittel- 
punkte jener  Kegelschnitte  liegen,  und  den  Abstand 
dieser  Mittelpunkte  innerlich  und  äußerlich  in  einem 
Constanten  Verhältnisse,  d.  i.  in  jenem  Verhältnisse 
theilen,  in  welchem  zwei  beliebige  parallele  Durchmesser 
der  Leitkegelschnitte  zu  einander  stehen.'' 
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In  gleicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  überhaupt  zwei  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Cur?en  immer  mindestens  ein  Kegel 
gemeinschaftlich  umschrieben  werden  kann. 

§.  514. 

76.  Aufgabe.  Es  ist  die  developpable  Pläclie  zu  nntersuclien, 
welche  zwei  auf  einer  Engel  liegenden,  nicht  parallelen  Kreisen 
gemeinschaftlich  umschrieben  ist. 

Seien  K^  und  JT^  (Taf.  X,  Fig.  89)  die  beiden  auf  einer  und 
derselben  Kugeloberfläche  liegenden  Kreise.  Der  eine  dieser  Kreise^ 
etwa  fp  läge  in  der  horizontalen  Projectionsebene. 

Die  Ebene  des  zweiten  Kreises  (Z^»  ^sO  ^^%  allenfalls  vertical- 
projicierend  sein. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  besondere  Annahme  der  Kreis- 
ebenen die  Allgemeinheit  des  Problems  nicht  beeinflusst. 

Die  Schnittlinie  der  beiden  Kreisebenen  wird  durch  die  horizon- 
tale Trace  jEJa,  welche  zur  Grundlinie  X  senkrecht  steht,  dargestellt. 

Um  irgend  eine  Lage  der  erzeugenden  Ebene,  sowie  auch  eine 
Erzeugende  der  Developpablen  zu  bestimmen,  nehmen  wir,  der  all- 
gemeinen auf  den  Fall  zweier  ebenen  Leitcurven  bezüglichen  Er- 
zeugungsweise gemäß,  in  der  Schnittlinie  E^  der  beiden  Kreisebenen 
einen  beliebigen  Punkt  (v,  v*)  an,  und  ziehen  von  demselben  die  Tan- 
gente (^1,  V)  ^ß  den  Kreis  {K^^K^'),  welche  diesen  im  Punkte  («paiO 
berühren  möge;  ebenso  führen  wir  von  dem  nämlichen  Punkte  (v,  v') 
eine  Tangente  (t^^  t^*)  an  den  Kreis  (JE^»  -ST^'),  deren  Berührungspuukt 
wir  mit  (a^,  a,')  bezeichnen. 

Die  durch  diese  beiden  Tangenten  gelegte  Ebene  repräsentiert 
sodann  eine  Lage  der  erzeugenden  Ebene,  während  die  gerade 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  («i,  a/)  und  (a^,  a,')  eine  Er- 
zeugende der  Developpablen  bestimmt. 

Da  einerseits  sämmtliche  Tangenten,  welche  von  irgend  einem 
Punkte  aus  an  eine  Kugel  gezogen  werden,  zwischen  dem  gewählten 
Punkte  und  den  Berührungspunkten  gleiche  Längen  haben  und  anderer- 
seits die  sämmtlichen  Berührungspunkte  in  einer  Ebene  liegen,  so 
folgt,  dass  die  Berührungspunkte  {a^^ay^)  und  (^s^a^Of  ^^^^  auch  deren 
Verbindungsgerade  in  jener  Ebene  gelegen  sein  werden,  welche  durch 
die  Berührungscurve  der    von  (v,  v*)  aus  gezogenen  Tangenten  geht. 

Diese  Ebene  wird  selbstverständlich  ihre  Lage  verändern,  wenn 
der  Punkt  (i/,  v')  ein  Gleiches  thut,  wenn  derselbe  also  etwa  die  Gerade 
Ek  durchläuft.   Besagte  Ebene   wird  jedoch   stets    durch   eine   feste 
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546 

Gerade  gehen  und  zwar  durch  die  Verbindungsgerade  derjenigen  Punkte 
(s^fSi)  und  («5,  V)>  i^  welchen  die  Kugel  von  den  zwei  durch  JE*  ge- 
henden Ebenen  berührt  wird.  Denn  verbindet  man  einen  dieser  Punkte  s 
mit  einem  beliebigen  Punkte  v  von  Eh,  so  ist  diese  Gerade  eine  Tan- 
gente der  Kugel;  ihr  Berührungspunkt  s  gehört  demnach  der  BerQh- 
rungscurve  des  Punktes  v  an. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt  aber,  dass  jede  Erzeu- 
gende («la,,  a,'»/)  die  feste  Gerade  (s,«,,  s/s^')  schneiden  werde, 
dass  also  mit  Eücksicht  auf  die  in  §.  505)  angestellte  Untersuchung, 
die  fragliche  Developpable  bloß  aus  Eegelflächen  bestehen  könne. 

Das  Gesagte  kann  jedoch  auch  durch  nachstehende  directe 
Betrachtung  erwiesen  werden,  wenn  man  die  Eigenschaften  der  Geraden 
s^s^  näher  untersucht. 

Wie  nämlich  bereits  gezeigt  wurde,  sind  die  Punkte  s^  und  s, 
die  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  den  durch  Eh  gehenden  Ebenen. 
Die  genannten  Punkte  liegen  mithin  in  der  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  senkrecht  auf  Eh  gelegten  Ebene  Mh.  Die  Trace  Eh  wird 
von  der  Ebene  Mh  im  Punkte  (p,  p^)  und  die  Kugel  in  einem  Kreise  R 
geschnitten.  Die  Punkte  (s^,s^^  und  {s^^s^')  sind  somit  nichts  anderes, 
als  die  Berührungspunkte  der  von  (p,  p*)  an  den  Kreis  K  gezogenen 
Tangenten. 

Dies  vorausgesetzt,  schneidet  die  Verbindungsgerade  (s,s„  s^'s^'^ 
die  Ebenen  der  beiden  Kreise  JT,  und  K^  in  zwei  Punkten  (P^,  P,') 
und  (Pg,  PjO  so,  dass  sowohl  i>,Pi,Wi  und  n^  als  auch  p^P^^  w,  und 
n,  je  vier  harmonische  Punkte  repräsentieren. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Punkte  P^  und  P,  die  Pole  der 
Geraden  Eh  in  Bezug  auf  die   beiden  Kreise  K^  und  K^   darstellen. 

Die  Gerade  {s^s^^  h'^2)  ^^^^  mithin  auch  als  die  Verbindungs- 
gerade dieser  Pole  (P^,P/)  und  (Pj,  PJ)  betrachtet  werden. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  kehren  wir  nun  zur 
Erzeugung  der  Developpablen  zurück. 

Es  wurde  gezeigt,  dass,  wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  v 
der  Geraden  Eh  an  den  Kreis  K^  und  den  Kreis  K^  Tangenten 
gezogen  werden,  die  Berührungspunkte  (a^,  a^')  und  (a^,  a^')  mit  der 
Geraden  (PiPg,  Pi'PqO  ^d  ^i^^^  ^^^  derselben  Ebene  liegen.  Diese 
letztgenannte  Ebene  schneidet  die  Ebenen  der  beiden  Kreise  JK\  und 
K^  in  den  Geraden  (a, Pj,  a^'P^')  und  {a^Pq^  <^q'Pq)  ^uid  diese  end- 
lich müssen  sich  in  einem  Punkte  ^  von  Eh^  d.  h.  in  dem  Schnitt- 
punkte obgenannter  Ebene  mit  Eh  treffen. 
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Hiernach  ist  sofort  klar,  dass  die  beiden  Kreise  K^  und  K^  in 
coUinearer  Beziehung  stehen,  dass  E^  die  zugehörige  Colli nea- 
tionsachse  sei  und  die  Pole  P^  und  P,  zwei  entsprechende 
Punkte  vorstellen. 

Verbindet  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  (i  von  Ek  mit  P^ 
und  Pq,  so  erhält  man  ein  Paar  entsprechender  Geraden,  welche  die 
beiden  Kreise  K^  und  K^  in  vier  Punkten  schneiden,  welche  auf 
zweierlei  Weise  einander  entsprechend  zugeordnet  werden  können. 
Dies  heißt  aber  nichts  anderes,  als  dass  durch  die  Kreise  K^  und  K^ 
zwei  verschiedene  Kegel  zweiten  Grades  gelegt  werden  können,  welche 
die  den  beiden  Kreisen  umschriebene  Developpable  dar- 
stellen. 

1§.  515. 

77.  Aufgabe.  Es  ist  die  Developpable  zu  untersuchen,  welche 
zwei  Kegelschnitten»  die  zwei  Punkte  gemein  haben,  umsohriebeu  ist. 

Seien  K^  und  JT,  (Taf.  X,  Fig.  90)  zwei  in  verschiedenen 
Ebenen  liegende  Kegelschnitte,  welche  zwei  Punkte  M  und  N  gemein 
haben ,  die  selbstverständlich  in  der  Schnittgeraden  s  der  beiden  Kegel- 
schnittsebenen E^  und  E^  liegen  müssen. 

Ohne  jedwede  Schwierigkeit  werden  wir  nachzuweisen  vermögen, 
dass  auch  in  diesem  Falle  die  den  beiden  Kegelschnitten  JT^  und  Ki 
umschriebene  Developpable   aus  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  bestehe. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  der  Geraden  s  einen  beliebigen  Punkt 
P  augenommen,  und  sei  Sq  der  demselben  in  Bezug  auf  MN  conju- 
gierte  harmonische  Punkt. 

Ziehen  wir  von  P  an  den  Kegelschnitt  £j  die  beiden  Tangenten 
t^  und  t\ ,  deren  Berührungspunkte  Ä^  und  B^  sein  mögen,  und  voll- 
fuhren wir  das  Gleiche  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  £,,  d.  i.  ziehen 
wir  von  P  aus  an  K^  die  beiden  Tangenten  t^  und  ^'ai  deren  Be- 
rührungspunkte Aq  und  Pi  sind,  so  werden,  da  die  Geraden  Ä^  B^  und 
AqB^,  als  die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
K^  und  jKa,  durch  den  Punkt /Sj  gehen  müssen,  die  vier  Punkte  J.,, 
P, ,  Aq  und  P,  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Es  schneiden 
sich  mithin  die  Geraden  A^  A^  und  P,  Pg  in  einem  Punkte  S^  und 
die  Geraden  -4,  P,   und  A^B^  in  einem  Punkte  n. 

Betrachten  wir  einen  dieser  beiden  Punkte,  etwa  S^,  als  Pro- 
jectionscentrum ,  und  projicieren  wir  mittelst  desselben  den  Kegel- 
schnitt Kq  auf  die  Ebene  des  Kegelschnittes  K^.  Die  Projection  des 
Kegelschnittes  K^  auf  die  Ebene  P,  des  zweiten  Kegelschnittes  wollen 
wir  K'^  nennen. 

35* 
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Die  Punkte  M  und  N^  in  welchen  K^  die  Projectionsebene  E^ 
trifft,  gehören  selbstverständlich  der  Projection  Z^'  an.  Da  ferner 
der  Voraussetzung  gemäß,  S,  der  Schnittpunkt  von  Ä^Ä^  und  B^B^ 
ist,  so  sind  A^  und  B^  die  Projectionen  von  A^  und  B^\  es  ge- 
hören somit  A^  und  B^  der  Projection  K^'  an. 

Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  die  Tangenten  t^  und  t^  in 
einer  Ebene  liegen,  welche  die  Gerade  A^A^,  also  auch  den  Punkt  8^ 
enthält,  so  folgt,  dass  t^  die  Projection  von  ^2  darstelle,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  /,  die  Tangente  der  Projection  K^'  im  Punkte  -4, 
repräsentiere.  In  gleicherweise  findet  man,  dass  auch  ^/  die  Tan- 
gente von  K^'  im  Punkte  B^  darstellt. 

Die  Projection  K^*  des  Kegelschnittes  Jf,  auf  die  Ebene  E^  des 
Kegelschnittes  K^  ist  mithin  durch  die  vier  Punkte  M^  N,  -4,,  B^ 
und  durch  die  Tangente  t^  resp.  ^/  in  den  bezüglichen  Punkten -4, 
oder  Bq  ein-deutig  bestimmt. 

Nachdem  besagte  Elemente  aber  auch  Elemente  des  gegebenen 
Kegelschnittes  K^  sind ,  so  müssen  die  beiden  Kegelschnitte  K^  und 
JTq'  noth wendig  identisch  sein,  d.  h.  es  gibt  einen  Kegel  zweiten 
Grades,  welcher  den  Scheitel  S^  besitzt,  und  die  beiden  Kegelschnitte 
K^  und  £3  enthält. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  auch  der  Schnittpunkt 
n  vOn  A^B^  und  A^B^  als  Scheitel  eines  zweiten  derartigen  Kegels 
betrachtet  werden  kann. 

„Die  Developpable,  welche  zwei  Kegelschnitten,  die 
in  verschiedenen  Ebenen  liegen  und  zwei  Punkte  gemein 
haben,  umschrieben  ist,  besteht  somit  aus  zwei  Kegel- 
flächen zweiten  Grades.** 

§.  516. 

Untersuchung  der  Developpablen ,    welche    zwei  Kegelschnitten    nm- 

schrieben  ist,   die   in  irgend  zwei  beliebigen  Ebenen   liegen,    und  die 

Schnittgerade  dieser  Ebenen  in  verschiedenen  Punkten  berühren. 

Die  Ebenen  der  beiden  Leitkegelschnitte  seien  E^  und  E^ 
(Taf.  X,  Fig.  91),  die  Projection  ihrer  Schnittgeraden  sei  S;  ferner 
sei  K^  die  Projection  des  in  der  Ebene  E^  liegenden  Kegelschnittes, 
welcher  S  im  Punkte  A^^  berühren  möge,  und  K^  die  Projection  des 
in  der  Ebene  E^  liegenden  Kegelschnittes,  welcher  die  Gerade  S  in  A^^ 
berührt. 

Nachdem  die  erzeugende  Ebene  der  developpablen  Fläche 
die  beiden  Leitcurven  K^  und  Ko  in  jeder  Lage  berühren  soll,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  Fläche  aus  zwei  Theilen  bestehen  wird. 
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Jede  durch  S  gehende  Ebene  berührt  die  Leitkegelschnitte  K^ 
und  Kq  ,  beziehungsweise  in  A^  und  A^ ;  stellt  mithin  eine  Lage  der 
erzeugenden  Ebene  vor.  Alle  diese  Ebenen  umhüllen  aber  die  Gerade  S 
selbst;  es  wird  sonach  die  letztgenannte  Gerade  einen  Theil  der  deve- 
loppablen  Fläche  repräsentieren.  Ohne  diesen  Theil  weiter  zu  be- 
rücksichtigen, wenden  wir  uns  sogleich  ausschließlich  der  Betrach- 
tung jenes  Theiles  der  aufwickelbaren  Fläche  zu^  dessen  erzeugende 
Ebenen  die  Gerade  S   nicht  enthalten. 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Classe  der  Developpablen, 
d.  h.  die  Zahl  ihrer  Berührungsebenen  (erzeugenden  Ebenen),  welche 
durch  einen  beliebig  im  Baume  gewählten  Punkt  gehen. 

Nennen  wir  P  einen  solchen  Punkt,  so  ergeben  sich  die  durch 
denselben  gehenden  Ebenen  als  gemeinschaftliche  Berührebenen  jener 
beiden  Kegel,  welche  aus  dem  Punkte  P  als  Scheitel  den  beiden 
Kegelschnitten  K^  und  K^  umschrieben  werden.  Nachdem  aber  einer- 
seits zwei  Kegel  zweiten  Grades  vier  gemeinschaftliche  Berührungs- 
ebenen besitzen,  und  andererseits  die  Ebene,  welche  durch  P  und  durch 
die  Gerade  S  geht,  eine  derartige  Ebene  darstellt ,  so  ist  die  Zahl  der 
nicht  durch  5  gehenden  gemeinschaftlichen  Berührebenen  der  Kegel 
(P,  K^)  und  (P,  K^  gleich  drei.     Hiernach  besteht  der  Satz: 

615.  y^Die  den  Kegelschnitten  K^  und  K^  gemeinschaftlich  um- 
schriehene  Developpable  ist  von  der  dritten  Glosse,^ 

Da  die  Berührungsebenen  einer  Developpablen  gleichzeitig 
auch  Osculationsebenen  der  Cuspidalcurve  dieser  Fläche  sind, 
80  folgt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Anzahl  der  durch  einen 
Punkt  P  des  Raumes  gehenden  Osculationsebenen  der  Cuspidal- 
curve ebenfalls  gleich  drei  ist,  und  dass  daher  der  Satz  gilt: 

516.  j^Die  Cuspidalcurve  der  den  Kegelschnitten  K^  und  K^ 
gemeinschaftlich  umschriebenen  Developpablen  ist  eine  Raumcurve 
dritter  Classe.^ 

§.  517. 

Einzelne  Lagen  der  erzeugenden  Ebene,  sowie  einzelne  Lagen  der 
geradlinigen  Erzeugenden  der  Developpablen  lassen  sich  mit  Bücksicht 
auf  das  vorausgeschickta,  für  den  allgemeinen  Fall  zweier  ebenen 
Leitcurven  entwickelte  Verfahren,  folgendermaßen  einfach  construieren. 

Man  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  a  der  Geraden  S  so- 
wohl eine  Tangente  ta'  an  den  Kegelschnitt  JT, ,  als  auch  eine  Tan- 
gente ta*'  an  den  Kegelschnitt  Äg.  Die  Berührungspunkte  dieser  Tan- 
genten seien  beziehungsweise  a,  und  a,.  Die  Ebene,  welche  durch  t*a 
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und  ta"  bestimmt  ist,  repräsentiert  eine  Berührungsebene  der 
Developpablen,  und  die  Gerade  a^a^  eine  Erzeugende  der  De?e- 
loppablen,  und  zwar  diejenige,  längs  welcher  die  Fläche  von  der 
Ebene  (f«',  ^«'0  berührt  wird. 

Vermöge  dieser  Construction  lassen  sich  auch  die  besonderen 
Lagen  der  erzeugenden  Ebene  sogleich  auffinden  und  feststellen. 

Nehmen  wir  an,  dass  sich  der  Punkt  a  auf  der  Geraden  S  ohne 
ünterlass  dem  Berührungspunkte  A^  des  Kegelschnittes  nähere,  so 
wird  sich  offenbar  auch  die  Tangente  ta'  ohne  Ünterlass  der  Geraden  8 
und  der  Punkt  a^  dem  Punkte  A^  nähern  müssen. 

Fällt  endlich  a  mit  A^  zusammen ,  so  übergeht  taf  in  S  und  der 
Punkt  »1  fällt  mit  A^  zusammen.  An  die  Stelle  der  Tangente  ta" 
tritt  sodann  die  von  A^  aus  an  £,  gezogene  Tangente  T,,  deren  Be- 
rührungspunkt B^  sein  möge. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Ebene,  welche  durch  S  und  T^ 
bestimmt  ist,  d.  i.  die  Ebene  des  Kegelschnittes  iT,,  gleichfalls 
eine  Berührungsebene  der  Developpablen  ist.  Die  in  derselben  liegende 
Erzeugende  ist  A^  B^. 

In  gleicher  Weise  findet  man ,  dass  auch  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes Ä^  eine  Berührungsebene  der  Developpablen  sei.  Die  in  der- 
selben liegende  Erzeugende  ist  die  von  dem  Berührungspunkte  A^  des 
Kegelschnittes  ^2  mit  S  an  den  Kegelschnitt  K^  gezogene  Tangente  T^. 

Drei  weitere  besondere  Lagen  der  erzeugenden  Ebene  ergeben 
sich  auf  folgende  Weise. 

§.  518. 

Die  Kegelschnitte  f  ,  und  K^  (als  Projectionen)  besitzen  außer  S 
drei  gemeinschaftliche  Tangenten  r, ,  r,  und  r,  (wovon  zwei  auch 
imaginär  sein  können).  Nennen  wir  den  Punkt,  in  welchem  beispiels- 
weise die  gemeinschaftliche  Tangente  r,  die  Gerade  S  trifi^t,  a,,  so 
finden  wir,  dass  die  Projectionen  der  von  a«,  ^^^  ^^  ^i  ^^^  ^a  S^" 
zogenen  Tatgenten  ta^^  und  f«,"  in  der  Geraden  r,  vereinigt  sind, 
dass  also  die  durch  diese  zwei  Tangenten  bestimmte  Berührungsebene 
der  Developpablen  eine  projicierende  Ebene  ist.'  Das  Gleiche  gilt 
auch  von  den  beiden  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  r^  und  r^ 
so,  dass  die  Developpable  drei  projicierende,  erzeugende 
Ebenen  besitzt. 

Dasselbe  hätte  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  früher  aufge- 
stellten Satze  ergeben,  nach  welchem  durch  jeden  Punkt  des 
Baumes,  mithin  auch  durch  das  Piojectionscentrum,  drei  Lagen 
der  erzeugenden  Ebene  der  Developpablen  gehen. 


551 

Dem  Vorausgeschickten  entnehmen  wir,  dass  die  Ebenen  E^  und 
E^  der  gegebenen  Leitkegelsehuitte  die  developpable  Fläche  gleichfalls 
berühren,  und  dass  die  Beruhrungserzeugenden  diejenigen  Geraden  sind, 
welche  von  den  Berührungspunkten  Ä^  und  Äi  an  die  Kegelschnitte 
Kj^  und  Kt^  berührend  gezogen  werden  können. 

§.  519. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  zu  untersuchen,  ob  sich  4iese  Berühr- 
ebenen El  und  E^  von  den  übrigen  unterscheiden  oder  nicht. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Ebene  E^.  Die  Tracen 
aller  übrigen  erzeugenden  Ebenen  der  Developpablen  auf  dieser  Ebene 
sind  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  K^. 

Die  Spuren  aller  Erzeugenden  der  Fläche  auf  der  Ebene  E^  sind 
die  Punkte  des  Kegelschnittes  K^,  so  dass  letzterer  als  der  Schnitt 
der  Developpablen  mit  der  Ebene  Ej^  anzusehen  ist.  Endlich 
berührt  auch  die  in  der  Ebene  j^^  liegende  Erzeugende  At^B^  den 
Kegelschnitt  K^  in  einem  Punkte  B^, 

Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen ,  dass  jede  beliebige  andere 
Berührebene  der  Developpablen,  beispielsweise  die  Ebene 
{ta'yta")  (Taf. X,  Fig.  92),  die  gleiche  Eigenschaft  wie  die  Ebene 
E^  besitzt. 

Construieren  wir  zu  diesem  Zwecke  irgend  eine  andere  Lage 
(^«',  tx")  der  erzeugenden  Ebene,  indem  wir  auf  S  einen  beliebigen 
Punkt  X  annehmen,  und  von  demselben  ausgehend  an  die  Leitkegel- 
schnitte Ky  und  JEj  die  Tangenten  t^'  und  tx"  ziehen. 

Die  Tangenten  t^  und  ta*  schneiden  sich,  da  sie  in  der  Ebene 
jB,  liegen,  in  einem  Punkte  x^  und  die  Tangenten  t^**  und  ta",  welche 
in  der  Ebene  E^  liegen  in  einem  Punkte  x".  Die  Gerade  x'x"  ist 
sonach  die  Schnittgerade  der  erzeugenden  Ebenen  (^a',  ^o")  und  {tx%  ^ä"). 

Denken  wir  uns  nun  die  .Ebene  (^a^  ta")  fest,  und  lassen  wir  den 
Punkt  X  die  Gerade  S  durchlaufen. 

Da  S  und  ta^  Tangenten  des  Kegelschnittes  K^  sind,  so  wird 
die  veränderliche  Tangente  tx'  auf  ^o'  eine  der  Reihe  x  projectivische 
Beihe  x'  bestimmen. 

Ebenso  erzeugt  auch  die  veränderliche  Tangente  tx"  auf  der 
festen  Tangente  ta"  eine  zur  Reihe  x  projectivische  Reihe  x".  Hieraus 
folgt  aber,  dass  die  Reihen  x'  und  a?"  auch  unter  einander  projecti- 
visch  sind,  dass  also  auch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender 
Punkte  x'  und  x"  einen  Kegelschnitt  Ka  umhüllen. 
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Wie  aber  der  obigen  Construction  leicht  zu  entnehmen  ist,  sind 
diese  Verbindungsgeraden  nichts  anderes,  als  die  Tracen  der  verschie- 
denen Lagen  der  erzeugenden  Ebene  auf  der  festen  Ebene   (ta\   ta"). 

%.  520. 

Uni  verschiedene  besondere  Elenaente  des  Kegelschnit- 
tes Ka  zu  ermitteln,  stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an. 

Die  beiden  Geraden  ta  und  /«"  sind  als  Träger  der  beiden  Keihen 
x'  und  X**  el^enfalls  Tangenten  des  Kegelschnittes  Ka. 

Der  Berührungspunkt  6,  von  ta  mit  Ka  ist  derjenige  Punkt  der 
Eeihe  x',  welcher  dem  Punkte  «,  als  Element  der  Reihe  x"  betrachtet, 
entspricht.  Die  Lage  des  Punktes  \  lässt  sich  hiernach  folgender- 
maßen bestimmen. 

Denken  wir  uns  den  Punkt  x  auf  S  so  lange  fortschreitend,  bis 
er  mit  A^  zusanmienfäUt,  so  tritt  an  die  Stelle  von  W  die  Gerade  T^, 
welche  von  Ä^  aus  gezogen,  den  Kegelschnitt  K^  (im  Punkte  B^)  be- 
rührt, und  an  die  Stelle  von  t^**  tritt  die  Gerade  S.  Die  Punkte  h^  und 
a,  in  welchen  T^  und  S  die  Geraden  ta'  und  <«"  treffen,  sind  daher 
correspondierend.e  Punkte  def  Keihen  a;' und  rc'S  oder  es  ist,  nach 
obigem,  h^  der  Berührungspunkt  der  Geraden  ta  mit  dem  Kegel- 
schnitte Ka. 

In  gleicher  Weise  findet  man  den  Berührungspunkt  c^  der  Gera- 
den tj'  mit  Ka  im  Schnitte  dieser  letztgenannten  Geraden  mit  der 
von  A^  aus  an  K^  gezogenen  Tangente  T2. 

Lassen  wir  ferner  den  Punkt  x  sich  dem  Punkte  a  ohne  Unter- 
lass  nähern,  so  nähern  sich  auch  die  Tangenten  t^'  und  tx*'  beständig 
den  Tangenten  ta'  und  ^a"  und  die  Schnittpunkte  x'  und  xf'  den  Be- 
rührungspunkten ai  und  «2  der  Tangenten  ta'  und  ta"  mit  den  bezüg- 
lichen Kegelschnitten  K-^  und  JEg. 

Fällt  in  der  Gren/lage  x  mit  a  zusammen,  so  coincidiert  auch 
X*  mit  a,  und  x"  mit  a,.  Hieraus  entnehmen  wir  aber,  dass  auch 
die  Gerade  a^a^^  den  Kegelschnitt  Ka  berühren  müsse. 

Besagte  Tangente  a^^a^  an  Ka  ist  aber,  früheren  Erörterungen 
gemäß,  nichts  anderes,  als  die  in  der  Ebene  {ta^  ta'')  liegende  Er- 
zeugende der  De veloppablen. 

Das  Resultat  unserer  Betrachtungen  lässt  sich  somit  folgends 
kurz  zusammenfassen. 

Die  Tracen  aller  Berührungsebenen  der  Developpablen  auf  einer 
Ebene,  wie  die  durch  {ta'^ta")  bestimmte,  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  auch  von  der  in  der  bezeichneten  Ebene  {ta%  ta") 
liegenden  Berührungserzeugenden   a^a^  berührt  wird. 
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Man  sieht  also,  dass  sich  die  Ebenen  E^  und  E^  der  Leit- 
kegelschnitte von  den  übrigen  Berührebenen  der  Develop- 
pablen  durch  keine  besonderen  Eigenschaften  unterscheiden. 

Da  der  Kegelschnitt  Ka  in  der  Ebene  {ta',  ^o'O  die  Enveloppe  der 
Tracen  aller  anderen  Berührebenen  auf  der  Ebene  (ta,  ta")  darstellt, 
so  repräsentiert  derselbe  auch  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Deve- 
loppablen  und  kann  demnach  auch  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  Er- 
zeugenden dieser  Fläche  mit  der  Ebene  (ta',  ta")  angesehen  werden. 

Der  Punkt,  in  welchem  eine  Erzeugende  einer  developpablen 
Fläche  von  der  nächstfolgenden  geschnitten  wird,  gehört  bekanntlich 
der  Cuspidalcurve  der  Developpablen  an.  Der  Punkt  jener 
in  der  Ebene  (^a',  ^o")  liegenden  Erzeugenden  der  Fläche,  welcher  der 
Cuspidalcurve  der  letzteren  zukömmt,  kann,  nachdem  er  noch  einer 
zweiten  Erzeugenden  angehören  soll,  kein  anderer  sein,  als  der 
Berührungspunkt  A  mit  dem  Kegelschnitte  Ka.  Es  gilt 
mithin  der  Satz: 

517.  „Jede  Berührebene  der  Developpablen  hat  mit  dieser  außer 
der  Berührungsereeugenden  noch  einen  Kegelschnitt  gemein^  dieser 
Kegelschnitt  wird  von  der  Berührungsergeugenden  in  einem  Punkte 
tangiert^  welcher  der  Cuspidalcurve  der  Developpablen  angehört^  und 
in  ivelchem  die  Cuspidalcurve  von  der  genannten  Berührebene  oscu^ 
liert  tcird.^ 

§.  521. 

Denken  wir  uns  drei  beliebige  Berührebenen  der  Deve- 
loppablen mit  den  in  ihnen  liegenden  Kegelschnitten 
und  Berührungserzeugenden  cönstruiert. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  anzustellenden  Untersuchung 
können  wir  die  beiden  Ebenen  E^  und  E2  als  zwei  der  obbezeichneten 
Ebenen  und  die  Ebene  {ta\  ta")    als    die   dritte  derselben  annehmen. 

Diese  drei  Ebenen  haben  mit  der  Developpablen  die  Kegelschnitte 
ü^i,  Äg  und  Ka  (Taf.  X,  Fig.  92),  sowie  die  Erzeugenden  T^,  T,  und 
u^a^  gemein  und  tangieren  überdies  die  Cuspidalcurve  in  jenen  Punkten 
^1,  B2  und  J.,  in  welchen  die  Kegelschnitte  K^,  K^  und  Ka  von  Tj, 
Tg  und  a^a^  berührt  werden. 

Diese  drei  Berührebenen  schneiden  sich  im  Punkte  cc.  Es  kann 
unschwer  nachgewiesen  werden,  dass  dieser  Punkt  in  der  Ebene  der 
drei  Osculationspunkte  B^^  B2  und  A  liege. 

Wenn  wir  die  drei  Tangenten  S,  ta'  und  1\  des  Kegelschnittes 
Kl  mit  ihren  Berührungspunkten  Ai,  a^  und  B^  betrachten,  so  finden 
wir  nach  einem  bekannten  Satze  aus   der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
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dass  sich  die  Yerbindungsgeraden  der  Eckpunkte  b^»  ^2  und  a  des  von 
diesen  Tangenten  gebildeten  Dreieckes  mit  den  Berührungspunkten 
A^,  a^  und  Bj^  der  Gegenseiten  in  einem  und  demselben  Punkte  Q 
schneiden. 

Ähnliches  findet  auch  bezüglich  des  Kegelschnittes  K^  statt.  Es 
schneiden  sich  nämlich  die  Geraden  Cj^s,  B^a  und  aj^i  in  dem 
nämlichen  Punkte  R  und  endlich  schneiden  sich  auch^  mit  Bücksicht 
auf  den  Kegelschnitt  Ka,  die  Geraden  a^Cj,  aj&i  und  aM  in  einem 
Punkte  P.  {M  stellt  hierbei  den  Berührungspunkt  von  a^  a2  mit  Ka^ 
oder  was  dasselbe  ist,  den  Osculationspunkt  der  Ebene  (t'ay  t"a)  dar). 

Da  endlich  die  Dreiecke  Qa^b^  und  Bc^a^  col linear  sind  in 
Bezug  auf  die  Gerade  S  als  Collineationsachse,  so  schneiden  sich  die 
Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Dreiecksecken  in  einem  und 
demselben  Punkte;  es  geht  demnach  auch  die  Gerade  BQ  durch  den 
nämlichen  Punkt  P. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  die  Geraden  aQ  und  aB  eine 
Ebene  gelegt,  so  enthält  diese  offenbar  auch  die  Punkte  B^  und  B^, 
Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  {ta*,ta^)  geht  einerseits  durch 
a  und  andererseits  durch  den  Durchstoßpunkt  der  Geraden  BQ  mit 
der  Ebene  {tat  ta")-  Es  ist  nun  unschwer  nachzuweisen,  dass  der  vor- 
erwähnte Durchstoßpunkt  kein  anderer  als  der  Punkt  P  selbst  ist. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Hilfsebene  A^QB,  so  finden  wir, 
dass  dieselbe  die  Ebene  (ta'^ta*)  in  der  Geraden  61  «j  schneidet.  Der 
Schnittpunkt  P  von  t^aj  und  QB  ist  daher  der  gesuchte  Punkt. 

Als  Schnitt  der  beiden  Ebenen  {ta\  ta")  und  aQB  ergibt  sich 
demnach  die  Gerade  aP,  und  da  dieser  der  Punkt  A  angehört,  so 
folgt,  dass  auch  die  Ebene  aPB  den  Punkt  A  in  sich  schließe,  oder 
mit  anderen  Worten,  dass  die  vier  Punkte  A,  B^,  B2  und  a  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen. 

Berücksichtigt  man  hierbei,  dass  die  Ebenen  E^  E^  und  {taj  ta") 
ganz  beliebig  gewählt  wurden,  so  folgt  der  Satz: 

518  a).  yjDie  drei  durch  einen  und  denselben  Punkt  a  im  Baume 
gellenden  Berührebenen  der  Developpablen  osculieren  die  Cuspidalcurve 
der  letzteren  in  drei  Punkten,  deren  Ebene  auch  den  Punkt  a 
enthält^ 

und  umgekehrt: 

518b),  „Die  Osculationsebenen  dreier  Punkte  der  Cuspidalcurve 
schneiden  sich  in  einem  Punkte,  welcher  in  der  Ebene  dieser  drei 
Punkte  liegt, ^ 


555 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Gnspidalcurve  der 
vorliegenden  Developpablen  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung sein  mQsse. 

Denn  wäre  dieselbe  von  höherer  als  der  dritten  Ordnung,  würde 
sie  also  beispielweise  von  einer  Ebene  E  in  vier  Punkten  geschnitten, 
die  wir  mit  a,  2>,  c,  und  d  bezeichnen  wollen^  so  müssten  durch  den 
Schnittpunkt  der  Ebenen  E  und  der  Osculationsebenen  in  a  und  h 
(nach  dem  vorstehenden  Satze)  sowohl  die  Osculationsebene  des 
Punktes  c,  als  auch  jene  des  Punktes  d  gehen.  Dies  ist  aber  unmög- 
lich, da  durch  einen  Punkt  im  Räume  bloß  drei  Osculations- 
ebenen der  Gnspidalcurve  geführt  werden  können. 

Es  ergibt  sich  mithin  der  Satz: 

519.  jfDie  Cuspidalcurve  der  den  Kegelschnitten  K^  und  K^ 
gemeinschaftlich  umschriebenen  Developpablen  ist  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  und  dritter  Glosse.^ 

§.  522. 

Aus  dem  vorher  aufgestellten  Satze  lässt  sich  außer  dem  obigen 
Ergebnisse  auf  eine  einfache  Weise  auch  noch  eine  zweite  Eigenschaft 
ableiten. 

Behufs  Erreichung  des  angedeuteten  Zweckes  wollen  wir  noch 
einige  vorbereitende  Betrachtungen  voranschicken. 

Denken  wir  uns  vier  beliebige  Berührebenen  JSp  E^,  E^  und  E^ 
der  Developpablen  construiert. 

Die  Ebene  E^  werde  von  den  Ebenen  E^,  E^  und  E^  und  von 
allen  anderen  Berührebenen  in  Geraden  geschnitten,  welche  einen 
Kegelschnitt  £3  umhüllen  mögen. 

Betrachten  wir  die  Schnittgeraden  der  Ebenen  E^  und  E^  als 
feste  Tangenten  des  Kegelschnittes  £,,  so  bestimmen  auf  diesen 
Geraden  die  übrigen  Tangenten,  also  alle  anderweitigen  Berührebenen 
der  Developpablen  zwei  projectivische  Punktreihen  x'  und  x". 

Ferner  wird  aber  auch  die  Berührebene  E^  von  der  Developpablen 
in  einem  Kegelschnitte  £3  geschnitten,  dessen  Tangenten  die  Tracen 
sämmtlicher  Berührebenen  auf  der  Ebene  E^  sind. 

Betrachten  wir  wieder-  die  Tracen  {E^y  E^)  und  (^3,  E^)  der 
Berührebenen  E^  und  E^  auf  der  Ebene  -E,  als  fixe  Tangenten  des 
Kegelschnittes  ifg,  so  folgt,  dass  alle  übrigen  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes, oder  mit  anderen  Worten,  dass  alle  Berührebenen  der 
Developpablen  auf  diesen  Geraden  (E^,  E^)  und  {E^,  E^  projec- 
tivische Punktreihen  x**  und  x***  bestimmen. 
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Aus  diesen  Erörterungen  ist  zu  ersehen,  dass  sämmtliche  Berühr- 
ebenen  der  Developpablen  auf  den  drei  Geraden  (E^,E^),  (E^,E^)  und 
(jBg,  £4)  Punktreihen  x%  x"  und  x'^'  bestinamen,  von  welchen  x'  und 
x" ;  X*'  und  ic"'  projectrvisch  sind.  Es  sind  daher  auch  die  Eeihen  x' 
und  a;'"  auf  {E^,E^)  und  (E^,E^)  projectivisch.  Folglich  gilt  der  Satz: 

520.  y^Die  sämmtlichen  Berührebenen  der  Developpablen^  welch 
letztere  den  Kegelschnitten  K^  und  K^  gemeinschaftlich  umsclirie- 
hen  isty  schneiden  die  Schnittgeraden  irgend  zweier  Paare  dieser 
Berührebenen  in  projectivischen  Punktreihen,*^ 

Aus  diesem  Satze  folgen  nachstehende  zweiErzeugungsweisen 
der  betrachteten  Developpablen. 

521.  „Die  Ebenen,  welche  durch  je  drei  entsprechende  Punkte 
dreier  projectivischen  Punktreihen,  deren  Träger  drei  beliebige  {sich 
schneidende  oder  nicht  schneidende)  Geraden  im  Räume  sind,  erzeugefi 
eine  developpable  Fläche  dritter  Classe.^ 

§.  523. 

Denken  wir  uns  ferner  sechs  beliebige  Berührebenen  e,, 
e,,  Cg,  64,  e^  und  e^  der  Developpablen  gegeben. 

Die  Ebene  6,  wird  von  den  übrigen  fünf  Ebenen  in  fünf  Geraden 
geschnitten,  welche  als  Tangenten,  einen  Kegelschnitt  K^  vollkommen 
bestimmen. 

Ebenso  schneiden  ferner  die  Ebenen  e,,  e^,  e^,  e^  und  e^  die 
Ebene  e,  in  fünf  Geraden,  welche  gleichfalls  als  Tangenten  einen  Kegel- 
schnitt K^  unzweideutig  feststellen. 

Die  beiden  Kegelschnitte  Kf  und  K^  berühren  auf  Grnnd  der 
vorausgesetzten  Construction  die  Schnittlinie  ie^e^)  ihrer  Ebenen. 

Denkt  man  sich  diesen  beiden  Kegelschnitten  die  Developpable 
umschrieben,  so  befinden  sich  unter  den  Berührebenen  derselben  auch 
die  Ebenen  ^3,  e^^  e^  und  e^. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  bezeichnete  Developpable  durch 
sechs  ihrer  Berührebenen  vollständig  bestimmt  ist,  indem  hiedurch 
ihre  Construction  auf  den  ursprünglichen  Fall  zweier  Leitkegel- 
schnitte zurückgeführt  werden  kann. 

Daher  der  Satz: 

522.  „Die  in  Untersuchung  stehende  Developpable  ist  durch 
sechs  ihrer  Berührebenen  vollkommen  gegeben*^ 

§.  524. 

Nach  diesen  hiermit  getroffenen  Vorbereitungen,  wollen  wir  auf 
das  uns  gestellte  Problem  (Taf.  X,  Fig.  92)  zurückgreifen. 
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Die  Punkte  B^  und  B^  sind  als  Osculationspunkte  der 
Ebenen  E^  und  E^  mit  der  Cuspidalcurve  der  Developpablen  fix. 
Das  Gleiche  gilt  von  der  Schnittgeraden  S  der  beiden  Ebenen  E^  und  E^. 

Ist  (ta',  ta*)  eine  beliebige  weitere  Beruhrebene  der  Developpablen, 

4 

A  ihr  Osculationspunkt  und  a  jener  Punkt,  in  welchem  sie  die  Ge- 
rade S  schneidet,  so  liegen  (nach  Satz  518a)  die  vier  Punkte  By^  J?s, 
a  und  A  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  der  Punkt  a  in  der  Geraden  S  fort- 
schreite, so  wird  mit  ihm  gleichzeitig  auch  die  Ebene  {tayta')  ihre 
Lage  ändern  und  der  Osculationspunkt  A  derselben  die  Cus- 
pidalcurve durchlaufen. 

Da  die  Punkte  5,  und  JB,  fix  bleiben,  so  wird  jene  Ebene, 
welche  die  Punkte -Bj,  2^,,  a  und -4  enthält  ein  Ebenenbüschel  mit 
der  Achse  B^B^  beschreiben,  welches  zu  der  Reihe  a  perspecti- 
visch  ist. 

Hiernach  kann  man  also  behaupten,  dass  die  Ebenen,  welche 
durch  die  Osculationspunkte  zweier  Berührebenen  und  nebstbei  durch 
einzelne  Punkte  der  Cuspidalcurve  gehen,  auf  der  Schnittgeraden  dieser 
Berührebenen  dieselben  Spuren  hinterlassen,  wie  die  Berühr- 
ebenen der  Developpablen,  welche  die  Cuspidalcurve  in  den 
betreffenden  Punkten  osculieren. 

Denken  wir  uns  nun  drei  Paare  von  Beruhrebenen  J?/,  7?,';  JB, ", 
jBa",  und  jB/",  JEj"'  der  Developpablen  angenommen;  die  Osculations- 
punkte derselben  seien  B.^B^,  JB,  ",  5^"  und  5/",  B^'\ 

Ist  E  eine  beliebige  Berührebene  der  Developpablen,  welche  di^ 
Schnittgeraden  {Ey\E^'),  (JE, ",£„")  und  (E,"\E^''')  beziehungsweise  in 
«',  a"  und  a'"  treflTen,  so  wird  dem  Vorhergehenden  gemäß,  der 
Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  (B^-B^'a')»  (-B/'^a'V)  und  (B/''^^'"«"') 
kein  anderer,  als  der  Osculationspunkt  A  der  Ebene  E  sein  können. 

Verändert  die  Ebene  E  ihre  Lage,  so  bestimmt  sie  (nach  Satz 
520)  auf  (Ey\E^"),  {E,'\E^")  und  (J5Ji'",  jB^'")  drei  projectivische 
Reihen  a',  a"  undj  a"';  die  Ebenen  {B^*B^'a')y  {B^"B^"(xf')  und 
(J^i'^JB^'"«'")  beschreiben  drei  zu  diesen  Reihen  perspectivische, 
also  untereinander  projectivische  Ebenenbüschel  mit  den 
Achsen  {B^*B^%  {B^'^B^'')  und  (5i'"  B^'"),  während  der  Schnittpunkt 
A  der  entsprechenden  Ebenen  dieser  drei  Ebenenbüschel,  als  Osculations- 
punkt der  Ebene  E,  die  Cuspidalcurve  der  Developpablen  durchläuft, 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

523.  ^Die  Cuspidalcurve  der  Developpablen  ergibt  sich  als  Ort 
der  Durchschniitspunkte  der  entsprechendere  Ebenen  dreier  projectivi- 
scher  Ebenenbüschel^  deren  Achsen  die  Cuspidalcurve  selbst  in  je  zivei 
Funkten  treffen."' 
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§.  525. 

Der  vorstehende  Satz  sagt  unmittelbar  aus,  dass  nachdem  das 
Erzeugnis  dreier  projectivischer  EbenenbOschel  immer  eine  Baumcurve 
dritter  Ordnung  ist,  auch  die  Cuspidaicurve  eine  derartige 
Curve  sei. 

Ist  aber  die  Cuspidaicurve  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  muss 
der  Kegel,  welcher  ihr  aus  einem  ihrer  Punkte  umschrieben  ist,  ein 
Kegel  zweiten  Grades  sein. 

Dass  das  Gesagte  seine  volle  Berechtigung  habe,  lehrt  nachstehende 
Untersuchung. 

Seien  E^,  E^^  E^  und  E^  wieder  vier  beliebige  Berührebenen 
der  Developpablen ;  ihre  Osculationspunkte  mögen  B^,  B^,  B^  und  B^ 
heißen. 

Nennen  wir  überdies  die  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  E^,  E^ 
und  E^,  sowie  jene  von  E^,  E^  und  E^  beziehungsweise  a  und  ß,  so 
folgt  aus  Satz  518a),  dass  sowohl  die  vier  Punkte  B^,  5,,  B^  und  a, 
als  auch  die  vier  Punkte  B^  J?,,  B^  und  ß  in  einer  Ebene  liegen. 

Denken  wir  uns  die  drei  Ebenen  E^,  E^-  und  E^  fest,  die  Ebene 
J?4  jedoch  beweglich,  so  erzeugt  diese  letztere  auf  den  Geraden  (Ej^.E^) 
und  {Ei,E^)  nach  Satz520)  zwei  projectivischePanktreihenaundjS. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Thatsachen  sind  aber  auch  die  zu 
diesen  Punktreihen  perspectivischen  Ebenenbüschel,  mit  den 
Achsen  BiB^  und  B^B^,  untereinander  projectivisch,  und  erzeugen 
daher  als  Ort  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  einen  Kegel 
zweiten  Grades  mit  dem  Scheitel  B^. 

Zwei  entsprechende  Ebenen  dieser  Büschel,  wie  beispielsweise 
{B^B^B^a)  und  {B^B^B^ß)  gehen  aber  durch  den  zugehörigen 
Punkt  Ji^,  welcher  immer  der  Cuspidaicurve  angehört.  Dieser  Punkt 
gehört  daher  der  Schnittlinie  zweier  entsprechender  Ebenen,  mithin 
dem  genannten  Kegel  selbst  an,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Cus- 
pidaicurve liegt  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades,  dessen 
Scheitel  einer  ihrer  Punkte  [B^   ist.   Hiernach  gilt  der  Satz: 

524:.  j^Ber  der  Cuspidaicurve  aus  einem  ihrer  Punkte  umschrie-- 
hene  Kegel  ist  vom  zweiten  Grade.^ 

§.  526. 

Seien  wieder  K^  und  K^  (Taf.  XI,  Fig.  93)  die  beiden  Leit- 
kegelschnitte, welche  die  Schnittgerade  S  ihrer  Ebenen  jEJ,  und  E^  be- 
rühren. Das  Projectionscentrum  denken  wir  uns  auf  einer  beliebig  im 
Räume  gewählten  Geraden  so  angenommen,    dass  diese  letztere  sich 
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als  ein  Punkt  P  projiciert.     Betrachten  wir  ferner  alle  die  genannten 
Elemente  als  in  derselben  Ebene  —  der  Bildebene  —  liegend. 

Eine  beliebige,  durch  P  gehende  Gerade  ||  treffe  den  Kegel- 
schnitt K^  in  den  beiden  Punkten  x*  und  x".  Weiters  denken  wir 
uns  in  x'  und  x"  die  Tangenten  t'  und  t"  an  den  Kegelschnitt  K^ 
gezogen.  Besagte  Tangenten  f  und  V*  treffen  die  Gerade  8  in  den 
beiden  Punkten  aj  und  a^ »  welche ,  sobald  die  Gerade  g^  um  P  ge- 
dreht wird,  auf  S  eine  Involution  erzeugen.  Letztere  Behauptung 
kann  auf  nachstehende  Weise  'gerechtfertigt  werden. 

Nehmen  wir  den  Kegelschnitt  K^  (Taf.  X,  Fig.  94)  und  eine 
feste  Tangente  S  desselben,  sowie  den  Punkt  P  als  gegeben  an. 

Vor  allem  denken  wir  uns  die  zu  S  parallele  zweite  Tangente  T" 
des  Kegelschnittes  K^  gezogen ,  deren  Berührungspunkt  m  sodann  mit 
P  verbunden,  und  in  dem  Punkte  n,  in  welchem  diese  Yerbindungs- 
gerade  den  Kegelschnitt  K^  das  zweitemal  trifft ,  die  zugehörige  Tan- 
gente T*  gezeichnet. 

Zieht  man  nun  durch  P  eine  beliebige  Gerade  S|,  welche  den 
Kegelschnitt  K^  in  x^  und  x^  schneidet,  und  fQhrt  man  in  diesen 
Punkten  x^  und  x^  die  Tangenten  t^  und  t^  an  £j,  welche  die  festen 
Geraden  S,  T  und  T"  beziehungsweise  in  a^,  a',  /5"  und  a^y  /3',  a" 
schneiden  mögen,  so  müssen,  da  das  Viereck  a^ß**a**ß'  dem  Kegel- 
schnitt £^  nmschrieben  ist  (nach  einem  bekannten  Satze)  die  Diago- 
nalen a*a"  und  ß*  ß"  durch  P  gehen. 

Betrachten  wir  eine  dieser  Diagonalen,  etwa  a'af'  näher. 

Wenn  sich  die  Gerade  $,  um  P  dreht ,  so  ändern  sich  gleich- 
zeitig die  Tangenten  t^  und  ^^  und  folglich  auch  die  Punkte  af  und  a"\ 
diese  letzteren  jedoch  so,  dass  deren  Verbindungsgerade  stets  durch  P 
geht.  Das  Zutreffen  des  erwähnten  ümstandes  sagt  aber  nichts  an- 
deres aus,  als  dass  die  Keihen  a\  d\  welche  die  beweglichen  Tan- 
genten \  und  t^  auf  den  festen  Tangenten  T  und  T"  erzeugen,  p  e  r- 
spectivisch  sind. 

Ferner  ist  aber  die  Reihe  a'  projectivisch  mit  der  Reihe  a', 
indem  beide  als  Schnitte  des  Tangentensystems  von  £^  mit  den  beiden 
festen  Tangenten  T'  und  S  auftreten. 

In  gleicher  Weise  kann  auch  gefolgert  werden,  dass  die  Reihen 
a"  und  ttj  projectivisch  sind,  indem  sie  die  Schnitte  des  Tangenten- 
systems mit  den  beiden  festen  Tangenten  S  und  T*  repräsentieren. 
Hieraus  ergibt  sich  aber  unmittelbar,  dass  die  Reihen  a^  .  .  .  .  und 
a^  . . . .  auf  /S  projectivisch  sind. 

um  endlich  nachzuweisen,  dass  dieselben  eine  Involution  bilden, 
genügt  es,  zu  zeigen,  dass  ein  beliebiges  Paar  entsprechender  Punkte 
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vertauscht  werden  kann,  d.  b.  dass  demjenigen  Punkte  6,  der  Reihe 
tti  . . . ,  welcher  mit  a^  zusammenfäjlt,  in  der  Reihe  a^  . . .  jener 
Punkt  6^  entspricht,  welcher  mit  a,  zusammenfällt. 

Die  Tangenten  t^  und  t^  treffen  die  festen  Tangenten  T'*  und  T 
in  ß"  und  ß%  während  die  gerade  Verbindungslinie  ß'ß*\  wie  früher 
gezeigt  wurde,  durch  P  geht.  Es  sind  somit  /3"  und  ß'  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  Seihen  a'  ...  und  «"...,  und  mithin  b^  und 
63  zwei  entsprechende  Punkte  der  Reihen  a^...  und  a» 

Hiermit  ist  also  nachgewiesen,  dass  die  Punktepaare  a,  und  a„ 
eine  Involution  erzeugen,  sobald  sich  der  Strahl  g,  um  P  dreht, 
und  zwar  entspricht  jeder  Lage  des  Strahles  |,  ein  conjugiertes 
Punktepaar  der  Involution  auf  ä  und  umgekehrt. 

Schlägt  man  den  umgekehrten  Weg  der  Betrachtung  ein,  so 
wird  man  finden,  dass,  wenn  ein  Kegelschnitt  jST,  und  eine  feste 
Tangente  8  desselben  als  bekannt  vorliegt,  und  auf  der  letzteren  eine 
beliebige  Involution  gegeben  ist,  die  Verbindungslinien  der  Berüh- 
rungspunkte solcher  Kegelschnittstangenten,  welche  durch  conjugierte 
Punkte  der  Involution  gezogen  werden ,  sämmtlich  durch  einen  festen 
Punkt  S  gehen. 

Nach  dieser  vorbereitenden  Untersuchung  können  wir  nun  unsere 
Betrachtungen  mit  Beziehung  auf  Fig.  93,  Taf.XI  anstandslos  fortsetzen. 

Zieht  man  durch  den  angenommenen  Punkt  P  Strahlen  g,,  welche 
den  Kegelschnitt  -K',  in  x^  und  x^  treffen,  so  erzeugen  die  Tangenten 
t'  und  ^"  in  x^  und  x^  auf  S  eine  Involution  a^,  a^...;  führt  man 
ferner  von  je  zwei  zusammengehörigen  (conjugierten)  Punkten  dieser 
Involution  Tangenten  ti,  r^  an  den  Kegelschnitt  Ä^,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie &^  ihrer  Berührungspunkte  durch  einen  festen  Punkt  Q. 
Da  ferner  jedem  Punktepaar  der  Involution  ein  Strahl  |j  und  ein 
Strahl  Ig  ein-deutig  entspricht,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte 
•  von  gl  und  |j  ein  Kegelschnitt  K^. 

Dieser  Kegelschnitt  K^  schneidet  den  Kegelschnitt  K^  in  vier 
Punkten.  Ist  A^  einer  dieser  Punkte,  so  stellen  die  Geraden  PA^ 
und  QAq  zwei  entsprechende  Strahlen  der  den  Kegelschnitt  K^  er- 
zeugenden Büschel  vor.  Entsprechend  der  Bedeutung  dieser  Strahlen 
bestimmen  dieselben  auf  S  das  nämliche  Punktepaar  der  Involution. 
Schneidet  also  PA^  den  Kegelschnitt  K^  in  Ai  und  P, ,  so  treffen 
sich  die  Tangenten  der  Kegelschnitte  JT,  und  K^  in  J.,  und  A^  in  einem 
und  demselben  Punkte  a  von  S.  Es  ist  mithin  J.,  A^  eine  durch  P 
gehende  Erzeugende  der  Developpablen. 

Jedem  der  drei  weiteren  Schnittpunkte  von  K^  und  K^  ent- 
spricht ebenfalls  eine  solche  Erzeugende.    Es  gibt  daher  immer  vier 
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Erzeugende  der  Developpablen»  deren  Projectionen  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  gehen,  oder  mit  anderen  Worten, 
es  gibt  stets  vier  Erzeugende^  welche  eine  beliebige  Gerade  schnei- 
den. Die  Developpable  ist  mithin  von  der  vierten  Ordnung. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

525  a).  jfDie  den  beiden  Kegelschnitten  K^  und  K^  umschriebene 
Developpable  ist  von  der  vierten  Ordnung.*^ 

Oder  mit  anderen  Worten : 

525b).  jfDie  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  stets  vom  vierten 
Range,  d.  h.  es  gibt  immer  vier  Tangenten  derselben^  welche  eine 
beliebig  im  Räume  gewählte  Gerade  schneiden,^ 

§.  527. 

Vermittelst  der  Ordnung,  der  Classe  und  des  Banges  der 
Cuspidalcurve  lassen  sich  nun  alle  anderen  Charaktere  der- 
selben und  ihrer  Tangenten  fläche  durch  die  P]  ück  er 'sehen 
Formeln  bestimmen. 

Da  nämlich,  gemäß  den  früher  eingeführten  Bezeichnungen,  dies- 
falls w  =  3 ;    n  =  3  und  r  =  4 

ist,  so  folgt  aus 

n  =  r  {r  —  1)  —  2x  —  3m, 

x  =  i  [r{r  —  1)  —  3m  —  n]  =  0, 

d.  h.  es  gibt  kein  Paar  von  Tangenten  der  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  einen  Punkt  gemeinsam  hätten.  Zu  dem  gleichen  Ergebnisse 
gelangt  man  übrigens  auch  unmittelbar,  wenn  man  nur  bedenkt,  dass 
eine  Ebene,  welche  durch  zwei  sich  schneidende  Tangenten  einer  Baum- 
curve  geht,  mit  dieser  mindestens  vier  Punkte  gemein  hat,  und 
dass  dieser  Fall  bei  einer  Baum  curve  dritter  Ordnung  gar  nicht  ein- 
treten kann.  Die  betrachtete  Developpable  besitzt  daher  auch  keine 
Doppelcurve. 

Ebenso  ist  auch  2/  ==  0,  da  die  Baumcurve  dritter  Ordnung 
keine  doppeltberührende  Ebene  besitzen  kann.  Dieselbe  würde 
Dämlich  mit  der  Curve  gleichfalls  mindestens  vier  Punkte  gemein 
haben  müssen. 

Ferner  folgt  aus  der  bekannten  Gleichung 

n  —  ß  =  3{r  —  m), 
dass: 

/3  =  n  —  3(r  —  m)  =  0 

Peichka,  Darstellende  n.  projective  Geometrie.  II.  qa 
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sei,  d.  h.  die  Baumcurve  dritter  Ordnoog  besitzt  keine  statio^ 
oären  Punkte. 

Ebenso  ergibt  sich  ans: 

m  —  a  =  3  (3  —  n), 

dass :  a=rw  —  3(r  —  w)=0  sei, 

d.  h.  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  besitzt  keine  'stationären 
Ebenen;  und  ihre  developpable  Tangentenfläche  im  ebenen 
Schnitte  keine  Inflexionspunkte. 

Endlich  findet  man  aus 

r  =  m  (m  —  1)  —  2Ä  —  3/?, 

h  =  ^[m  (m  —  1)  —  r]  =  l 
und  aus 

r  =  n{n  —  1)  —  2g  —  3x, 

flf  =  I  [n  (n  —  1)  ~  r]  =  1 ; 
das  heißt: 

a)  Durch  einen  Punkt  des  fiaumes  geht  nur  eine  Gerade, 
welche  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  in  zwei  Punkten  trifft,  oder 
die  Projection  der  Curve  kann  bloß  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzeU;  und 

b)  In  einer  beliebig  gewählten  Ebene  gibt  es  bloß  eine  einzige 
Gerade,  durch  welche  zwei  Osculationsebenen  der  Baum- 
curve dritter  Ordnung  gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ebene 
Schnitt  der  zu  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  gehörigen  Tan- 
gentendeveloppablen  besitzt  nur  eine  Doppeltangente. 

§.  528. 

Aus  dem  Satze  518a)  folgt  eine  merkwürdige  Polarität  für  die 
Punkte,  die  Geraden  und  Ebenen  des  Baumes,  wenn  man  als  Directrix 
eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  annimmt. 

Da  nämlich  die  Berührungspunkte  der  Baumcurve  dritter  Ord- 
nung mit  dreien  ihrer  Osculationsebenen,  welche  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  P  gehen,  in  einer  Ebene  p  liegen,  welche  gleichfalls 
diesen  Punkt  P  enthält,  so  folgt,  dass  jedem  Punkte  P  des  Baumes 
eine  durch  ihn  gehende  Ebene  p  entspricht. 

Einer  jeden  Ebene  p  des  Baumes  entspricht  umgekehrt  ein  in 
ihr  liegender  Punkt  P,  d.  i.  der  Schnittpunkt  jener  drei  Osculations- 
ebenen, deren  Osculationspunkte  die  Schnittpunkte  der  Baumcurve 
dritter  Ordnung  mit  der  Ebene  p  sind  *^). 

Weitere  diesbezügliche  interessante  Eigenschaften  und  Beziehungen 
werden  wir  an  anderer  Stelle  kennen  lernen. 
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§.  529. 


Untersnchnng  der  deyeloppablen  Fläche,  welche  zwei  Kegelschnitten 
in  allgemeiner  Lage  gemeinschaftlich  umschrieben  ist. 

Die  beiden  gegebenen  Eegeldcbnitte  seien  K^  und  £^  (Taf.  XI, 
Fig.  95).    Die  Gerade  S  sei  die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen. 

Nach  der  früher  im  allgemeinen  angegebenen  Methode  wird  man 
'einzelne  Lagen  von  erzeugenden  Ebenen  der  diesen  Kegelschnitten  um« 
schriebenen  Developpablen  wieder  dadurch  bestimmen,  dass  man  auf 
S  einen  beliebigen  Punkt  a  annimmt,  und  von  demselben  aus  die 
Tangenten  ta^\  tct^"  an  den  Kegelschnitt  £*,  und  die  Tangenten  ta^',ta^" 
an  den  Kegelschnitt  E^  zieht. 

Die  Paare  t\t\y  tat' ta,*\  ta"t\,  ta,*'ta^"  bestimmen  vier 
Lagen  der  erzeugenden  Ebene. 

Nennen  wir  weiterhin  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  ^'a,, 
t*\,  t\  und  t"a^  beziehungsweise  a\ya"^ja'^  und  a",,  soerh&ltman 
vier  Erzeugende  der  Developpablen  als  die  Verbindungsgeraden  a\  a^^, 
a\a"^^  a'\a\  und  a'\a"^. 

§.  530. 

Um  die  auf  die  eben  angedeutete  Weise  entstehende  developpable 
Fläche  zu  untersuchen,  werden  wir  nicht  direct  von  der  (in  Taf.  XI, 
^S'  3^)  gegebenen  allgemeinen  Lage  der  Leitlinien  gegen  einander 
ausgehen,  sondern  vielmehr  trachten,  diese  Lage,  ohne  die  Allgemein- 
heit des  Problems  auch  nur  im  geringsten  zu  beeinflussen,  zu  speciali- 
sieren. 

Dies  kann  offenbar  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  man  das 
in  Fig. 95  dargestellte,  gegebene  Gebilde  duf ch  räumlich  coUineare 
Transformation  in  ein  anderes  verwandelt,  wobei,  als  Folge  der 
Wahl  des  GoUineation^centrums ,  der  GoUineations-  und  der  Gegen- 
ebenen, gewisse  Elemente  der  zu  verwandelnden  Figur  entweder  in 
unendliche  Entfernung  fallen,  oder  doch  gegen  einander 
eine   besondere,   zweckmäßige    Lage   annehmen. 

Wird  sodann  in  dieser  transformierten  Lage  die  Developpable 
erzeugt,  und  werden  deren  projectivische  Eigenschaften  untersucht,  so 
lassen  sich  dieselben,  da  sie  durch  Gollineations-Transformation  nicht 
geändert  werden,  leicht  auf  die  ursprungliche  Figur  übertragen. 

§.  531. 

Um  diese  Specialisierung  zu  vollziehen,  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an. 

36* 


564 

Zunächst  ermitteln  wir  die  Pole  P,  und  P,  der  Geraden  S  in 
Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  K^  und  E^, 

Die  durch  den  Punkt  P,  gehenden  conjngierten  Polaren  bestim- 
men auf  der  Geraden  S  eine  Involution.  Ebenso  erzeugen  auch  die 
conjngierten  Polaren  des  Büschels  P^  auf  S  eine  Involution. 

Bekanntlich  haben  aber  zwei  Involutionen  auf  einem  und  dem- 
selben Träger  stets  ein  Paar  entsprechender  (conjugierter) 
Punkte  gemein. 

Es  werden  daher  auch  auf  S  zwei  Punkte  Q  und  R  existieren, 
welche  sowohl  ein  conjugiertes  Punktepaar  der  Involution  P^,  als  auch 
ein  conjugiertes  Punktepaar  der  Involution  P2  darstellen.  Besagte 
Punkte  können  leicht  in  folgender  Weise  construiert  werden. 

Die  Centralpunkte  der  beiden  Involutionen  seien  0^  und  0^* 
Denkt  man  sich  ferner  die  Potenzen  OiMi  und  O2M2  derselben  auf 
den  durch  0^  beziehungsweise  O2  zu  8  senkrechten  Geraden  auf- 
getragen, so  wird  joner  Kreis,  welcher  durch  M^  und  M2  geht,  und 
dessen  Mittelpunkt  auf  S  liegt,  die  Gerade  8  bereits  in  den  verlangten 
zwei  Punkten  Q  und  B  treffen. 

Denn  es  ist 


QO^.ROi  =  O^M^^    und 

QO2.BO2  =  V^2^ 

d.  h.  Q  und  22  bilden  ein   conjugiertes  Panktepaar  der  einen, 
sowie  der  anderen  Involution. 

Selbstverständlich  sind  sodann  P^Q  und  F^B  zwei  conjugierte 
Polaren  des  Kegelschnittes  Z^^,  und  ebenso  Pj Q  undP2i2  zwei 
conjugierte  Polaren  des  Kegelschnittes  K^* 

§.  532. 

Wir  wollen  nun  die  vorstehende  Figur  95,  Taf.  XI)  sammt  den 
neu  hinzugetretenen  Elementen  P,,  P^,  Q  und  B  in  nachstehender 
Weise  coUinear  transformieren. 

Vor  allem  soll  die  Gegenebene  in  dem  Systeme  dieser  neuen 
uns  geistig  vorschwebenden  Figur  durch  die  Gerade  S  gelegt  werden. 
Hiedurch  erreichen  wir,  dass  die  Gerade  S'  im  transformierten  Gebilde 
in  unendliche  Entfernung  föUt  und  die  Ebenen  der  transformierten 
Kegelschnitte  JT/  und  K^'  zu  einander  parallel  werden. 

Außerdem  treten  an  die  Stelle  der  Punkte  P,  und  P9,  da  sie 
die  Pole  der  Geraden  8  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K^  und  -£, 
sind,  zwei  Punkte  P,'  und  P^',  welche  die  Pole  der  unendlich  fernen 
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Geraden  S'  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K^'  und  Z^',  d.  i.  die 
Mittelpunkte  dieser  Kegelschnitte  vorstellen  werden. 

Weiters  werden  den  Punkten  Q  und  R  zwei  Punkte  Q*  und  B* 
anf  der  unendlich  fernen  Geraden  S'  derart  entsprechen,  dass  P/^'  und 
P/Ji'  zwei  conjugierte  Durchmesser  des  Kegelschnittes  Z"/,  und  P^Q' 
und  P^'R'  zwei  .conjugierte  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K^'  reprä- 
sentieren müssen;  endlich  sind,  da  Q'  und  R^  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen,  die  genannten  Paare  von  conjugierten  Durchmessern  der 
beiden  Kegelschnitte  unter  einander  parallel. 

Alle  diese  Vereinfachungen  werden  dadurch  erreicht  ^  dass  man 
die  Gegenebene  durch  S  legt. 

Durch  eine  bestimmte  Wahl  des  Projectionscentrums  (Colli- 
neationscentrum)  und  der  durch  S  gehenden  Gegenebene,  lassen  sich 
noch  anderweitige  Bedingungen  erfüllen  und  kann  diesbezüglich  fol- 
gendermaßen vorgegangen  werden. 

Wir  denken  uns  zunächst  eine  Kugel  construiert,  welche 
die  Strecke  QR  als  Durchmesser  besitzt. 

Sind  ferner  P, -4'  und  P^B'  zwei  conjugierte  Polaren  des 
Kegelschnittes  K^  und  sind  Ä'  und  B'  jene  Punkte,  in  welchen 
diese  die  Gerade  S  treffen,  so  legen  wir  durch  diese  Punkte  eine 
zweite  Kugel ,  für  welche  die  Strecke  Ä*  B*  gleichfalls  einen  Durch- 
messer  repräsentieren  möge. 

Wie  man  unschwer  findet,  schneiden  sich  die  beiden  vorerwähnten 
Kugeln  in  einem  Kreise  x,  dessen  Ebene  £  zur  Geraden  S  senkrecht 
steht,  dessen  Mittelpunkt  den  Centralpunkt  0^  der  dem  Kegelschnitte 
Kl  auf  S  entsprechenden  Involution  darstellt^  und  dessen  Badius  der 
Potenz  OiMi  dieser  Involution  gleich  ist. 

Die  Ebene  s  des  besagten  Kreises  x  wird  von  der  Geraden  PiPj 
in  einem  Punkte  T  geschnitten.  Über  TO^  als  Durchmesser  denken 
wir  uns  in  der  Ebene  s  einen  zweiten  Kreis  x^  construiert,  welcher 
den  Kreis  x  in  zwei  Punkten  C  und  (7'  trifft. 

Einen  dieser  Punkte,  allenfalls  (7,  nehmen  wir  als  Collinea- 
tionscentrum  und  die  Ebene,  welche  durch  8  und  den  Punkt  T 
geht,  als  Gegenebene  an. 

Durch  diese  Anordnung  erreichen  wir: 

a)  dass  die  Gollineationsstrahlen  CQ  und  CR^  sowie 

ß)  dass  die  Gollineationsstrahlen  CA'  und  OB'  je  einen  rechten 
Winkel  bilden  und 

y)  dass  der  CoUineationsstrahl  G  T  auf  der  Ebene  (C,  S)  senk- 
recht steht. 
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Hieraus  folgt  aber,  dass  im  collinearen  Systeme  den  Eegel* 
schnitten  Z^  und  K2  wieder  zwei  Eegelsohnitte  K^'  und  K^'  ent- 
sprechen, deren  Ebenen  sich  in  der  der  Geraden  S  entsprechenden 
unendlich  fernen  Geraden  schneideni  d.  h.  parallel  sind. 

Den  Punkten  P^  und  P2  entsprechen  sodann  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Kegelschnitte  K^^  und  Kz^ 

Den  conjugierten  Polaren  P^Q  und  PiU,  resp.  P2Q  und  P,JB 
von  Kl  und  K2  entsprechen  in  K^  und  K2,  infolge  der  Bechtwinklig- 
keit  der  betreffenden  GoUineationsstrahleny  die  Achsen  der  Kegel- 
schnitte Kl'  und  i^2^ 

Da  aber  auch  die  Collineationsstrahlen  der  conjugierten  Polaren 
PiÄ'  und  PiB'  einen  rechten  Winkel  bilden,  so  besitzt  speciell  der 
Kegelschnitt  K^  zwei  Paare  rechtwinkliger,  conjugierter  Durch- 
messer, d.  h.  er  repräsentiert  einen  Kreis. 

Endlich  folgt  aus  y),  dass  jene  Gerade,  welche  der  Geraden 
P1P2  entspricht,  d.  i.  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  yon  K^ 
und  i^2^  auf  den  Ebenen  dieser  Kegelschnitte  senkrecht  steht. 

§.  533. 

Wie  aus  diesen  Erörterungen  und  den  erzielten  Ergebnissen  klar 
hervorgeht,  kann  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu 
beeinträchtigen,  statt  zweier  Kegelschnitte  in  beliebigen 
Ebenen,  immer  einen  Kreis  und  einen  Kegelschnitt  in  pa- 
rallelen Ebenen  „als  Leitlinien^  derart  annehmen,  dass  die 
Verbindungsgerade  ihrer  Mittelpunkte  auf  diesen  Ebenen 
senkrecht  steht. 

Bei  der  Untersuchung  der  Fläche  werden  wir  uns  sowohl  der 
einen,  als  auch  der  anderen  Darstellungs weise  bedienen. 

§.  534. 

Die  Glasse  der  fraglichen  Developpablen,  d.  h.  die  Anzahl 
der  Lagen  der  erzeugenden  Ebene,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt 
des  Baumes  gehen,  ist  gleich  der  Zahl  der  gemeinschafilichen  Berflh- 
rungsebenen  jener  zwei  Kegel  (zweiten  Grades) ,  welche  aus  dem  ge- 
nannten Punkte,  als  Scheitel,  über  den  beiden  Leitcurven  beschrieben 
werden.    Hieraus  folgt: 

526.  „Die  Developpable  (K^  K^j  ist  von  der  vierten  Glosse.^ 

Um  die  Ordnung  der  Developpablen  (iT^,  £^2)  zu  ermitteln, 
können  wir  einen  zweifachen  Weg  einschlagen. 

a)  Wir  suchen  die  Anzahl  jener  Erzeugenden  der  Fläche,  welche 
eine  beliebig  angenommene  Gerade  g  schneiden. 


567 

Die  Erzeugenden  der  Fläche  bestimmen  auf  den  beiden  Leit- 
kegelschnitten K^  und  K^  zwei  geometrisch  verwandte   Punktreihen. 

Durch  jeden  Punkt  x^  der  Leitourve  K^  gehen  zwei  Erzeugende, 
nämlich  die  Geraden,  welche  den  Punkt  x^  mit  den  Berührungspunkten 
x^'  und  X2*'  der  vom  Schnittpunkte  £  -=  (^x,,  /S)  an  f  3  gezogenen  Tan- 
genten Vtt^yf'x^  verbinden.  Letzteres  sagt  aber  nichts  anderes  ans,  als 
dass  einem  Punkte  x^  des  Kegelschnittes  K^  zwei  Punkte  des  Kegel- 
schnittes K2  entsprechen« 

Ebenso  entsprechen  auch  umgekehrt  einem  Punkte  des  Kegel- 
schnittes K2  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  K^* 

Vermittelst  dieser  zwei-zwei-deutigen  Verwandtschaft 
lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Anzahl  der  Erzeugenden  der  Deve- 
loppablen  bestimmen,  welche  eine  Gerade  g  schneiden. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  die  Gerade  g  als  Achse  zweier 
Ebenenbüschel  B^  und  j|?2* 

Entsprechende  Ebenen  in  diesen  Büscheln  sind  solche,  welche 
durch  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  von  K^  beziehungsweise  K2 
gehen.  Eine  Ebene  E^^  des  Büschels  B^  schneidet  den  Kegelschnitt 
Kx  in  zwei  Punkten,  deren  jedem  auf  dem  Kegelschnitte  K^  zwei 
Punkte  entsprechen ;  es  entsprechen  mithin  der  Ebene  Ei  des  Büschels 
Bx  vier  Ebenen  im  Büschel  B^. 

Eine  gleiche  Betrachtung  zeigt,  dass  auch  einer  jeden  Ebene  im 
Büschel  B2  vier  Ebenen  im  Büschel  B^  entsprechen. 

Diese  beiden  Büschel  besitzen  daher,  nach  dem  Ghasles'schen 
Gorrespondenzprincip,  4  4-4  =  8  Doppelebenen,  d.h.  es 
kömmt  achtmal  vor,  dass  eine  Ebene  des  einen  Büschels  mit  einer 
ihr  entsprechenden  Ebene  des  zweiten  Büschels  zusammenßUlt. 

Die  Bedeutung  einer  solchen  Doppelebene  ist  leicht  festzustellen. 
Besagte  Doppelebene  enthält  nämlich  die  Gerade  g  und  nebstbei 
zwei  entsprechende  Punkte  von  Kx  und  f^,  also  auch  deren  Verbin- 
dungsgerade, d.  i.  eine  Erzeugende  der  Developpablen« 

Die  Developpable  {K^,  K^  wird  daher  von  einer  Geraden  g  in 
acht  Punkten  geschnitten,   d.  h.  sie  ist  eine  Fläche  achter  Ordnung. 

h)  Wir  betrachten  den  Schnitt  der  Developpablen  mit  der  Ebene 
eines  der  beiden  Leitkegelschnitte,  etwa  mit  der  Ebene  des  Kegel- 
schnittes K^. 

Da  der  Kegelschnitt  K^  sowohl  der  DeveloppableU;  als  anoh  der 
schneidenden  Ebene  angehört ,  so  repräsentiert  derselbe,  da  außerdem 
durch  jeden  seiner  Punkte  zwei  Erzeugende  der  Fläche  gehen,  einen 
doppelt  -  zählenden  Kegelschnitt,  oder  einen  Bestandtheil 
vierter  Ordnung  in  dem  ebenen  Schnitte. 


568 

Der  E^igelsehnitt  £2  ^^  ferner  die  Gerade  8  in  zwei  Punkten, 
YOD  deren  jedem  man  an  K^  zwei  Tangenten  ziehen  kann.  Eine  ein- 
fädle Überlegung  zeigt,  dass  diese  vier  Tangenten  gleichzeitig  vier 
Erzengende  der  Fläche  sind. 

Der  Schnitt  der  Ebene  mit  der  Developpablen  besteht  mithin 
ans  dem  doppelt  zählenden  K^elschnitte  Ki  und  aus  vier  Erzeugen* 
den;  derselbe  ist  daher  eine  Curve  achter  Ordnung. 

Es  gilt  demgemäß  der  Satz: 

527.  jfDie  DeveloppahU  {K^  JST,)  ist  eine  Fläche  achter  Ordnung,^ 

§.  535. 

Um  zu  weiteren  Resultaten  zu  gelangen,  nehmen  wir  an,  die 
gegebenen  Kegelschnitte  K^  und  K2  seien  auf  die  vorher  besprochene 
Weise  derart  collinear  transformiert  worden,  dass  sieb  K^  in 
einen  Ereis,  K^  in  einen  Kegelschnitt  verwandelt,  dass  ferner  die 
Ebenen  dieser  beiden  Gurven  zu  einander  parallel  seien, 
und  dass  endlich  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der- 
selben zu  diesen  Ebenen  .senkrecht  steht. 

Seien  demgemäß  (Zj.  ZiO  (Taf.  XI,  Fig.  96)  der  gegebene  Kreis 
in  der  horizontalen  Projectionsebene  Ec^  und  (Z^,  JT,')  der  Kegelschnitt 
in  einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  E^^, 

Die  Mittelpunkte  0^  und  O3  dieser  beiden  Cnrven  liegen  in 
einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechten  Geraden;  die  hori- 
zontalen Projectionen  0^   und  0^'  derselben  werden  sich  somit  decken. 

Die  beiden  Ebenen,  welche  durch  die  Mittelpunktsgerade  0^0^ 
und  durch  je  eine  der  Achsen  des  Kegelschnittes  K^  gehen,  bezeichnen 
wir  beziehungsweise  mit  Eh^  und  Ev^E^*. 

Vergleichen  wir  die  beiden  Figuren  95)  und  96,  Taf.  XI)  mit 
einander,  so  werden  wir  finden,  dass  die  Ebenen  E^  und  E^  den 
Ebenen  E^  und  J5*  der  Leitkegelschnitte  und  die  Ebenen  E^  und  E^ 
den  Ebenen  PiQPg,  und  PiltP^^  (welch'  letztere  wir  daher  auch  kurz 
E^  und  E*  nennen  wollen)  entsprechen. 

§.  536. 

Um  nun  eine  Erzeugende  der  Developpablen  (JT^,  K^)  (Taf.  XI, 
Fig.  96)  zu  construieren ,  ziehen  wir  an  K^'  und  K/  die  parallelen 
Tangenten  t^'  und  t^\ 

Die  vertioalen  Projectionen  t^  und  ^2  dieser  Tangenten  fallen 
beziehungsweise  in  die  Grundlinie  E^^  und  in  die  Gerade  Ef,*.  Die  Pro« 
jectionen  ihrer  Berührungspunkte  sind   beziehungsweise  (a^,  a/)   und 
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Die  beiden  Tangenten  (V^^i)  ^^^  (Vi ^9)  bestimmen  eine  Lage 
der  erzengenden  Ebene,  und  die  Verbindungsgerade  (g^  g*)  ihrer 
Berührungspunkte  (a,,  a^')  und  (a,,  a^')  liefert  eine  Erzeugende 
der  Developpablen.    . 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  man  zu  den  Tangenten  t^'  und  t^^ 
von  -ÄTj'  und  K^'  zwei  symmetrische  Tangenten  in  Bezug  auf  JE^'  als 
Symmetrieachse,  und  ebenso  auch  zwei  symmetrische  Tangenten 
in  Bezug  auf  Ex*  als  Symmetrieachse  ziehen  könne,  so  findet  man, 
dass  der  erzeugenden  Ebene  (^i^j,  ^i'^qO»  zwei  symmetrisch  ge- 
legene erzeugende  Ebenen,  und  dass  ebenso  auch  der  Erzeugen- 
den (^»^0  zwei  symmetrisch  liegende  Erzeugende,  in  Bezug 
auf  die  Ebenen  ^  und  JE^  als  Symmetrieebenen  entsprechen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  durch  die  Gerade,  in  welcher 
irgend  eine  erzeugende  Ebene  eine  der  beiden  Ebenen  W  und  E* 
schneidet,  jedesmal  noch  eine  zweite  erzeugende  Ebene,  und  durch 
jenen  Punkt,  in  welchem  eine  Erzeugende  die  eine  oder  die  andere 
Ebene  E^  oder  E^  trifft,  jedesmal  noch  eine  zweite  Erzeugende  der 
Developpablen  geht. 

Daher  der  Satz: 

528.  „Die  Developpäble  (^j,  K^)  hesiUt  außer  den  beiden  LeiU 
kegelschnitten  K^  und  K^  noch  ewei  weitere  Doppelcurven ;  dieselben 
sind  ebene  Ourven  und  liegen  in  den  Ebenen  E^  und  JB*." 

§.  537. 

Die  vorerwähnten  Doppelcurven  wollen  wir  nun  näher  unter- 
suchen. 

Die  Doppelcurve  in  der  Ebene  J5?  (Taf.  XI,  Fig.  96)  kann 
entweder  als  der  geometrische  Ort  der  Durchstoßpunkte  (,p,p') 
aller  Erzengenden  (^,  g')  der  Developpablen  mit  dieser  Ebene,  oder  aber 
als  Enveloppe  der  Schnittlinien  der  Ebene  E^  mit  allen  er- 
zeugenden Ebenen  der  Fläche  aufgefasst  werden. 

Um  eine  Lage  der  Tangente  an  die  Doppelcurve  zu  er- 
halten, genügt  es,  die  Durchstoßpunkte  {d^.di*)  nnA  (02,02')  der  beiden 
eine  erzeugende  Ebene  bestimmenden  Tangenten  (t^,  t^')  und  (^2>  ^aO  ^^^ 
der  Ebene  E^  festzustellen. 

Die  Verbindungsgerade  T  von  8^  und  (J,  ©rgibt  in  der  vertioalen 
Projection  bereits  eine  Tangente  der  genannten  Gurve. 

Der  Berührungspunkt  derselben  ist  offenbar  der  Schnittpunkt  |} 
von  T  und  g,  d.  h.  der  Durchstoßpunkt  der  Erzeugenden  {jg,  g')  mit 
döT  Ebene  jB*. 


I 
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Die  Tangenten  der  Doppelcnrve  wollen  wir  jedoch  noch 
auf  eine  andere  Weise  bestimmen,  um  sodann  auf  Grund  der  sich  er- 
gebenden Resultate  die  Curve  selbst  näher  kennen  zu  lernen. 

Die  Ebene  E^  trifft  die  beiden  Leitcurven  Ki  und  K^  (Taf.  XI, 

Fig. 97)  in  den  Punkten  (mj,miO,  (»Wj.Wa')»  i'^u^i)  ^^^  (**2»W3')»  ^ 
dass  die  Tangenten  (tm^y  t'm^)  und  (^m.,  t'm^)  eine  erzeugende  Ebene  be- 
stimmen, welche  die  Ebene  E^  in  der  Geraden  7^  schneidet,  und  die 
Tangenten  (^no^V)  ^^^  (^m»«  ^W  ^^^^  zweite  erzeugende  Ebene  fest- 
stellen, welche  die  Ebene  E^  in  der  Geraden  T,  trifft.  Selbstverständ- 
lich sind  Ti  und  Tj  symmetrisch  gegen  jE^v  gelegen. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  beliebige  parallele  Tangenten  t^'  und 
t^'  an  K^'  und  K2  gezogen,  so  bestimmen  diese  eine  Lage  der  er- 
zeugendenEbene,  und  der  Schnitt  T  derselben  mit  der  Ebene  E^, 
welcher  eine  Tangente  der  Doppelcur?e  repräsentiert,  kann  folgender- 
maßen ermittelt  werden. 

Zunächst  wollen  wir  den  Schnitt  der  Ebene  (^1,^2)  init  der  Ebene 
{fm^n^m^)  bestimmen.  Die  horizontale  Projection  besagten  Schnittes 
ergibt  sich  offenbar  als  die  Yerbindungsgerade  der  Punkte  or/  und  a2^ 
in  welcher  sich  die  Tangenten  t^'  und  t'fn^  treffen.  Diese  Yerbindungs- 
gerade schneidet  die  Ebene  J^^  in  einem  Punkte  (^p^i')i  dessen  ver- 
ticale  Projection  x^  in  der  Geraden  T^  liegt,  indem  diese  gleichzeitig 
die  verticale  Projection  von  («iSaj')  darstellt.  Der  Punkt  (x^yX^')  ist 
daher  ein  Punkt,  welcher  sowohl  der  Ebene  (t^ ,  f 2)  &is  auch  der  Ebene 
E^  und  somit  auch  dem  gegenseitigen  Schnitte  dieser  Ebenen  angehört. 

Einen  zweiten  Punkt  (rt:,,  x^')  findet  man  in  gleicher  Weise  in  der 
Geraden  T21  welch  letztere  die  verticale  Projection  der  Schnittlinie 
ßifii   d^^  Ebenen  (^,,  ^2)  und  {tn^y  tn^  repräsentiert. 

Die  Verbindungsgerade  T  der  Punkte  x^  und  X2  ist  sodann  eine 
Tangente  der  Doppelcnrve  in  der  Ebene  E*. 

Betrachten  wir  die  diesfalls  durchgeführten  Constructionen  in 
der  horizontalen  Projection  etwas  näher. 

Die  Tangente  t^'  wird  durch  die  Geraden  t'^^y  t'm  und  E*k  in 
den  drei  Punkten  a^y  ß\  und  v  geschnitten  und  es  ist: 

Die  Tangente  i^'  wird  von  ^'i,^,  t'n^  und  E*k  in  «2',  ß^  und  fi 
so  getroffen,  dass: 

ist.  Aus  diesem  einfachen  Ergebnisse  folgt,  dass  sich  die  Geraden 
€Ci^a2  und  ßiß^'  in  einem  und  demselben  Punkte  6  von  E\  treffon 
müssen. 
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Es  ist  demnach  klar,  dass  die  Punkte  x^  imd  x^\  in  welchen 
«i'aj'  ^i^d  /Si'/Jj'  die  Gerade  Wu  schneiden,  zwei  projectivische 
Reihen  auf  Wk  bilden.  Die  natürliche  Folge  hievon  ist  aber,  dass 
auch  die  Punkte  x^  und  x^  auf  T^  und  T^  zwei  projectivische 
Beihen  erzeugen,  dass  also  die  Gerade  T  einen  Kegelschnitt  E^ 
umhüllt,  welcher  auch  die  Geraden  T^  und  T^  berührt. 

Die  in  der  Ebene  W  liegende  Doppelcur?e  ist  mithin  ein 
Kegelschnitt  K^. 

Eine  übereinstimmende  Betrachtung  würde  zeigen,  dass  auch 
die  Doppelcurve  in  der  Ebene  E^  ein  Kegelschnitt  jE'^  sei. 

Es  folgt  somit  der  Satz: 

55P.  „Die  zwei  Kegelschnitten  in  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
umschriebene  Devehppable  besitzt  vier  Doppelcurven,  welche  sämmt- 
lieh  Kegelschnitte  sind.  Die  besagten  Doppdcurven  sind  einerseits  die 
beiden  Leitkegelschnitte  y  und  andererseits  zwei  in  den  Ebenen  E^ 
und  E*  liegende  Kegelschnitte.  Je  zwei  dieser  Kegelschnitte^  als  Leit- 
linien^   erzeugen  immer  die  nämliche  Fläche,*^ 

§.  538. 

Zu  dem  vorstehenden  Besultate  hätten  wir  auch  durch  folgende 
Überlegung  gelangen  können. 

Die  Ebene  E^  wird  von  der  Fläche  in  einer  Curve  achter 
Ordnung  geschnitten.  Die  Symmetrieverhältnisse  der  Fläche 
gegen  diese  Ebene  zeigen,  dass  die  Schnittcurve  eine  Doppel- 
curve der  Fläche  sein  müsse. 

Ferner  findet  man,  dass  die  Ebene  E^  vier  Erzeugende  der 
Developpablen,  d.  s.  die  Geraden  m,  1912,  tn^tisi  m^n^  und  n^n^  enthält. 

Setzen  wir  daher  voraus,  dio  Doppelcurve  sei  von  der  a:-ten  Ord- 
nung, so  muss  dieselbe  mit  den  vier  Erzeugenden  einen  Ort  der  achten 
Ordnung  repräsentieren;  es  muss  also  A  -\-  2  .x  ^=  8  sein.  Hieraus 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  o?  =  2,  d.  h.  dass  die  Doppelcurve 
eine  Gurve  zweiter  Ordnung  sei. 

Dasselbe  läßt  sich,  und  zwar  ganz  in  derselben  Weise  von  der 
Doppelcurve  in  der  Ebene  E^  nachweisen. 

Nachdem  die  vier  Doppelkegelschnitte  zusammen  eine 
Doppelcurve  der  achten  Ordnung  für  die  Developpable  darstellen,  die 
Fläche  selbst  aber  von  der  achten  Ordnung  und  von  der  vierten 
Glasse  ist,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Plücker-Cajley 'sehen 
Gleichungen  alle  weiteren  Charaktere  derselben  anstandslos  ableiten. 
Es  ist  nämlich: 
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r  =  8    die  Ordnung  der  Fläche; 
n  =  4    die  C lasse  der  Fläche,  und 

rr  =  8    die  Ordnung  ihrer  Doppelcurve.    Bedeuten  femer 
m  die  Ordnung  ihrer  Cuspidalcurve; 
a   die  Zahl   der  Wendeehen en  der  letzteren,    oder   der  In- 
flexionstangenten  des  ebenen  Schnittes  der  Developpablen ; 

ß  die  Zahl   der  stationären  Punkte   der  Cuspidalcurve; 
h  die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte; 
y  die  Zahl  der  Doppel  tangentenebenen  derselben; 
g  die  Doppeltangenten  des  ebenen  Schnittes  der  Deve- 
loppablen, so  bestehen  zwischen  diesen  Größen  folgende  Gleichungen : 

n  =  r  (f— 1)  —  2«  — 3w 1) 

r  =:  w(w—  1)  —  2flr  — 3a 2) 

ß  =  3r  (r  — 2)  —  6a;  — 8m 3) 

m  =  3n  ln  —  2)  —  6g  —  Sa 4) 

m  —  a  ~  3  (r  —  n) 5) 

n  —  ß  =  3  (r  —  m) 6) 

r  =  m  (m  —  1)  —  2/i  —  3/3 7) 

fn  =  r  (r—l)  —  2y  —  3n 8) 

Aus  1)  folgt:  4  =  8.7  —  16  —  3w;  A.  h.  m  =  12. 
Aus  5)  erhält  man:  12  —  a  =  3  (8  —  4),  oder  a  =  0. 
Aus  2)  findet  man:  8  =  4.3  —  2g^  oder  g  =^2. 
Aus  6)  ergibt  sich:  4  —  /J  =  3  (8  —  12),  oder  ß  =  16. 
Aus  7)  folgt:  8  =  12.11  —  2ä  -  48,  oder  h  =  38; 
und  endlich  ergibt  sich  aus  8):  12  =  8.7  —  2y  —  12,  oder  y  =  16. 

Hiernach  besitzt  die  den  Kegelschnitten  K^  und  K^  um- 
schriebene Developpable  eine 

Cuspidalcurve  zwölfter  Ordnung  mit  38  scheinbaren 
Doppelpunkten^  16  stationären  Punkten  und  16  Doppel- 
tangentenebenen. 

Die  Developpable  selbst  ist  eine  Fläche  vierter 
Classe,  achter  Ordnung;  ihr  ebener  Schnitt  besitzt  12 
Bückkehrpunkte,  8  Doppelpunkte  und  2  Doppeltangenten. 

§.  539. 

Eine  besonders  interessante  Eigenschaft  zeigen  die  vier  Punkte, 
in  welchen  jede  Erzeugende  der  Developpablen  die  vier  Dop- 
pelkegelschnitte trifft. 

Betrachten  wir  beispielsweise  die  Erzeugende  (gf,  g')  (Taf.  XI, 
Fig.  96).   Die  horizontalen  Projectionen  der  Punktie,  in  welchen  diese 
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Erzeugende  die  vier  Doppelkegelschnitte  K^y  £, ,  K^  und  K^  trifft, 
sind  a^',  a^',  p'  und  q\ 

Denken  wir  uns  die  Durohmesser  Oa/,  Oa^  gezogen,  und  ferner 
die  zu  den  Tangenten  t^'  und  t^^  parallelen  Durchmesser  g  geführt, 
so  ist  einleuchtend y  dass  t  und  Oa^*  oder  ^^  zwei  conjugierte 
Durchmesser  des  Kegelschnittes  Z'i'sind,  während  g  und  Oa^^ 
oder  0^  zwei  conjugierte  Durchmesser  des  Kegelschnittes  K^^ 
darstellen. 

Lässt  man  den  Durchmesser  g  um  0  drehen,  so  beschreibt 
der  demselben  conjugierte  Durchmesser  ier^  ein  ihm  projectivisohes 
Büschel,  und  ebenso  wird  der  dem  Durchmesser  i  conjugierte  Durch- 
messer ^2  ein  demselben  projectivisches  Büschel  erzeugen. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Geraden^  welche  zwei  entsprechende 
Punkte  a/  und  a^'  von  X^'  und  K^*  mit  0  verbinden,  entspre- 
chende Strahlen  zweier  projectivischen  Büschel  0^  und  sf^ 
darstellen. 

Qelangt  weiters  ^  in  die  Lage  0^  oder  E\ ,  so  fallen  die  beiden 
dem  i  conjugierten  Durchmesser  i^^  und  js^  mit  der  Geraden  0^  oder 
E^h  zusammen,  d.  h.  E^k  ist  ein  Doppelstrahl  der  beiden 
Büschel  jer,  und  0^. 

In  gleicher  Weise  findet  man  audti,  dass  0^  oder  E^k  einen 
Doppelstrahl  der  Büschel  z^  und  0^  bildet. 

Betrachten  wir  nun  zwei  Paare  entsprechenderstrahlen 
0^z^  und  0^i0'ny  so  ist,  weil  z^  und  0^  die  Doppelstrahlen  der 
projectivischen  Büschel  darstellen, 

oder 

sin(0^0i)  ,  sin  (0^  z^")  __  sin  (0^0^)  ^^  sin  {0^  0^*) 
sin {0^0^)  '  sin  {0^0^)        sin {0^02)  *  sin{0^02^y 

woraus  folgt: 

sin(0.^0{)  ^  sin  (0^02)  _  sin  (^^  0^  Q  ^  sin  (0^  0^') 

sin{0^0i)  '  sin (0^02)        sin{z^z^')  '  sin  {0^02) 
oder 

Nachdem  die  Strahlen  0^^  0^,  0^^  ^3  die  Gerade  g'  in  denjenigen 
vier  Punkten  jp',  q\  a/  und  03'  treffen,  welche  die  Horizontalprojec- 
tionen  der  den  vier  Kegelschnitten  K^,  K2,  K^  und  K^  und  der  Er- 
zeugenden {g^g')  gemeinschaftlichen  Punkte  darstellen,  und  ebenso 
die  vier  Punkte  %\  p',  a^  und  aj'  jene  repräsentieren,  in  welchen  y* 
von  z^^  z^^  z^'  und  Z2*  geschnitten  wird,  d.  i.  die  horizontalen  Projec- 
tionen  der  einer  zweiten  Erzeugenden  (y,  y')  und  den  Kegelschnitten 
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JCi,  K2,  K^  und  K^  gemeinschaftlichen  Punkte  darstellen;  da  ferner 
nach  obiger  Relation  auch 

ist,  80  folgt,  dass  die  zwei  Gruppen  von  je  vier  Punkten^  in  welchen 
zwei  „beliebige  Erzeugende^  der  Developpablen  von  den  vier 
Kegelschnitten  £*,,  K^,  K^  und  K^  getroffen  werden,  das  gleiche 
Doppelverhältnis  besitzen,  dass  also  überhaupt  das  Doppel  Ver- 
hältnis der  vier  Punkte,  in  welchen  eine  beliebige  Erzeugende  der 
Developpablen  von  den  vier  Doppelkegelschnitten  getroffen  wird,  einen 
constanten  Wert  besitze. 

Es  besteht  mithin  der  Satz: 

530,  jyDas  DappdverhäUnis  der  vier  Punkte,  in  welchen  eine 
beliebige  Erzeugende  ton  den  vier  DoppelTcegdschniUen  der  Develop' 
pablen  getroffen  tmrdj  ist  von  der  Lage  dieser  Eriseugenden  unab- 
hängig, also  fwr  alle  Erzeugenden  dasselbe*^, 

§.  540. 

Die  soeben  betrachtete  Fläche  ist  ein  Specialfall  der  von  6  0  u  r- 
n^rie  behandelten  „tötraedal-symmetrischen  Flächen*'. 

Die  besprochene  Fläche  wurde  von  dem  vorgenannten  Gelehrten 
als  die 

„developpable  Quadrispinale^ 

bezeichnet.  Besagte  Fläche  weist  eine  große  Zahl  interessanter  Eigen- 
schaften auf,  deren  Entwickelung  jedoch  zu  weit  führen  würde  und 
um  so  leichter  hier  umgangen  werden  kann,  als  auf  Grundlage  der 
gepflogenen  Erörterungen  ein  weiteres  Eingehen  gewiss  keinerlei 
Schwierigkeit  bieten  wird**). 
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